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Das  Werk,  welches  ich  hiermit  dem  mathematischen  Pu- 
blikom  übergebe,  ist  das  Produkt  meiner  bisherigen  imd  zugleich 
die  Grundlage  meiner  künftigen  Vorlesimgen  an  der  hiesigen 
polytechnischen  Schule.  Wenn  auch  für  eine  Unterrichtsan- 
stalt von  praktischer  Tendenz  ausgearbeitet,  so  wird  man  ihm 
doch  seine  Bestimmung  hoffentlich  nicht  anmerken;  denn  es 
ißt  ebensosehr  der  Wunsch  des  Königlichen  Ministeriums  des 
Innern,  als  meine  eigene  Ueberzeugimg,  dass  der  mathematische 
Unterricht  auf  einer  höheren  technischen  Lehranstalt  in  streng 
wissenschaftlicher  Form  ertheilt  werden  soll,  und  dass  er  sich 
von  unfiruchtbaren  philosophischen  Redensarten,  wie  von  einer 
möglichst  eiligen  praktischen  Abrichtung  gleich  weit  entfernt 
zu  halten  hat,  ohne  deswegen  seine  fortwährende  Verbindung 
init  der  Praxis  zu  opfern.  Während  ich  so  in  Beziehung  auf 
die  Gründlichkeit  der  Darstellung  vollkommen  freie  Hand  be- 
Uelt,  blieben  nur  noch  zw^i  aus. der  Bestimmung  des  Buches 
kervorgehende  Bedingungen  zu  erfüllen;  es  musste  nämlich  das 
Maass  der  vorauszusetzenden  Kenntnisse  auf  sein  Minimum  re- 
dozirt,  andererseits  ein^  möglichst  einfacher  und  natürlicher  6e* 
dankengang  eingehalten  werden.  In  wie  weit  mir  das  Erste 
geglückt  ist,  möge  man  daraus  abnehmen,  dass  ich  ausser  der 
gewöhnlichsten  Elementarmathematik  nur  die  ersten  Begriffe 
der  analytischen  Geometrie  als  bekannt  voraussetze;  ich  habe 
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selbst  die  bei  der  DifFerenziation  der  Potenz,  der  Exponenzial- 
grösse  und  des  Logarithmus  sonst  übliche  Anwendung  des  bi- 
nomischen  Satzes  (für  ganze   positive   Exponenten)  vermieden 
und  durch  eine   auf  gewöhnlicher  Division  beruhende  Darstel- 
lung ersetzt.     Auch  die  analytische  Geometrie  hätte   sich  aus- 
schliessen  und   mit    den  Anwendungen   der   Analysis  zu  einer 
höheren  Geometrie  verschmelzen  lassen,  es  mag  das  sogar  syste- 
matisch sein,  für  ein  Lehrbuch  aber  ist  es  höchst  impraktisch, 
sich  eines  so  vortrefflichen  Mittels  zur  Erläuterung  der  analy- 
tischen Processe  zu  berauben.    Ich  habe  daher  keinen  Anstand 
genommen,  nach  Erledigung  gewisser  Hauptcapitel   der  Diffe- 
renzial-  und    Integralrechnung  jedesmal    einen    geometrischen 
Excurs  einzuweben ,  selbst  der  physikalische  Begriff  der  Dich- 
tigkeit schien  mir  nicht  zu  fremd,  um  den  dreifachen  Integralen 
dieselbe  Anschaulichkeit  wie  den  einfachen  und  Doppelintegralen 
zu  verschaffen.  —  Waö   die  zweite  Forderung   einer  möglichst 
natürlichen  Darstellung  anbelangt,   so  war  diese  nach  den  an- 
gegebenen Prämissen  sehr   leicht  zu   erfüllen;!  die  strengsten 
f  Methoden  sind,  richtig  dargestellt,  immer  die  natürlichsten  und 
'^^  kürzesten.^  Den  Beweis  dafür  mag  das  vorliegende  Buch  sel- 
ber fuhren,  welches  unter  allen  Werken  von  gleichem  Umfange 
den  reichsten  Inhalt  bieten  dürfte,  obschon  man  nirgends  einie 
lakonische  Kürze  des  Ausdrucks  finden  wird. 

Den  obigen  allgemeinen  Andeutungen  über  die  Gesichts- 
punkte ,  welche  meiner  Arbeit  zu  Grrunde  liegen ,  mögen  einige 
mehr  ins  Detail  gehende  Bemerkungen  folgen.  Den  BegriflE 
des  Differeuzialquotienten  habe  ich  nach  Nävi  er' s  Vorgange 
(JResumS  des  lepons  (Tanalyse,  Paris  1840,  deutsch  von  Dr. 
Wittstein,  Hannover  1848)  auf  „die  Geschwindigkeit  des 
Wachsthums  einer  Funktion"  zurückgeführt,  nicht  als  ob  ich 
meinte,  dass  damit  für  die  Metaphysik  des  höheren  Calcüls  ein 
irgend  bedeutsames  Moment  oder  gar  dessen  Basis  gefunden 
wäre,  sondern  weil  diese  Verknüpfung  einen  für  Techniker 
naheliegenden  Ausgangspunkt  bildet  und  sich  mit  Leichtigkeit 
der  historischen  Entstehung  der  Differenzialrechnung  anschmiegt. 
Genauer,  als  es  sonst  geschieht,  ist  dabei  der  Begriff  deit 
Grenze  auseinandergesetzt  worden  (S.  9  und  10)  um  den  leider 
hie  und  da  noeh  immer  auftauchenden  schiefen  Auffassungen 
des  Differenziales  vorzubeugen.   Irf  der  Bezeichnungsweise  folg< 
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ich  Jacobi  und  benutze  bei  gewöhnlichen  Differenzialen  die 
gestreckten  d,  bei  partiellen  Differenzialen  die  geschwungenen 
l]  daes  Ohm  und  einige  wenige  ausländische  Mathematiker 
mit  S  den  Differenzialquotienten  und  nicht  ein  partielles  Diffe- 
renzial  bezeichnen,  kann  Jacobi  gegenüber  von  keinem  Ge- 
wichtsein; will  man  aber  den  Differenzialquotienten  durch  einen 
vorgesetzten  Buchstaben  andetiten,  so  empfiehlt  sichl  die  von 
Canchy  herrührende  Anwendung  des  grossen  D  jedenfalls 
besser. 

In  der  Entwickelung  der  unendlichen  Reihen  von  Taylor 
und  Mac  Laurin  (§.  31)  habe  ich  die  immer  umständlichen 
Restbetrachtungen  vermieden  und  gezeigt,  in  wie  fern  die  Methode 
der  unbestimmten  Ooefficienten  wissenschaftlich  berechtigt  ist 
(Satz  D.  S*  128);  hierdurch  wurde  emerseits  die  Strenge  voll- 
kommen gewahrt,  andererseits  die  Bequemlichkeit,  welche  jene 
Methode  vor  den  späteren  Entwickelungsweisen  von  Cauchy 
und  Ampfere  vortheilhaft  auszeichnet,  wieder  gewonnen. 

Daran  schliessen  3ich  in  §.  36  einige  Bemerkungen  über 
das  unendlich  -  Kleine ,  hinreichend,  um  auch  hier  die  Leich- 
tigkeit wieder  zu  erlangen,  welche  die  älteren  Betrachtungs- 
weisen darboten,  und  wodurch  man  ein  für  allemal  der  Mühe 
überhoben  wird,  sich  ferner  auf  Grenzenuntersuchungen  einzu- 
lassen, die  namentlidi  bei  mathematisch -physikalischen  Pro- 
blemen zu  unerhörten  Weitläufigkeiten  fuhren  müssten. 

Für  die  Integralrechnung  und  deren  Anwendungen  ist  be- 
kanntlich die  Auffassung  des  Integrales  als  eines  summatori- 
schen  Ausdruckes  von  besonderer  Wichtigkeit  und  Klarheit, 
sie  wurde  deshalb,  wie  bei  allen  besseren  Schriftstellern  der 
Neuzeit,  in  den  Vordergrund  gestellt  und  mit  Sorgfalt  erörtert; 
auch  die  Transformation  doppelter  und  dreifacher  Integrale 
durch  Substitution  neuer  Variabelen  (d.  h,  durch  Aenderung 
des  Coordinatensystems)  ist  auf  dieses  Prinzip  zurückgeführt 
worden  (§§.  94  und  97)  und  erlangt  dadurch  jedenfalls  eine 
grössere  Anschaulichkeit  als  auf  dem  gewöhnlichen  rein  ana- 
lytischen Wege,  wenn  auch  letzterer  den  Vorzug  besitzt,  auf 
mehr  als  dreifache  Integrale  anwendbar  zu  sein. 

Die  Capitel  XVI.  und  XVII. ,  die  mancherlei  Eigenes  ent- 
halten, sind  so  gestellt,  das«  sie  beim  ersten  Unterrichte  nöthi- 
genfalls  übergangen  und  später  nachgeholt  werden  können.  Ist 
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mir  irgendwo  das  Maasshalten  schwer  geworden,  so  war  es 
Hier  und  am  meisten  bei  dem  unendlich  reichen  Thema  der 
elliptischen  Funktionen.  Um  jedoch  wenigstens  einem  anerken- 
nungswerthen  Prinzipe  zu  folgen,  habe  ich  die  Auflösung  der 
Fundamentalaufgaben  vollständig  gegeben  und  imUebrigen  die 
Untersuchung  bis  dahin  geführt,  wo  dem  Leser  die  Noth wen- 
digkeit des  Eintritts  einer  neuen  Behandlungsweise  fühlbar  wird, 
^  welche  letztere  dann  weiter  bei  Jacobi  zu  suchen  ist.  Die- 
selbe Maxime  leitete  mich  auch  bei  der  Darstellung  der  Lehre 
von  den  partiellen  Differenzialgleichungen,  die  begreiflicherweise 
hier  nur  in  sehr  beschränktem  Maasse  Platz  finden  konnte. 

Von  Beispielen  habe  ich  immer  soviele  gegeben,  als  der 
betreffeüde  Calcül  Modifikationen  zuliess,  und  man  wird  daher 
für  jeden  bemerkenswertheren  Fall  ein  Paradigma  aber  keine 
überreiche  den  Platz  verengende  Auswahl  von  Uebungsbeispielen 
finden;  für  letztere  verweise  ich  auf  die  Sammlung  von  Prof. 
Dr.  S  o  hn  ck  e  (Halle  1850). 

Dresden,  im  November  1852. 

r 

Dr.    O.   Schlömilch. 
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Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  (der  JEben%)  von  L.  J.  Magnus 
Berlin,  1833  (S.  323—488). 

')  Tiefere  Untersuchungen  Über  räumliche  Curven  und  krumme  Flächen  :fi 
det  man  in  nachstehenden  Werken  : 

Brandes,  Lehrbuch  der  höheren  Geometrie,  Leipzig  1822  —  24. 

Mö bin 8,  der  barycentrische  Calcül,  Leipzig  1827,  §§.  108  und  109. 

Charles  Dupin,  D^veloppements  de  Geometrie,  Paris  1813,  page^l49. 

Monge,  Application  de  1' Analyse  k  la  Geometrie.  In  der  neuesten  'v 
Liouville  besorgten  Ausgabe  dieses  Werkes  (Paris,  1860,  chez  Bachelier)  st« 
auch  die  berühmte  Abhandlung:  Disquisitiones  generales  circa  superficies  cur\rj 
auct.  C.  F.  Gauss,  aus  dem  6ten  Bande  der  Commentat. recent.  Gotting.  (Ig^^ 
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I  ^)  Die  erste  (für  den  gegenwärtigen  Zustand  der  Wissenschaft  ungenttgende) 
Ableitung  der  Potenzenreihen,  gegründet  auf  einen  Satz  der  Differenzenrechnung, 
«t  von  Taylor;  MethodiiB  incrementorum,  Londini  1715,  Propos. VII.,  Coroll. n. 
pie  Mängel  der  Taylor 'sehen  Entwickelung  sind  ergänzt  von  Caque  im  Journal 
jdeMath^matiques  von  Liouville,  Octobre  1845;  letztere  Darstellung  findet  man 
lauch  in  des'  Verfassers  „Theorie  der  Summen  und  Differenzen".  Halle  1848,  §.  6. 

r  ^  Eine  sehr  ausführliche  und  meisterhafte  Untersuchung  des  binomischen 
Platzes,  namentlich  für  complexe  Exponenten,  giebt  Abel  in  Crelle's  Journal, 
'Bd.  I.,  S.  311. 

^)    Vollständiger  ist  die  obige  Theorie  abgehandelt  in  des  Verfassers   „Hand- 
^lach  der  algebraischen  Analysis,"  2te  Auflage,  Jena  1851,  Cap.  VII. 
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tung der  complexen  Zahlen,  in  des  Verfassers  „Handbuch  der  algebraischen  Aua- 
Vsis,"  §§.  50  —  68. 

'  *)  Vergl.  „Theorie  der  independenten  Darstellung  der  höheren  Differenzial- 
qnotienten" von  Reinh.  Hoppe,  Leipzig  1848;  und  mehrere  Aufsätze  in  Gru- 
Bert's  Archiv  dör  Mathematik  (Bd.  VHI.,  S.  357,  Bd.  XII.,  S.  297  und  Bd. 
XVm.,  S.  306).  ,       . 
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Einleitung. 


L    Begriff  der  Funktion. 

N 

In  der  gesammten  höheren  Analysis  unterscheidet  man  zweierlei 
Arten  von  Zahlen :  Constanten  und  Variabelen;  die  erdteren  sind 
unveränderlich ,  d.  h.  sie  behalten  in  jeder  vorzunehmenden  analyti- 
schen Betrachtung  die  ihnen  einmal  ertheilten  Werthe,  die  Variabelen 
dagegen  sind  veränderlich  und  können  jeden  beliebigen  speciellen 
Werth  annehmen.  Um  diesen  wesentlichen  Unterschied  auch  in  der 
Bezeichnung  hervorzuheben,  pflegt  man  die  Constanten  durch  die 
ersten,  die  Variabelen  dagegen  durch  die  letzten  Buchstaben  des 
Alphabetes  zu  bezeichnen. 

Was  nun  die  Art  und  Weise  betrifil,  wie  sich  eine  Variabele 
ändert,  so  sind  hier  zwei  Fällie  möglich.    Hat  nämlich  die  Variabele 
X  einmal  den  Spezialwerth  x  =  a  besessen  und  nachher  den  Werth 
X  =  h  angenommen,   so  kann  man  sich  entweder  vorstellen,  dass 
der  Uebergang  von  a  nach  b  plötzlich  und  ohne  Berücksichtigung 
der  zmrischen  a  und  b  einschaltbaren  Werthe  geschehen  sei,   oder 
!  man  denkt  sich,  dass  die  Variabele  x  von  a  ausgehend  alle  Zwi- 
Bchenstofen  von  a  bis  i  durchlaufen  habe  und  zwar   auf  ähnliche 
[  Weise,  wie  ein  geradlinig  fortbewegter  Körper  über  alle  zwischen 
'dem    Anfangs-  und   dem    Endpunkte    seiner   Bewegung   liegenden 
Stellen  hinweggegangen  ist;  im  ersteren  Falle  heisst  der  Uebergang 
!  ein  sprungweiser  oder  discontinuirlicher,  im  zweiten  ein 
stetiger  oder  continuirlicher.     Welche  Variabelen  als  stetig 
und  ^w-elche  als  sprungweis  veränderliche  anzusehen  sind,  das  bedarf 
in  jedem  Falle  einer  besonderen  Untersuchung. 

SchlOmÜeh,  Analjrtf«.  1 


2  Einleitung. 

Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  wie  z.  B.  in 

80  entspricht  jedem  willkürlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein  aus 
der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  deshalb 
nicht  willkürlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhängige 
'  und  y  die  abhängige  Yariabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  eben 
X  ist,  wovon  y  abhängt^  nennt  man  y  eine  Funktion  von  x^  was 
man  in  Zeichen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)^  oder  y  =  /(a?),  y  =.  q){x)  und  dergl. 
auszudrücken  pflegt;  eine  derartige  Gleichung  sagt  also  nichts  wei- 
ter, als  dass  jedem  willkürlichen  Werthe  des  x  ein  bestimmter  Werth 
des  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  der  letztere  hergekopimen  ist.    In 
ähnlicher  Weise  würde  eine  Gleichung  von  der  Form 

z  =  ^(x,  y) 
bedeuten ,  dass  zwei  unabhängige  Veränderliche  x  und  y  vorhanden 
sind,  von  denen  eine  dritte  Variabele  z  abhängt,  wie  z.  B.,  wenn 
z  =  ax-\-by^  wäre;  in  demselben  Sinne,  wie  hier  z  als  Funktion 
zweier  unabhängigen  Yariabelen  erscheint,  kann  man  auch  Funk- 
tionen von  drei  oder  überhaupt  beliebig  vielen  Variabelen  bilden« 

Für  alle  solche  Funktionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die 
unabhängigen  Yariabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich  betrachtet , 
werden;   ob  es  auch  die   abhängige  Yariabele  ist,   entscheidet   die 
Natur  der  Funktion,  wie  sich  nachher  (in  lY.)  zeigen  wird. 

II.    Die  einfachen  Funktionen. 

Die  niedere  Arithmetik  und  die  Geometrie  mit  Einschluss  der 
Trigonometrie  bieten  schon  die  Mittel  zur  Bildung  von  einigen 
Funktionen,  welche  wir  vorzugsweise  einfache  Funktionen,  nennen. 
Sieht  man  in  der  Potenz  a^  die  Grundzahl  a  als  Yariaji)ele  und  den 
Exponenten  b  als  Constante  an,  so  entsteht  die  Funktion  x^^  welche 
in  derAnalysis  den  Namen  Potenz  ausschliesslich  fuhrt ;  umgekehrt 
liefert  die  Annahme  einer  cohstanten  Basis  und  eines  veränderlichen 
Exponenten  die  Funktion  o*,  der  man  den  Namen  Exponenzial- 
grosse  gegeben  hat.  Denkt  man  sich  ferner  die  Logarithmen  als ' 
Funktionen  der  Zahlen,  so  hat  man  noch  die  Funktion  "logx^  wo- 
bei das  oben  angesetzte  a  die  Basis  des  logarithmischen  Systemes 
bezeichnen  soll. 

Es  ist  ferner  aus  der  Geometrie  bekannt,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 


r 
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Halbmessers,  mithin  in  blossen  Zahlen  ausdrücken  lässt,  und  man 
kann  daher  jede  Zahl  auch  als  Maass  eines  Kreisbogens  ansehen; 
denkt  man  sich  die  goniometrischen  Linien  desselben  construirt  und 
ebenfalls  in  Theilen  des  Halbmessers  angegeben,  so  entspricht  in 
dTesem  Sinne  jeder  Zahl  x  ein  Sinus ^  Cosinus  etc.;  so  ist  z.  B. 

sin  (1,570796  . .)  =  «m—  =  1 

€08  (1,047197  .  ,)  =2  cos^  =  0,5 

o 

und  es  entstehen  so  die  goniometriichen  Funktionen  der  Zahl  x^ 
nämlich  sina^  cosx^  tanx^  cotx^  secx^  cosecx. 

Man  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Zahl  x  als  das  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
suchen. Sehen  wir  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so  entspricht 
demselben  ein  bestimmter  Bogen  des  ersten  Quadranten;  dieser 
Bogen  niöge  mit  Arcsina  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ  ge- 
Bomm^n  werden,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Nach  die- 
ser an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

Ärcsin(-\-l)  =  -f  j,  Arcdin  (—   2  /  ~ f" 

Ebenso  bedeutet  Arccos  x  den  kleinsten  zu  or,  als  Cosinus  be- 
trachtet, gehörigen  Bogen;  man  hat  zugleich: 

Arccos  a?  =  — Ärcsin  x 

und  vermöge  dieser  sehr  einfachen  Beziehung  zwischen  Arcsin  x  und 
Ärccosx^  die  sich  auch  als  Definition  von  Arccos  x  benutzen  liesse, 
pflegt  man  nur  in  seltenen  Fällen  die  letztere  Funktion  zu  benutzen. 
—  Analog  dem  Obigen  bezeichnet  Arctan  x  den  Bogen  des  ersten 
Quadranten,  dessen  Tangente  =  a?  ist,  und  zwar  wird  derselbe  mit 
demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen;  für  die  entsprechende 
Funktion  Arccotx  hat  man: 

Arccotx  =  "^  —  Arctan  x. 

Auf  gleiche  Weise  kann   man   endlich   noch    die   Funktionen 

Arcsec  x  und  Arccoaec  x  =  -^  —  Arcsec  x  bilden ,  doch  sind  diesel- 

b«n  wenig  in  Gebrauch. 

1* 
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IIL    Die  geometrische  Darstellung  der  Funktionen. 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  nicht  schwer ,  sich 
ein  Bild  von  ]jeder  gegebenen  Funktion  zu  verschaffen ,  wenn  letz- 
tere eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Yariabele  enthält;  man 
hat  zu  diesem  Zwecke  nur  nöthig,  die  vorkommenden  Variabelen 
als  Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  uhd  die  zwischen  den 
Variabelen  bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Linie  oder 
einer  Fläche  anzusehen.  Bei  zwei  Variabelen  o?  und  y,  welche 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

9  =  /(«) 

.  verbunden  sind ,  betrachtet  man  die  unabhängige  Variabele  x  als 
Abscisse,  die  abhängige  Variabele  y  als  rechtwinklige  Ordinate  und 
die  Gleichung  selbst  als  Gleichung  einer  ebenen  Linie,  von  der  sich 
jetzt  beliebig  viele  Punkte  bestimmen  lassen,  iodem  man  dem  x 
willkürliche  Werthe  ertheilt  und  die  zugehörigen  Werthe  des  y  be- 
rechnet und  construirt.  So  würde  z.  B.  y  =  a  a?  -|-,  h  eine  Gerade, 
y  =  aj2  eine  Parabel  repräsentiren. 

Bei  drei  Variabelen,  zwischen  denen  eine  Gleichung  von  der 
Form 

z  =  F(a,  y) 

stattfindet,  nimmt  man  ^,  y  und  2:  ab  die  rechtwinkligen  Coordina- 
ten eines  Punktes  im  Räume  an;  zwei  derselben,  a  und  y,  sind  will- 
kürlich und  bestimmen  einen  beliebigen  Punkt  der  Coordinatenebene 
xy;  senkrecht  über  diesem  liegt  der  Punkt  xyz^  dessen  Entfernung 
z  von  der  Ebene  xy  die  abhängige  Variabele  z  ist.  So  ent- 
sprechen allen  Punkten  xy  der  Coordinatenebene  xy  Punkte 
im  Baume,  die  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  Fläche  bilden;  die 
obige  Gleichung  ist  dann  die  Gleichung  dieser  Fläche.  Die  geo- 
metrische Darstellung  der  Gleichung  z  =  aa?-|-/Sy-|-y  z.  B.  giebt 
eine  Ebene,  die  der  Gleichung  z  =  x^  -[-  y^  ein  Botationsparabo- 
loid  u.  s.  w. 

Sind  vier  oder  mehr  Variabele  vorhanden ,  so  dass  eine  Funk- 
tion von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränderlichen  gebildet  ist, 
80  hört  die  Möglichkeit  einer  geometrischen  Darstellung  auf,  und 
zwBT  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimen- 
sionen besitzt. 


IV.    Die  Continnität  und  Di'acontinnitftt  der 
Funktionen. 

Wie  bereib  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen  Variabe- 
len  jederzeit  ala  steüg  veränderlich,  aber  es  bedarf  noch  einer  Unter- 
inchung,  ob  auch  den  abhängigen  Variabelen  dieselbe  Eigenschaft 
der  Contiauität  zukommt.  Denken  wir  uns,  um  die  Frage  scliärfer 
sDjzudriicken ,  dags  x  sich  stetig  von  x  ^  a  bis  x  ^^^  b  geändert 
habe  und  dass  dem  Werthe  x  ■=  a  der  Wertb  y  ^  a,  ebenso  dem 
Wertbe  x  ^  h  der  Werth  y  ^  ß  entspreche,  so  würde  eine  stetige 
Aenderang  des  y  vorhanden  sein,  wenn  der  Uebergang  von  y  -^  a 
bis  y  =  /3  mit  Durchlaufiing  aller  zwischen  a  und  ß  einschaltbaren 
ZwischendUifen  geschehen  wäre ,  eine  discontinuirliche  Äenderung 
dagegen,  w^enii  es  Zahlen  zwischen  a  und  ß  g'ebt,  welche  nicht  als 
Zwischenwerthe  der  Variabelen  y  erscheinen.  Dies  ist  leicht  geo- 
metrisch zu  vei-sinnlichen ;  besteht  die  Curve  HK  aus  einem  un- 
unterbrochenen Zuge(Fig.  1),  und  sind  AH^OC  unABK^OD 
die  Ordinaten,  welche  den  Äbscissen  OA  und  OB  entsprechen,  so 
tpächeint  jede  zwischen  OC  und  OD  beliebig  eingeschaltete  Linie 
OJVauch  als  Zwischenordinate  MP  der  Curve,  weil  eine  durch  N 
gehende  Parallele  zu  OX  iea  ununterbrochenen  Zug  IIK  nothwen- 
dig  in  einem  Punkte  P  schneiden  muss.  Bei  einem  unterbrochenen 
Fig.  1.  Fig.  2. 


Zage  dagegen  (Fig.  2)  giebt  es  eine  Menge  zwisclien  OCund  OD 
eingelegter  Strecken,  wie  z.  B.  OiV,  welche  nicht  als  Zwischen- 
ordinaten  vorkommen,  weil  die  Gerade  NP\\OX  Aaa  Zug  HK 
nicht  trifft;  hier  findet  eine  Dis conti nuität  statt  und  zwar  an  der 
fitelle  X  =  OJf,  indem  die  Ordinate  sprungweis  von  MI  anf  MP 
übergeht.  Man  sieht  zugleich,  dass  der  speziellen  Abscisae  OM,  die 
{hnggen  möge,  plötzlich  zwei  Ordinaten  zngeh6ren,während  ausser- 
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dem  jeder  Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht;  jene  Ordinaten 
unterscheiden  sich  insofern,  als  die  erste  Ml  die  bisherige  Reihe 
der  Ordinaten  beschliesst,  und  die  zweite  MI^  eine  neue  Reihe  an- 
fängt. Ist  y  =  /(ßs)  die  Gleichung  der  betrachteten  Curve,  so  lässt 
sich  jener  Unterschied  dadurch  hervorheben,  dass  man  MI  mit 
/(^  —  ^)  i^*!  ^^'  ^^  /(l'~(~ö)  bezeichnet.  Man  wird  diese  Bezeich- 
nung sehr  passend  finden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  jedes  ^<C£ 
durch  fl?  =  I — 6  und  jedes  «>|  durch  a  =  ^-{-d  dargestellt 
werden  kann  und  dass  mithin  |  —  0  und  fQ  —  0)  die  Goordinaten 
des  Endpunktes  7,  so  wie  |  -j-  0  und  /(|  -)-  0)  die  Goordinaten  des 
Anfangspunktes  7  bezeichnen  müssen.  Demgemäss  kann  man  sagen : 
eine  Funktion  ändert  sich  an  der  Stelle  x  =  ^  continuirlich ,  wenn 
/(S  —  0)  =  /(l  -f-  0) ,  dagegen  discontinuirlich ,  wenn  /(|  —  0)  von 
/(|-f-0)  verschieden  ist;  oder  nach  einer  genaueren  Fassung:  ^ 
die  Funktion  /(a)  bleibt  an  der  Stelle  a?  =  |  continuirlich  oder 
erleidet  daselbst  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  je  nachdem 
die  Differenz 

mit  d  und  s  gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht. 

1 

So  ist  z.  B.  die  Funktion  y  =  tt rr  discontinuirlich  an  der 

(1— ay)2 

Stelle  X  r=  1;  denn  man  hat 

woraus  für  d  =  0  und  6  =  0  folgen  würde  /(l+O)  — -  /(l-^O) 
=  00  —  CO ;  die  rechter  Hand  befindliche  Differenz  kann  aber  alles 
Mögliche  bedeuten,  weil  d  und  s  auf  beliebige  Weise  in  Null  über- 
geführt werden  können;  setzt  man  z.  B. 

£ 


d  = 


wo  k  eine  beliebige  positive  Grösse  bezeichnet,  so  wird 

und  folglich  für  6  =  0 

/(l  +  0)-/(l-0)  =  ifc, 

woraus  unmittelbar  die  Discontinuität  der  fraglichen  Funktion  folgt. 
Diese  bestätigt  sich  auch  geo'metrisch ,  denn  die  Gurve,  deren  Glei- 
chung  y  =  -— — —  ist,  besteht  aus  zwei  congruenten,  abgesonder- 
{1      a) 
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ten  Zögen  (Fig.  3),  welche  die  in  der  Entfernung  OM  =  1  parallel 

zur  Ordinatenachse  gehende    Gerade  MP   zur    gemeinschaftlichen 

pjg^  3^  Asymptote    haben;    sollte    nun   ein   stetiger 

üebergang  von  einem  Punkte  H  des  ersten 
Zweiges  nach  einem  Punkte  K  des  anderen 
Zweiges  bewerkstelligt  werden,  so  wäre  die 
zwischenliegende  Gerade  MP  nothwendig  zu 
durchkreuzen;  einen  solchen  Durchschnitt 
bildet  aber  die  Curve  nicht.  —  Nach  diesen 
Bemerkungen  wird  man  sich  auch  leicht 
überzeugen,  dass  eine  Funktion  jedesmal 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet, 
wenn  sie  für  einen  speziellen  Werth  von  a?,  etwa  Ar  =  §,  unendlich 
wird,  dagegen  fiir  a?  <[  |  und  för  a?  >  |  endliche  Werthe  besitzt. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Funktionen  meh- 
rerer Variabelen  übertragen;  bei  Funktionen  von  zwei  Variabelen 
insbesondere  wird  die  Bemerkung  von  Nutzen  sein,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Yertikalebene  eine  stetig  verlaufende 
Durchschnittslinie  bilden  muss. 

V.    Die  Steigungsverhältnisse  der  Funktionen. 

Schon  die  oberflächlichste  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
sehr  mannigfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung ;  während  z.  B. 
^e  Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also 
uniner  steigt,  findet  in  der  Sinuslinie  (y  =  ainai)  ein  Wechsel  von 
Zn-  und  Abnahme  statt;  ja  selbst  bei  Curven,  welche  sich  in  Be- 
ziehung auf  Wachsthum  oder  Abnahme  der  Ordinaten  ähneln,  kann 
die  Art  und  Weise,  wie  diese  Veränderung  geschieht,  noch  sehr 
verschieden  sein.  So  z.  B.  steigen  die  beiden  Parabeln  y  =  ^x  und 
y  ^^  **  gleichzeitig,  man  wird  aber  von  der  zweiten  sagen,  dass 
sie  rascher  als  die  erste  steigt,  auch  findet  noch  insofern  eine 
wesentliche  Difierenz  statt,  als  die  erste  Parabel  der  Abscissenachse 
die  hohle  Seite,  die  zweite  Parabel  dagegen  ihr  die  convexe  Seite 
zukehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbestimmten  Begriff  der  Geschwindig- 
keit des  Wachsthum s  näher  zu  fixiren,  betrachten  wir  vorerst  die 
Gerade,  deren  Gleichung  y  =  aa-\-b  sein  möge.  Von  dieser  ist 
unmittelbar  klar,  dass  ihre  Steigung  immer  dieselbe  bleibt,  und  man 
wird  .das  Maass  dieser  Steigung  am  einfachsten  dadurch  ausdrücken, 
dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  y  wächst,  wenn  die  Ab- 
Bcisse  X  um  die  Einheit  zunimmt,  wie  dies  schon  bei  den  Angaben 
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fiber  die  Steigungen  tod  Strassen  geschieht.     Nehmen  wir  in  Fig.  j 

OH=  t,  3fP  =  g,  MN=  i>fi  =  1,  so  ist  die  neue  Ordinab 

N<i  am  QB  grösser,    »U  die  Mbere,    nnd  das    TerliältniBs  -^^ 

mSge  hier  A&i  Steignngsmaass  oder  knrx  die  SteignDg  heissen.  Ihn 
Grösse  bestiramt  sich  aas  der  Bemerkong,  dass  Q£  di«  lineara 
Tangente  des  Winkels  QPR  =  OSTy  den  wir  z  nennen  wollen, 
und  da«)  andererseits  vermöge  bekannter  Lehren  der  analytisch« 
Geometrie  tont  ^  a  ist;  somit  ergiebt  sich  a  =  ttmt  als  Steigung 
der  Geraden  y  =^  ax  -^  b,  nnd  es  bt  diese  Steignng  in  der  Tl 
flbernll  dieselbe,  d.  h.  nnabhängig  von  «. 

Rg.4.  ^«■^-         _  \ 


Th^ 


Denken  wir  nns  ferner  eine  Curve  dadurch  entstanden,  dass 
sich  ein  Punkt  stetig  fortbewegt  nnd  dabei  unausgesetzt  seine  Rich- 
tung ändert,  so  darf  man  sagen,  da^s  die  augenblickliche  Richtung 
deijSBlben  jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Carve 
dargestellt  wird.  Ei  sei  nun  S  T  (Fig.  5)  die  Tangente  der  Curve 
im  Tuukte  P  und  die  vorige  Conetruction  auf  diese  Tangente  an- 
gewandt, so  ist  QR  offenbar  die  Zunahme  der  Ordinate  MP,  welche 
der  Zunahme  MN  =  1  der  Absciase  entsprechen  würde,  wenn  die 
Curve  von  Paus  in  der  Richtung  ihrer  Tangente  verliefe,  also  in 
die    gleichmässig    steigende    Gerade  PT  tiberginge.     Nennen   wir 

wiederum  -^^   die  Steigung   der   Curve,    so  ist   dieselbe  unnmehr 

nichts  weiter,  als  die  trigonometriache  Tangente  des  Winkels  t  cwi- 
Hchen  der  berührenden  Geraden  und  der  Abscissenachse ,  den  wir 
kurz  den  BerQhrungswinkel  nennen  wollen.  Die  Aufgabe  wäre  also, 
den  Werth  jenes  Verhältnisses  oder  tan r  zu  bestimmen,  und  sie  ist 
einerlei  mit  dem  vielfach  behandelten  Problem  der  Construction  von 
Tangenten  an  gegebene  Curven.     In  der  That  bestimmen  anch  die 
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nrschiedenen  Lagen  der  Tangenten,  ob  eine  Curve  zu-  oder  ab- 
immt,  ob  sie  langsamer  oder  rascher  als  eine  andere  Jjinie  wächst 
nd  dergl:,  wovon  man  sich  schon  durch  eine  nach  dem  Augen- 
la&sse  entworfene  Construction  der  Tangenten  an  verschiedene 
Ninkte  einer  Curve  überzeugen  wird. 

Zur  Kenntniss  von  tan  r  führt  die  Bemerkung ,  dass  eine  Ge- 
ide,  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine  Sekante,  zur 
^gente  wird,  sobald  die  beiden  verbundenen  Punkte  zusammen- 
Bcken  und  in  einander  fallen;  demgemäss  verbinden  wir  die  beiden 
eliebigen  Punkte  P  und  JP  der  Curve,  bestimmen  zunächst  die  Lage 
ier  Sekante  PF*  und  hieraus  die  Lage  der  Tangente  PT,  indem 
rir  P  mit  P  zusammenfallen  oder  die  Strecke  MM  ^  welche  Ä 
idssen  möge ,  in  Null  übergehen  lassen.  Ist  ^  =  /(«)  die  Glei- 
buBg  der  Curve,  so  haben  wir 

P  ü  MM  8 

Dd  wenn  Ä  =  0  wird,  so  geht  der  Winkel  PPU  in  TPU  =x 
fber;  wollte  man  aber  auch  rechter  Hand  ohne  Weiteres  A  =  0 

jBtzen,  so  würde  das  unbestimmte  und   nichtssagende    Resultat  rr 

|nm  Vorschein  kommen;  man  thut  daher  besser,  nur  anzudeuten, 
|u3  schliesslich  Ä  =  0  werden  soll ,  also  zu  schreiben    ' 

1)       ^,^p+'^)-/w] 

In  jedem  speziellen  Falle  bedarf  es  nun  einer  besonderen  Aus- 
iMurung  der  rechter  Hand  angedeuteten  Operationen;  für  f(x)  =  «^ 
l  B.  wäre  der  eingeklammerte  Quotient : 

pdthin  ton  r  ==r  2  j?;  für  f{x)  =  \Jx    ist  jener  Quotient: 

piithin  ton  r  =  - — -p.    Aus  diesen  Beispielen  ersieht  man  hinreichend 

l\x 

len  Gebrauch  der  Formel  1),  welche  zwar  nicht  geradezu  ein  fer- 
Äges  Resultat  angiebt,  wohl  aber  den  Weg  zeigt,  auf  welchem  ein 
Mches  gefunden  wird. 

I  Wir  haben  in  dem  Obigen  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
»ganz  beliebig,  d.  h.  eine  unabhängige  Yariabele  sei,  und  es  ist 
ton  allerdings  kein  Zweifel,  dass  auch  d  =  0  gesetzt  werden  darf; 
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dies  würde  jedoch  so  unmittelbar  nicht  mehr  gelten,  wenn  i 
hängig  ist ,  wie  es  später  häufig  der  Fall  sein  wird.     Wäre  z. 

d  =  —  oder  8  ^=  x/2' —  1,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  bezeichne! 
m 

so  kann  man  Ö  nicht  schlechtweg  zu  Null  machen,  wohl  aber  d< 

Null  beliebig  nahe  bringen,  indem  man  m  ins  Unendliche  wachsa 

lässt.    Um  auch  fiir  diesen  Fall  zu  sorgen,  sagen  wir,  „d  habe  di 

Null  zur  Grenze",  und  verstehen  darunter,  dass  entweder  S  di 

Null  erreicht,  ohne  sie  zu  überschreiten,  oder  dass  S  der  Null  s 

nahe  kommen  kann,  als  es  nur  verlangt  wird;  im  ersten  Falle  u 

die  Grenze  eine  erreichbare,  im  zweiten  Falle  eine  (durch  Recl 

nung)  unerreichbare,  trotzdem  aber  ebenso  gewiss  vorhandene.    I 

diesem  Sinne  bildet  die  Lage  der  Tangente  PT  die  Grenze  für  di 

verschiedenen  Lagen ,  welche  die  Sekante  PP*  bei  abnehmendem 

bekommt,  ebenso  ist  t  die  Grenze  des  Winkels  P*PUy  endlich  tan 

die    Grenze  des   Quotienten — — ^ .     Benutzen   wir  di 

o 

Sylbe  Lim  zur  Bezeichnung  einer  Grenze,  so  lassen  sich  diese  B< 

.merkungen  durch  die  Gleichungen  Lim  8=0^  t=:Limi/  P'PIT^ 

/(a  4-3)  —  /(a) 

2)         tant  =  Lim  -^  ^    ^    ; ^^-^ 

o 

darstellen;  dieser  genaueren,  auf  alle  Fälle  passenden  Ausdrucki 

weise  werden  wir  uns  künftig  immer  bedienen. 


DIFFERENZIALRECHNÜNG. 
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Cap.  I. 

undbegriffe   der  DiflFerenzialrechnung,  Differenziation   der 

einfachen  Funktionen. 

§.  1. 
Differenzen  und  Differenziale. 

* 

Znfolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

^  d 

sen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  dem 
achsthum  und  der  Abnahme  der  Fonktionen  spielt  und  der  zu- 
ich  eine  geometrische  Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung 

=/(4?)  als  Gleichung  einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das 
ige  Yorkommen  jenes   Grenzwerthes  macht  nun  zunächst  eine 

pioglichst  kurze  Bezeichnung  desselben  nöthig,  und  man  ist  daher 

^reingekommen,  denselben  mit  /*(a)  zu  bezeichnen,  so  dass  also 

^e  Gleichung 

l. 

Be  Definition  des  Symboles  f  (x)  enthält     So  ist  z.  B.  für  /(d?) 
fcao?  -f-  J,  f(a)  =  0,  femer  für  /(«)  =  ««,  /'(«)  =  2a?,  für  /(«) 

t  V*i  /'  (*)  =  — 7=^  ^'  «•  w. ,  und  man  nennt  hierbei  /'  (x)  die 

2\x 

ftbgeleitete  oder  derivirte  Funktion  im  Gegensatze  zu  der  ur- 
iprimglichen  Funktion  /(«)• 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entstanden,  dass 
lie  in  Nro.  1)  yorkommende  Grösse  d,  der  Zuwachs  des  4?,  als  der 
Diterschied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  at,  nämlich  des  neuen 
Verthes  i-\-d  und  des  früheren  Werthes  Xj  angesehen  werden  darf; 
beieiehnet  man  nun  überhaupt  jede  beliebige  Differenz  mit  z/,  sq 
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würde  die  Differenz  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  mit  ^d^  odd 
^a  zu.  bezeichnen  sein,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat,  ^x  t^St 
ein  Produkt  anzusehen.  Dem  entsprechend  würde  ^y  die  DiflReren 
der  beiden  verschiedenen  Werthe  des  y  sein,  von  denen  der  eini 
dem  a?,  der  andere  dem  x-\-^x  entspricht;  vermöge  der  Grleichunj 
y  =  f(x)  ist  dieses  z/y  ==  /(x-^-^x)  — f(je)  und  mithin 

,  g.  ^y  _f(X'^^x)—f(x) 

jdx  Ax  '  I 

Geht  Ax  in  Null  über  und  ebenso  auch  z^y,  so  wird  hieraus 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim  zu  ersparen 

schreibt  man  —^  statt  im  -r^,  also 

dx  Ax 

und  hier  bedeuten  dy  und  dx  Differenzen ,  auf  welchen  die  ßedii^ 
gung  ruht,  in  Null  überzugehen;  derartige  Differenzen  heissen  Dif- 
ferenziale  und  sind  demnach  nichts  weiter  als  Differenzen,  vve^ 
che  die  Null  zur  Grenze  haben.  Die  Gleichung  5)  spricht  di^ 
Gleichheit  des  Differenzialquotienten  und  der  derivirten  Funktion 
aus;  eine  Verschiedenheit  besteht  nur  in  der  Schreibweise;  recbti 
sind  die  in  dem  Ausdrucke 

0 

postulirten  Rechnungsoperationen  ausgeführt,  links  bloss  angedeut^ 
ähnlich  wie  in  \/9  =  3  und  dergleiqhen.  .     i 

Da  nach  dem  Vorigen  der  Differenzialquotient  die  Grenze  dei 
Differenzenquotienten  ist,  so  sind  beide  so  lange  verschieden,  als  ^ 
Differenzen  endliche  Werthe  haben;  nennen  wir  Q  den  Unterschied 
zwischen  beiden  Quotienten,  nämlich 

so  folgt  umgekehrt  n 

^y^if.  +  ff)^" 

oder  wenn  man  die  Gleichung  5)  zu  Hülfe  nimmt 

Ay  =  f  (x)jda'\-Q2dx. 
Lassen  wir  Ax  und  .dy  wieder  in  Null  übergehen,  d.  h.  zuDifferen- 
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Uen  werden ,  so  verschwindet  ^,  wie  man  aus  Nro.  6)  sogleich  er- 
Kunt,  und  es  bleibt 

7)  dy  =  f  (js)  dx, 

\  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  von  a  ist,  nm  so  genauer  ist  die 
jenderung  dy  von  y  gleich  dem  Produkte  /'  (je)  da^  was  man  leicht 
pometrisch  und  ebenso  an  den  gegebenen  Beispielen  prüfen  kann. 
|ie  DiflTerenzialgleichung  7)  giebt  übrigens,  verglichen  mit  Nro.  5), 
^  erkennen,  dass  man  mit  den  veränderlichen,  der  Grenze  Null  zu- 
lenden  Grössen  da  und  dy  ebenso  multiplicirt  und  dividirt,  als 
ären  sie  bestimmte  Zahlen,  und  hierin  besteht  ein  nicht  geringer 
ortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

An  diese  Erörterung  über  die  Begriffe  und  Bezeichnungen  der 
jfferenzialrechniing  schliesst  sich  naturgemäss  die  wii*kliche  Aus- 
punBg  der  angedeuteten  Operationen,  indem  man  an  die  Stelle  von 
Ix)  die  einfachen  und  zusammengesetzteren  Funktionen  treten  lässt. 
tevor  wir  dazu  schreiten ,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geo- 
letriache  Bedeutung  von  f'.(x)  werfen;  diese  ist  nämlich  verschie- 
Ri,  je  nachdem  man  der  ursprünglichen  Funktion  f(x)  den  einen 
ier  anderen  Sinn  unterlegt.  Man  hat  in  Beziehung  hieratif  eine 
hi&che  Wahl ;  denken  wir  uns  x  immer  als  Abscisse,  so  kann  f(x) 
ktweder  eine  Curvenordinate ,  also  eine  Linie  wie  x  selbst,  bedeu- 
te oder  eine  Fläche  oder  endlich  ein  Volumen.  Für  den  ersten 
bU  wissen  wir  bereits  aus  der  Einleitung ,  dass  f*  (d?)  =  tan  %  ist, 
nd  wir  haben  daher  noch  die  beiden  anderen  Fälle  zu  erörtern. 

'     Fig.  6.  Sei  in  Figur  6   0M=  o?,  MP  = 

q)  (a?),  die  über  der  Abscisse  x  ste- 
hende Fläche  ÄOMP  =  /(o?)  und 
MJkP  =  z^o?,  so  ist 
/(a?-f-^a?)— /(a?)  =  Fläche  MM P P. 
Diese  Fläche  darf  man  sich  als  ein 
Rechteck  denken,  welches  /4x  zur 
Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
M  P  liegende  Ordinate  NQ  zur  Höhe 
■*i  und  man  kann  demnach  MM PP  =  NQ  .  ^x  setzen;  hier- 
w  folgt 

jCm  X 

b  ^ifl?  =  0  fallen  die  drei  Ordinaten  M  P',  NQ  und  MP  in  eine 
*Dage,  nämlich  MP,  zusammen,  und  es  bleibt 

f'(jß)=zMP=  <pCx). 
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Die  derivirte  Funktion  bedeutet  hier  aUo  geometriaeh  die  befrei 

xeode  Ordinate. 

Fig.  7.  I>enkea    wir    un^    i 

Fig.  7  OM  als  x,  d 
Fläche  XPQ  ab  dt 
zu  «  gehörenden  Que 
achnitt,  der  if>  (je)  heis« 
mSge,  und  Aas  Voloiw 
äOBQMP  aU  Foul 
tion  /(_x)  von  *,  80  i 
für  3f  JP  =  ^« 

=  VoL  JfPQQ'P'JI 

Diese  Schiebt  lässt  m 

einem  Cylinder  vergU 

chen,  der  ^a  zur  Hat 

(oder  Dicke)  und  einen  zwischen  beiden  Querschnitten  MPQ  nt 

MP'Q'  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis    hat;    nennen  wir 

diesen   mittleren    Querschnitt,    so   ist   das    Yolumen  HP QQ,'Pl 

=  q  .  ^(s;  folglich 

iäx  '' 

Für  ^«  =  0  feilen  die  Querschnitte  3f  i*  Q',  q  und  MPCl  =  '^{i 
zusammen  und  es  bleibt: 

/'(*)  =  JtfPQ  =  i(-(«). 
M^i  kann  demnach  folgende  Sätze  aussprechen: 
Der  Differenzialquotient    eines    Volumens   iat   sein    letzter  Que 
schnitt,  der  Differenzialquotient  einer  ebenen  Fläche  ihre  leti 
Ordinate  und  der  Differenzialquotient    einer  Curvenordinate  d 
trigonometrische  Tangente  des  BerUhrungs winkeis, 
wobei  die  unabhängige  Variabele  immer  als  Abscisse  angesehen  wir 

S.  2. 
Differenziation  der  Potenz. 

Setzen  wir  den  Exponenten  der  Potenz  zunächst  al«  guue  p 
litire  ZsJil  m  voraus,  so  zieht  die  Gleichung 

1)  » =  •", 

die  folgende  nach  sich 


r 
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Inf  welche  sich  der  bekannte  Satz 

\  a  —  h 

pt  a  =  x-j-^x  und  b  z=  x  unmittelbar  anwenden  lässt;  man  fin- 

rflO 
jx  +  z/ j?)"*  -^  üS^ 
/Ix 

h&d,  wenn  man  jdx  \rs.  Nall  übergehen  lässt, 

2)  Zw»  ^    ^     y =  mar"»- 1, 

i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten 

3)  |2.  =  ««».-1  oder  1^  =«.0^-1. 
dx  dx 

P 
Ist  zweitens  der  Exponent  ein  positiver  Brach  =—,  so  folgt  aus 

y  =  x^  , 
beiderseitige  Potenzirong  ,   ^ 

kner,  wenn  sich  a  nnd  y  xaa  ^x  nnd  /iy  ändern^ 

^  (y  +  ^y)^  —  y?  =  (of  +  ^j?)P  —  ÄjP, 

idirt  man  beiderseits  mit  jdx^  %o  lässt  sich  dies  folgendermaassen 
illen: 

(y  +  /4yyi  —  ifl     ^y  _  (^+  ^^)P  —  ifi 
jdy  ^x  jdx 

r  Grenzenübergang  giebt  hier,  mit  Rücksicht  auf  Nro.  2),  weil 
und  q  ganze  positive  Zahlen  sind, 


L    *^ 

■Dich  beiderseitii 


V 


^y'^-'-^=p^'-' 


—1    ^y 

dy^ 

dy   _£ylZi 
dx  q  aP—^ 

SchlOmilch,  Analysis. 


durch  Reduktion  auf  , 

dx 
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Setzt  man  noch  für  y  meinen  Werth  aus  Nro.  4),  so  wird 

V 


5)  "^"'-^    =iLx'^ 

dx  q 


dixl)  p     — -1 


Die  Formeln  3)  und  5)  lassen  sich  jetzt  so  zusammenfaaseii 
dass  man  sagt,  für  jedes  positive  und  rationale  A  ist 

da: 

Nimmt  man  für  X  der  Reihe  nach  Brüche,  die  sich  einer  irratiq 
nalen  positiven  Zahl  nähern  (wie  z.  B.  1,7  dann  1,73  u.  s.  f.  de 
Wurzel  \/3),  so  hört  die  obige  Gleichung  nie  zu  gelten  auf  uni 
muss  demnach  für  jedes  irrationale  A  richtig  bleiben;  ihre  G-ültig 
keii.  erstreckt  sich  nun  auf  alle  positiven  X. 

Besitzt  die  Potenz  einen  negativen  Exponenten,  ist  also 

„^  1  1 

7)  y  =  ^.     =^' 

so  hat  man  nach  kleiner  Reduktion 

^y  x^  —  (^  -|~  ^^)^ 

ix-\-Jxf  —  s^^  1 


jdx  (jc-{-/Jx)^  a^ 

und  hier  ist  der  erste  Faktor  rechter  Hand  nichts  Anderes '  als  de 
Differenzenquotient  von  ä*,  welcher  für  d  x  =  0  ia  den  iOiff^ 
renzialquotienten  Xar     ^   übergeht;  dies  giebt 

Ay   ^        iJl-l  1  ' 


==  —  ka^-'^  . 


dx  ^Ä  ^A 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  y 

— ^^— ^=(_A)^ 

Vereinigt  man  diese  Formel  mit  der  unter  6)  verzeichneten,   so  is 
jetzt  für  jeden  beliebigen  Exponenten  (i 

8)    -l^p-.  =  ^a?i"-l    und  (f(a?i^)  =  jxa?^-l  da;. 


UJ' '     (ai-v^-saii 
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8.  3. 

pifferenziation  des  Logarithmus  und  d^r  Exponen- 
1  zialgrosse. 

I     L  Der  Differenzenquotient  der  Funktion  ^log  x  ist 

^log  ix -^  J  a)  —  ^log  X         ^log(l-^—\ 

^x  ^x 

;     Da  es  nur  auf  den  Grenzwerth  dieses  Ausdruckes,  nicht  aber 
Imuif  ankommt,  wie  ^ x  in  Null  übergeführt  wird,  so  steht  es  frei, 

Ich  ^07  als  aliquoten  Theil  von  x  zu  denken,  also  etwa  /^x  -=.  — 

\  setzen  und  die  ganze  positive  Zahl  o  in's  Unendliche  wachsen 
It  lassen.    Der  obige  Differenzenquotient  wird  nun  zunächst 


1)    G> 


V.    ^=i°4('+i-)] 


M  es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Grenze,  welcher  der  Aus- 

Inck  1 1  -j )    bei  unendlich  wachsendem  o  zueilt. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  der  identischen  Gleichung 

t  die  grössere  der  beiden  Zahlen  a  und  h  sei ,  so  kommt  auf  der 
^hten  Seite  offenbar  zuviel  heraus,  wenn  man  überall  a  statt  h 
8trt;  dies  giebt 

<  (m  +  1 )  a»» 

a  —  o 

idcr  durch  Wegschaflftmg  des  Bruches  und  Transposition  aller  a 
«thaltenden  Grössen 

2)  [a  —  (m+  1)  (a  —  ^)]  a"»<  ft'^+l. 

ff  11 

BeraiM  folgt  f ür  a  =  1  -| ,  &  =  1  -j r—-^    wodurch    der 

I  mm  -\-  1 

Bedingung  a  >>  ft  genügt  ist. 


')     ('+^r<('+^) 


m+l 


2» 
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/            1  \^ 
Diese  Ungleichung  sagt,  dass  der  Ausdruck  (  1  H )    fortwäl 

rend  wächst,  wenn  Cd  zunimmt.    Femer  erhält  man  aus  Nro.  2)  fö 

1 

d  =  1  -| — r — ,  3=1,  und  m  =  n 

und  durch  Erhebung  aufs  Quadrat 
ferner  ist  jetzt  nach  Nro.  3)  um  so  mehr 

Die  Beziehungen  4)  und  5)  geben  zu  erkennen,  dass  überhaup 

/  1  X*'* 

immer  (  1  -f-  — )      weniger  als  die  Zahl  4  beträgt,  dass  folglicl 

jene  fortwährende  Zunahme  des  Ausdruckes  (  1  H )     nicht  in'i 

Unendliche  gehen  kann;  es  muss  demnach  ein  endlicher  Grenzwertl 

existiren,  welchem  sich  (  1  -| )     mehr  und  mehr  nähert,    unc 

zwar  ist  derselbe  grösser  als  (  1  -f*  "Ti    =2  und  zugleich  kleine] 
als  4.    Bezeichnen  wir  ihn  mit  e,  so  dass  also 

6)  Lirri  \fl  -( j    1  =  ^^         (^^^  d  =  oo  )  * 


*)  Ihrer  Herleitung  zufolge  gilt  die  obige  Gleichung  nur  für  ganze  po 
sitive  unendlich  werdende  oi,  man  kann  sie  aber  leicht  auf  jedes  anden 
t»  ausdehnen.  Ist  nämlich  (o  zwar  eine  positive  aber  nicht  ganz« 
Zahl,  so  giebt  es  doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  Zah 
len  m  und  n  =  m  -f- 1,  zwischen  denen  (o  enthalten  ist,  man  hat  dam 

IH >-lH >1H 1  mithin  auch 

('+^)">('+ir>('+i)' 

Zugleich  lässt  sich  (o  unter  der  doppelten  Form  m  -|-  «  und  n  —  / 
darstellen,  wo  a  und  ß  echte  Brüche  bezeichnen;  die  vorige  Unglei- 
chung wird  dann 
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fie  Definition  dieser  Zahl  e  ist,  80  erhalten  wir  aus  Nro.  1)  für  den 
IHfferenzialqaotienten  des  Logarithmus: 

Gewöhnlich  giebt  man  dieser  Formel  eine  andere  Gestalt.  Denkt 
bu  dich  nämlich  die  Zahl  e  selbst  als  Basis  eines  Systemes  von 
Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  2,  so  ist 
iberhaupt    e^  =  z^  mithin  auch 

e^  =  a 
bd  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  •  ^loge  =;  ^log  a  =  1, 
lorans  umgekelirt 

8)  "löge  =  -^ 


wofür  man  auch  schreiben  kann: 

.     «  ß 

[(■+i)]  ">('+i)>[(>+T)]  ■• 

Wächst  nun  ai  unendlich,  so  nehmen  m  und  n  gleichfislls  in*8  Unend- 
liehe  zu,  die  Ausdrücke  ( 1  -f:  — )     ^^^  (1  H )      näher»  «ich   der 

gememschafUichen  Grenze  e,  femer  gehen  —  und  ~  In  Null  über,  wor- 
aus folgt,  dass  nunmehr  fü^  nichtganze  positive  unendlich  werdende  m 
gleichfiüls 


^■'»  [('  +  iT]  = " 


sein  muss.  Ware  endlich  oi  eine  negative  unendlich  werdende  (ganze 
oder  nichtganze)  Zahl,  so  kann  man  <o  =z  —  (^  -f- 1)  setzen,  wo  nun 
Q  eine  positive  unendlich  wachsende  Zahl  ist;  man  hat  aber  in  die- 
sem Falle 

(•+i)'=('-fiTr"-';'=('+i)'('+f> 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Faktors  ist  hier  e,  der  des  zweiten  die  Ein- 
heit und  man  kommt  somit  auf  die  Gleichung 


^■'»  [0  +  i-f]  = ' 


zurück,  welche  demnach  für  ein  auf  völlig  willkürliche  Weise  unendlich 
werdendes  to  gut. 
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folgt;  man  hat  dann  statt  dör  Gleichung  7)  die  folgende 

dx  X       la' 

Diese  Formel  wird  am  einfachsten  für  a  =  e^  nämlich 

dla         1  1 

10)  -z —  =  —  und  dla  =  —  da; 

dx  X  X 

man  nennt  aus  diesem  Grunde^  die  Basis  der  natürlichen  L< 
garithmen,  die  Logarithmen  jeder  anderen  Grundzahl  dagegen  küns 

liehe.    Der  constante  Faktor  ■; — ,    welcher   bei    der  Differenziatic 

la 

künstlicher  Logarithmen  vorkommt,  heisst  der  Mo  du  Ins  der  letzti 

ren  und  wird  gewöhnlich  mit  M^  bezeichnet. 

n.    Der  Differenzenquotient  der  ExponenzialgrÖsse  oF  ist 

11)  -^ ^ ^  ==  o^  -^ -i . 

^x  /Ix 

Bei  verschwindenden  /ix  geht  a^^  in  die  Einheit  und  c^^ —  1  i 
Null  über;  setzen  wir  daher 

fjäx_^_L  niithin  /Ix  =  "^log  (  1  +  — \ 
ca  \  CD/ 

so  muss  G>  in's  Unendliche  wachsen,  wenn  /Ix  der  Null  näher  um 
näher  kommt.  Der  Differenzialquotient  ergiebt  sich  demnach,  wen 
man  die  Grenze  des  Ausdrucks 

r  (o  ».  1 

er z ' — -r-  =  er 


für  unendlich  wachsende  o  aufsucht;  zufolge   der   Gleichungen  6 
und  8)  ist  dieselbe 

^log  e 

mithin  haben  wir  für  die  Differenziation  der  ExponenzialgrÖsse  di 
Formel 

•      12)       ^^f)     z=(x^  la  oder  dia^z=  a^  la  dx. 
dx 

Am   einfachsten  wird  dieselbe   für  a  =  e,  in  welchem  Falle  mai 
e^  die  natürliche  ExponenzialgrÖsse  nennt;  hier  ist 
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13)       ^^J  ^    =  e*    oder    d  (e^)  =  c*  da:, 
düo  die  deriviite  Funktion  gleich  der  ursprünglichen. 


§.  4. 
Differenziation  der  goniometrischen  Funktionen. 

L    Unter   Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

^Ä^  sin  B  =   2  008  \  iÄ  -}-  B)  sin  l  iÄ  —  B)  findet  man 

pgeablicklich,  dass  der  Differenzenquotient  des  Sinus 

sin  (je  -|-  jdx)  -^  sin  X         ^        ,      i    i    ^  ^      sin  \  ^x 

\ =  2  CO«  (j?  +  5  ^^    ^ 

jJX  '  /3X 

»t;  bezeichnet  man  \  dx  kurz  mit  d,  wo  nun  9  mit  ^dx  gleich- 
leitig  verschwindet,  so  nimmt  jener  Quotient  die  Form  an 

1)  cos  (x  -f-  0)  — ^ — 

nnd  es  fragt  sich ,  was  daraus  für  d  =  0  wird.  Nun  ist  für  einen 
iq^itzen  Bogen  ä  immer  tan d'^d'^  sind,  folglich,  wenn  man  über- 
all mit  sin  8  dividirt 

1 


Ä  >  -■nr>  1 

cos  o  stnO 

find  umgekehrt 

fc  sin  S 

cos  6  <    — 35—  <  1 ; 


sin 


hieraus  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  der  Quotient  — js —  die  Ein- 
heit zur  Grenze  hat ,  wenn  ö  in  Null  übergeht.  Dieser  Bemerkung 
nifolge  verwandelt  sieh  der  unter  Nro.  1)  verzeichnete  Ausdruck 
(der  Differenzenquotient  von  sinx)  in  cosx  *  1  und  es  ist  daher 

-  d  (sinx) 

2)         — ^ — -  =  cosx  oder  d  (sinx)  =  cosx  dx, 
aX 

n.    Cine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus ;  sein 

Differenzenquotient  ist  nämlich 

cos (x '+' 4^ x)  —  cosx  ^     .    ,      I  1    ^   X    sinl^x 

i^ — ! — =  —  2  «m  (x-f-l  /Jx)  i 

/jx  -*  nx 

=  —  stn(x-j-  0)  - 


und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  DifferenziaUbrmel 

d  (cosx) 
3)         — ^^ — -  =  —  sinx  oder  d(cosx)  =  —  9inx  dx. 
dx 
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in.    Für  die  Sekante  hat  man  zunächst 

sec  (ß  -f"  ^^^  —  *^^^    ^^^^  "^  ^^*  (^  "f"  ^^) 

^jj  cos  (x-\-^x)  cosx.jdw 

2  «m  (^  -f-  2  z/a?)  .  sin  \  ^x  sin  (je  -\-  S)  sinö 

C05  (a-\-^a)  cos  X  ,  jdx  cos  (^  -|-  2  d)  cos  x         8 

und  mithin  für  d  =  0,  wodurch  der  Differenzialquotient  entsteht 

d(secx)  sinx       _       ,,        ^  sinx     , 

4)  ■     ,    ■ —  =  — - —  oder  dCsecx)  = t—  dx, 

dx  cos^x  cos^x 

lY.    Ganz  ähnlich  verhält  sich  die  Sache  mit  der  Cosekante; 
hier  ist 

cosec  (ä  -f-  z/a?)  —  cosecx sinx  —  sin  (x-^  jdx) 

jdx  sin  (x  -f-  ^x")  sinx  .  ^x 

—  2  C05  (ä  -f-  J  ^x)  .  sin  l  ^x  cos  (a?  -|-  Ä)         sini 

«m  (a?  -j-  /Ix)  sinx  .  -^a?  «m  (a?  -)-  2 d)  «nd?      o 

mithin  für  den  Differenzialquotienten 

^.  dCcosecx)  cosx        ,    ,^  ^  co^a?     _ 

5)  ; = — -"  und  d  (cosec  x)  =  —  —r-^ —  dx. 

dx  sin^x  sin^x 

V.  Wendet  man  die  bekannte  goniometrische  Formel 

.  ^        sin  (A  —  B) 

>   tanA  -^  tanB  = =r- 

cosA  cosß 

auf  den  Differenzenquotienten  von  tanx  an,  so  stellt  sich  derselbe 
unter  die  Form 

tan  (x  -\-  /i x)  —  tanx  sin  jdx  1 

/Ix  dx         cos  (x -^ /l x)  cos x"* 

der  Grenzwerth  des   ersten  Faktors  ist  die  Einheit,  und  zwar  aus 

denselben  Gründen,  welche  für  Lim  — j—  =  1  angegeben  w:urden; 

o 

man  hat  daher 

d(tanx)  1  ,    ,,        ^  1       , 

6) =   — r-  und  d(tanx)  =  — r—  dx, 

dx  cos^x  cos^x 

VI.  Der  DifFerenzenquotient  von  cotx^  giebt  durch  Benutzung 

der  Formel 

^  sin  (A  —  E) 

cotA  —  cotB  = .  \     .    p     , 

sinA  sinB 

cot  (x  -\-  /i  x)  —  cot  X  sin  /fx  1 


dx  dx        sin  (x  -f-  dx)  sinx 

und  liefert  das  Resultat 
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1)  \f         = ri-  oder  d  (cotsß)  = :-r-  rfa?, 

gut  welchem  sich  die  Beihe  der  für  goniometrische  Funktionen  gel- 
benden  Differenzialformeln  schliesst. 

§.  5. 
Differenziatio^n  der  cyklometrischen  Funktionen. 

I.    Zufolge  der  Definition  von  Aresin  x  zieht  die  Gleichung 

y  =  Ärcsinx 
jfe umgekehrte  Gleichung  nach  sich; 

siny  =  X. 
pbenso  würde  aus  der  geänderten  Gleichung 

y  -|-  ^y  =  Aresin  (x  -\-  z/a?) 
jfe  nachstehende  folgen : 

«« (y  -|-  ^y)  =  a?  -f-  ^x 
Und  mittelst  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  der  Differenzenquotient' 
von  Arcsin  x  in  der  Form 

j     Aresin  (x  -j-  ^x)  —  Ärcsinx ^y 

^dx  sin(y  -\-  ^y)  —  siny 

1 

sin  (y  +  ^y)  —  ^my 
^y 

Erstellen;  der  rechter  Hand  vorkommende  Nenner  ist  der  Differen- 
«nquotient  von  «ny,  welcher  fui  jdy  =  0  in  den  Differenzialquo- 
tieoten  cosy  übergeht;  man  hat  daher 

d  (^Ärcsinx') 1       1 

dx  eosy         ^l  —  sin^ 

ond  wegen  siny  =  x  ist  nun 

,.     d  (Ärcsinx)  1  ^       ^  r  a      -     \  ^* 

il)     — i =  oder    d  (Ärcsin  x)  =         ,  . 

!  dx  yi — x^  yl — x^ 

\  n.  Ein  ^.hnliches  Verfahren  wäre  zur  Differenziation  von 
Mcosx  anwendbar;  beachtet  man  jedoch  die  Gleichung 

Ärccosx  =  ^ Ärcsinx^ 

10  findet  man  auf  der  Stelle 
Arccoa  (x  -(-  z/a:)  —  Ärccos  x  Ärcsin  (x  -f-  '^*)  —  Ärcsin  x 

jdx  jdx 

tnd  es  sind  demnach  die  Differenzenquotienten  von  Ärccosx  und 
Arcmx  nur  in  den  Vorzeichen  verschieden;  dasselbe  muss  nunmehr 
von  dem  Differenzialquotienten  gelten;  so  findet  man  rascher 
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d(Ärcco8a)                     1            ,      j,  i           n  dx 

2)      — ^ = ,  oder  d  (Arccos  a?)  = , 

dx  \/l— «2  V/I  —  Ä« 

m.    Für  die  Funktion  Arctana  bemerken  wir  zunächst,  das8 
immer  die' vier  Gleichungen  bestehen 

y  =  Ärctano!^  tany  =  a 
y  -f-.  z/y  =  Arctan  (je  -(-  ^x\  tan  (y  -j-  ^y)  =  a?  -|-  ^ä 
mittelst  deren  sich  der  Differenzenquotient  von  Arctan  x  folgender- 
inaassen  gestaltet 

Arctan  (jß-\-  ^x)  —  Arctan x jdy 

^x  tan  (y  -|-  ^y)  —  tany 

1 

dy 

Der  Nenner  rechter  Hand  ist  der  Differenzenquotient  von  tany  und 

geht  für  ^y  =  0  in   — —  =  1  -|-  tan^y  über,  dies  giebt 

u 
d  {Arctan  x)  1 

dx  1  -f-  tan^y 

oder  vermöge  der  Gleichung  tany  =  x^ 

3j       1(^^2^^        1^^,,(^^,)_       ä^ 


dx         *       1  -f-  a?2  ^  ^  1  -f-  a?2  • 

lY.   Die  Differenziation  von  Arocotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

Ärccota>  =  *  -  Jrctan^ 
2 

auf  die  von  Arctan x  zurückführen;  man  findet 

d  (Arccotx)  1  .  dx 

4) =  —  - — I — -  und  d(Arccotx)  =  — 


dx  1  -(-  a?2  ^  ^  1  _|-  ^2-       ^ 

V.    Nach  demselben  Verfahren,  wie  es  in  I.  und  IH.   ange- 
wendet wurde,  hat  man  für  y  =  Arcaecx^  also  secy  =  x 
Arcsec  (x  -\-  ^x')  —  Arcsec  x  ^y 

^x  sec  (y  -\-  ^y)  —  secy 

1 

8€C  (y  -\-  ^dy)  — ^  aecy  ' 
^y 
mithin  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x  und  ^y 
d  (Arcsec  x) 1  1 

dx  ainy         secy  ^sec^y  —  1 

coa^y 
d.  i.  wegen  secy  =  x 


r 


Cap.  I.    §.  5.    Differenziation  der  cykiometriscfaen  Fonktionen.       27 
5)     = .  und  (ßArcaec  x)  = 


dx  X  yjx'^ — 1  X  yjx^—i 

I      VI.   -Zufolge  der  zwischen  Aresee  x  und  Arccoaec  x  stattfinden- 
len  Beziehung : 

sc 

Ärccosec  x  =  -r Arssec  x 

prgiebt  sieh  endlich  noch: 

„       dCÄTCCBCX)  1  ,  ,,  ^  X  ^* 

6)    — ^^^ '-= und  a{ATGCiex)-=i' 


dx  X  \Jx'^ — 1  X  yjx'^ — 1 

Damit  schliesst  sich  die  Reihe  der  Differenzialformeln  für  die 
BD&chen  Funktionen.  Bemerkenswerth  ist  hierbei,  dass  die  Diffe- 
renzialquotienten  der  Potenz,  der  Exponenzialgrösse  und  der  gonio- 
metrischen  Funktionen  immer  wieder  Funktionen  derselben  Art  sind ; 
pie  Differenzialquotienten  des  Logarithmus  und  der  cyklometrischen 
Punktionen  dagegen  sind  algebraische  Ausdrücke ;  hierin  spricht  sich 
ichon  eine  gewisse  Verwandtschaft  der  Funktionen  aus ,  auf  die  wir 
später  zurückkonmien. 


Cap.  IL 

Differenziation  zusammengesetzter  Funktionen  von  einer   oder 

mehreren  Variabelen. 

§.  6. 

Differenziation    der    Summen,    Produkte    und 

Quotienten. 

I.    Sind  u  und  v  Funktionen  von  «,  so  bildet  der  Ausdruck 

1)  y  =  Äu-\-Bv 

eine  zusammengesetztere  Funktion  von  x^  welche  unter  Anderen  auch 
die  Sumpne  u-\-v^  so  wie  die  Differenz  u  —  v  als  spezielle  Fälle  ia 
sich  enthält.  Die  Aenderung  des  a  zieht  die  Aenderungen  von  u,  v 
und  y  nach  sich;  man  findet  daher 

j^Ja  ^x  ^x 

Je  kleiner  ^x  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 

renzenquotienten   -7—  und  — -r-  von  den  betreffenden  Differenzial- 

^x  ^x  , 

quotienten,  und  man  kann  daher 

^  ^u  du     ,   '         ^v  dv     , 

setzen,  wo  q^  und  ^  ein  paar  Grössen  bezeichnen,  die  mit  ^dx 
gleichzeitig  verschwinden.  Die  vorhergehende  Gleichung  verwan- 
delt sich  jetzt  in  die  folgende: 


r 


1 
I 
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^y         j  du    .         dv  ' 


jdx  d9  dx 

ind  diese  liefert  für  zf o?  =  0  also  auch  pi  =  0  und  ^^  =  0 

dx  dx  dx 

oder  yermöge  der  Bedentang  von  y^ 

I  d  jAu  -f  By)  __^  du     i  j^  dv 

dx  dx  ^~      dx' 

Will  man  statt  der  Differenzialquotienten  blosse  Differenziale 
lemitzen,  so  kann  man  schreiben: 

4)  d  CÄu  +  Bv)  =  Ädu  +  Bdv. 

Die  obige  Schlussweise  erstreckt  sich  übrigens  auf  jede  beliebige 
fndliche  Anzahl  von  Summanden,  nicht  aber  auf  eine  unendliche 
Menge  derselben,  weil  man  in  diesem  Falle  nicht  behaupten  darf, 
dasa  der  Ausdruck  ÄQi  -\-  Bq^  -(-  Cq^  -j-  in  inf,  die  Null  zur 
Grenze  habe,  wenn  pi,  q^^  q^  etc.  verschwinden. 

n.    Handelt  es  sich  um  die  Differenziation  eines  Produktes, 

5)  y  =  ttv, 
10  findet  man  sogleich 

^y (m -f" ^ü)  (v -f- ^v)  —  UV 

^x  ^x 

^v     ,       jdu     ,     ^u      ^v     . 
^x    '       ^x    '     ^x      nx 

vnd  wenn  man  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x  übergeht: 

dy  dv   j^      du 

dx  dx  dx 

Vermöge  des  Werthes  von  y  kann  man  dafür  schreiben: 

d  (wv) dv     ,        du 

dx  dx  '^      dx 

<^er  auch 

7)  d  (ut?)  =  u  dt;  -|-  ^  du, 
m.    Ist  endlich  ein  Quotient  zu  differenziren,  etwa 

8)  y  =  -, 

U 

^  W  man  zunächst: 


1 
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(u-\-^u)  u 
und  hier  giebt  der  Üebergang  zur  Grenze  fiir  verschwindende  jdxi 

dv  du 

dy  dx  da 


dx  u^ 

d.  i.  vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  y 

dv  du 

"ü 

dx  dx 


9) 
oder  auch  nur: 


©  - 


dx  M^ 


,  / v\        u  dv  —  V  du 

1«)        ^  KU)  =  — 1^^— 


IV.  Die  hier  entwickelten  Sätze  können  bereits  zu  mancher 
kleinen  analytischen  Entdeckung  führen ;  differenzirt  man  z.  B.  beide 
Seiten  der  Gleichung: 

a?  -j-  a?2  -f-  ^^  -|-  a?*  -|~  •  •  •  •  ~l~  ^^ 
_x  —  a?^+^ 

#  1 — X 

und  zwar  die  linke  Seite  ihittelst  der  in  I.,  und  die  rechte  nach  der 
in  m.  entwickelten  Regel,  so  findet  sich 

1  -(-  2ä?  -f-  3a?2  -f.  4^3  -|-  .  .  .  -(-  n«"  — 1 
_1  _(n-f  1)  a.^-|-n^^+l 

~  (1  — •  xy 

und  so  lässt  sich  überhaupt  aus  jeder  Summenformel  eine  neue  der- 
artige Formel  durch  Differenziation  ableiten. 

V.  Eine  anderweite  und  zwar  nicht  unwichtige  Anwendung 
der  bisherigen  Begeln  ist  folgende.  Wenn  m  eine  ganze  positive 
Zahl    bedeutet,    so    liefert    die    wirkliche    Ausfuhrung    der   durch 

(1  -|-  x)^  angedeuteten  m  Multiplikationen  ein  Resultat  von  der  Form 

11)     (1+^)'»=  1  -f  ^i^-f-  ^a?2-t-^8«^+ +  ^m^- 

Um  die  mit  A  bezeichneten  CoefHzienten  zu  bestimmen,  diffe- 
renziren  wir  beiderseits;  dies  giebt: 

^  ""^^  tx  ''^'""'  =  ^^1  +  ^^*  +  ^"^"^  +  •  .  .  +  ««^*™-^ 
und  dabei  ist  die  linke  Seite  der  Grenzwerth  von 
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(l+a?4-^a?)^  —  (1  +  g)"* 

Den  Lehren  des  §.  2  zufolge  gilt  aber  für  verschwindende  i 
und  beliebige  z  immer  der  Satz: 

Zm— j =  i«,  __^_____  „,       j, 

der  sich  für  2;  =  1-f-^  tmd  d  =  ^x  hier  anwenden  lässt;  man  er- 
halt so  den  Differenzialqnotienten 

m{l-\-xy^—'^  =  lA^  +  2-42*  +  3^8*2  +  .  .  .  +  m^^a?^— 1. 

Moltiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  1  -|-  d?  und  die  in  Nr.  1 1) 
verzeichnete  mit  m,  so  sind  die  linken  Seiten  gleich,  mithin  müss^ 
auch  die  rechten  Seiten  gleich  sein;  daher  ist: 

l^i-f-(2.^4-l^i)«-f-(3^3  +  2^)aj34- 

==:  m —  7nÄ\X-\-  mA2X^-\-'  .... 

und  hieraus  findet  sich  der  Reihe  nach : 

.  m  .    in — 1  m    m — 1 

.            .    m — 2          m  wir— 1  m — 2 
Äs  =  A^  —^=——^ —  u.  s.  w., 

man  gelangt  so  zu'  der  Gleichung : 

12)  (l+o:)     =  1  +jx^ 172""^"^ 1  .2>8 ''+•'' 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 

Exponenten  fuhrt.      Nimmt  man  «  =  —  und  multiplizirt  beiderseits 

a 

mit  a"*,  so  folgt  noch  die  Formel: 


m(m  —  1)  ^m—2 


1  1    •    / 


62 


^        1 .  2  .  a  ö  -t- . . . , 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  beliebige  Potenzen  er- 
hoben werden  kann. 


§.7. 

Differenziation  der  Funktionen  von  Funktionen. 

I.    Ist  z  eine  Funktion  von  y^  und  dieses  eine  Funktion  von  x^ 
finden  also  zwei  Gleichungen  von  der  Form 
1)  z=f(y),y  =  q>ix) 
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statt,  so  kann  man  die  Differenziation  von  z  auf  zwei  andere  Du 
renziationen  zurückfiihren.     Die  Aendemng  des  x  zieht  nämlich 
Aenderungen  des  y  und  z  nach  sich,  und  es  ist  daher 

statt  dessen  kann  man  setzen: 

wobei  man  nicht  übersehen  möge,  dass  der  rechts  vorkommen( 
Differenzenquotient  von  /(y)  ebenso  gebildet  ist,  als  wenn  y  unj 
hängige  Yariabele  und  demnach  z/y  eine  willkürliche  Zunahme  ded 
y^^wäre.  Grehen  wir  nun  in  der  obigen  Gleichung,  oder  in  der  fok 
genden  mit  ihr  identischen  1 

jd  z  ^z      jdy 

jdx         z/y      ^x 

zur  Grenze. über,  so  folgt  auf  der  Stelle: 

dz         dz       dy  dz      dy 

2)  -r-  =  -T"  •     ,     oder  dz  =  -;-  •  —r-  dx, 

dx         dy       dx  dy      dx 

dz 
Man  erhält  demnach  den  Differenzialquotienten  3—,  wenn  man 

dx 

dz 
zuerst  den  Differenzialquotienten  -r-  so  bildet,  als  wäre  y  unabhän- 

__  dv 

gige  Yariabele,  und  ihn  nachher  mit  --^  multiplizirt;  die  Werthe  der 

beiden  letzteren   Differenzialquotienten  folgen  jederzeit  aus  den  in 
Nro.  1)  aufgestellten  Gleichungen. 

Hätte  man  z.  B.  die  zusammengesetzte  Funktion 

z  =  (a-f-5a?^)P 
zu  differenziren ,  so  schreibe  man  statt  dieser  einen  Gleichung  die 
beiden  folgenden  Gleichungen 

aus  ihnen  erhält  man  unter  Benutzung  der  bisherigen  Differenziations- 
regeln: 

und  mithin  durch  Maltiplikstion  beider  Gleichtingen  nach  Nr.  2): 

dx 
Setzt  man   endlich  noch   statt  y  und  z  ihre   Werthe,   so   ist 
nunmehr : 
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dx 
Mim  wird  bei  mehrfacher  üebnng  in  diesem  Verfahren  bald 
finden,  dass  es  nicht  nothig  ist,  die  Grössen  y  und  z  in  Bechnnng 
n  bringen ,  da  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden ;  man 
buin  vielmehr  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeifahren.    So  würde  man 

I.B.  in  dem  obigen  Falle  sagen:  analog  der  d(f/P)=2pyP'^^  dy  ist 

z^pia-^-ba^y—^  bnaP^^  dx, 
was  mit  dem  früheren  Resultate  gleich  lautet 

Ein  zweites  Beispiel  möge  die  Differenziation  von  aF  sein ;  stellt 
aan  diesen  Ausdruck  als  Exponenzialgrösse  dar ,  so  ist 

aF  =  (e^^  =  e^^, 

mittun  vermöge  der  Regel  d(eßf^  ^=i  ^  dy 

d(aF)  =€^^  d  ixlx) 

=  eF^  (je  dlx  -|-  Ix  dx) 

=  (F^  ix [-  Ix  dx\ 

=  «*  (1  -(-  Ix)  dx. 
Auf  demselben  Wege  gelangt  man  zu  der  folgenden  kleinen 
^OTmeUammlung,  welche  uns  später  von  Wichtigkeit  sein  wird: 

V,  i\  ^  1  _        dx 

L      i(a+i«)J  ~ia-\-hxy 

5)  d\^Ärctan^\  =     ,  f\ 

6)  d\-^l  ?L+_^f  1  =        ^^ 

V'iaß     a  —  ßx\  a^—ß%x% 

L2ft  J  «4-  *«' 

d [i- 1 (ßx  +  v/^npTv)] ^7/^'^" 


8) 


9).  ä[±Arc>nnif\ 


BehUmilcli,  Analytis.  3 
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X  da 


11) 


12) 


10)  d  \\/I±If]  =     ^ 

,  r  a?  1  dx 

La  y/a-\-!bx^^  ~  y/a-^bx^  ' 

r 1  1  X  dx 

L      b  v/a 4-  6 x^J  ~  \/a  +  5a?2    ^ 

13)  d  [x  Ix  —  x"]  =  Zar  dx 

14)  J  [ —  l  coaxli  =  tanx  dx 

15)  d  [l  sinx"]  =  cofa?  dx 

16>l  d  f—  /  /^^  +  /3  tanxV]  ^  dx 

^  V2aß     \a  —  ß  tanxj]  a^ cos^ x  —  ß^ sin^ x 


17)  d    — ^  Ärctan  ^_^       =- 

Lap  a     J  a' 


cfar 


/S  cc     J  a2^052ar4-/325m2/ 

n.  So  wie  in  der  vorigen  Betrachtung  z  als  Funktion  einer 
Fimktion,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Funktion  einer  abhängigen 
Variabele  y  erschien ,  so  kann  man  auch  Funktionen  mehrerer  ab- 
hängigen Variabelen  bilden.    Es  sei  z.  B. 

18)  z=f(u,v\ 

wo  u  und  V  von  x  abhängen  mögen,  etwa 

19)  u  =  (p  {x)  und  V  =  ^(a?), 

so  ist  z  zunächst  eine  Funktion  von  u  und  u,  im  Grunde  jedoch  eine 
Funktion  von  x.  Um  hier  die  DifFerenziation  auszuführen,  bemerke 
man  vorerst,  dass  der  pifferenzenquotient 

^z    f(u  -\-  z/m,  V  4-  ^v)  —  f(u^  v) 

jdx  /Ix 

auch  in  folgender  Form  dargestellt  werden  kann: 
^z  f{u  4"  ^U,  v)  — /(t<,  V)      /lu 


20) 


jä  X  jdu  jdx 

.    f{u  -f-  ^^,  V  -\~  ^v)  —  f(u  -\-  Au^  v)     Jv 


Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  ist  ganz  in  derselben  Weise 
gebildet,  als  wenn  v  eine  Constante  wäre,  und  sein  Grenzwerth 
wird  demnach 

d  f(u^v)      du  dz       du 

du  dx  du       dx 

wobei  sich  die  erste  Differenziation  nur  auf  u  bezieht,  als  wäre  v 
constant.  Der  zweite  Theil  der  Gleichung  20)  ist  so  gebildet,  als 
wäre  u  -\-  ^u  eine  Constante,  und  demnach  wäre  sein  Grenzwerth: 

d  f(u  -\-  jdu^  v)      dv 
dv  dx  ' 
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lia jedoch  ^du  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindet,  so  ist  der  richtige 

ßrenzwerth : 

df(u^v)      dv  dz       dv 

I  dv  dss  dv       dx 

Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man  aas  der  Gleichung  20) 

jdie  Differenzialformel : 

dz    df(u^  v)      dfw   j^  d/(M,  r)      dv 

dx  du  da?     "^        dv  da ' 

Die  beiden  Differenzialquotienten  von  /(«,  v),  deren  einer  nur 

I« und  deren  anderer  nur  t;  als  Variabele  ansieht,  nennt  man  par- 

|iielle  Differenaialquotienten  und  bezeichnet  sie,  um  besserer  ünter- 

Ijeheidung  willen,  entweder  durch  Klammereinschluss ,  also  mit 


(dfO^  and  (±ä^ 
\      du      /  \      dv      / 


I «der  kürzer,  nach  neuerer  Weise,  durch 

1  ou  ov 

Man  wird  jetzt  die  Formel  21)  in  nachstehender  Form  schrei- 
ben, wobei  fiir  2:  sein  Werth  gesetzt  ist: 

df(u^v)         3/(m,  v)       du     ,     'bf{u^v)       dv 
dx  "bu  dx  tiv  dx 

Hiernach  ist  z.  B. : 

dl(au^-\-bv'^)  2au  du     .         2bv  dv 

dx  au^-\-hv^      dx     '    au^-\-bv^      dx 

^e  man  leicht  findet ,  indem  man  die  in  I.  entwickelte  Regel  für 
y==au^  -{-  bv^  benutzt. 

J)i%  soeben  durchgeführten  Betrachtungen  lassen  sich  auf  Funk- 
tionen mehrerer  abhängigen  Variabelen  ausdehnen;  so  erhält  man, 
wenn  m,  v,  «;  Funktionen  von  x  sind: 

df(u,v,w) 
dx 
^^/(u^v^td)      du     .    'bf(u^v^w)      dv     ,    3/(m,  v,  40)      dw 
"bu  dx     *  bv  dx  bw  da^ 

äWiche  Formeln  gelten  bei  mehreren  abhängigen  Variabelen. 

§.  8. 
Differenziation  unentwickelter  Funktionen. 

Wenn  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  y  eine  Gleichung  von 
der  Form : 

1)  f(x,  y)  =  0 

3* 
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besieht,  so  sind  nicht  beide  Yariabele  willkürlich,  denn  man  wurde 
durch  Auflösung  der  Gleichung  in  Beziehung  auf  y  als  Unbekannte 
ein  Resultat  von  der  Form : 

2)  H  =  <P  (^) 

erhalten,  wo  nun  a  die  unabhängige,  y  die  abhängige*  Yariabele  ist 
Lässt  sich  diese  Reduktion  auf  y  ausföhren,  so  kann  man  auch 

nach  den  vorigen  Regeln  entwickeln;  dies  geht  jedoch  nicht  mehr, 
wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  also  eine  unentwickelte 
Funktion  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf  folgende  Weise:  Aus 
der  Gleichung  1)  folgt  zunächst,  weil  sie  für  alle  a  und  die  daraus 
folgenden  y  bestehen  soll,  dass  auch 

sein  muss,  und  demgemäss  finden  die  Gleichungen 

/  (j?  +  ^^^  y  +  ^y)  —  f  (^^  y)  _  q 

z/a? 
und 

dfis!,y)  ^^ 
da 

statt.  Vermöge  der  Gleichung  22)  des  vorigen  Paragraphen  ist 
dies  so  viel  wie 

^/(^^  y)      da     ,     TifCx,  y)       dy 
^a  da     '  "by  da 

und  hieraus  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

^/(^,  y) 


3) 


dy    "ba 


da  2if(a,  y) 


ly 
Um  also  den  DIfferenzialquotienten  der  unbekannten  Funktion 
y  =.  (p(a)  zu  finden,  braucht  man  nur  die  partiellen  Differenzial- 
quotienten  der  Bedingungsfunktion  /(^,  y)  durch  einander  zu  divi- 

diren.     Die    so  fiir  -—•  =  qp'  (a)  gewonnene  Formel  enthält  zwar 

da 

noch  y,   welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen 

Werth  jedoch  gefunden  werden  kann ,  sobald  a  einen  speziellen 

Zahlwerth  bekommt;  denn  es  wird  dann  die  Gleichung /(«,  y)   zu 

einer  numerischen  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  (y),  und  eine 

solche  Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  immer  aufgelost 

werden. 
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Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

4)         fix,  y)  =  y^x^  -  2y^ar2-f-3y  — 6a?  =  0, 
die  in  Beziehung  auf  2^  nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 

VOg.  y)  _  3   K^3  —Au^x  —  6 

dX 

M^  =  5v4*3  _  8t/8a?2+3 

■hy  ^  ^        ^ 

und  mithin  ist 

_dy _  _  3ySa?2_4y4^_6 

Für  jT  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
sDfflerische  Gleichung  über: 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =  2  ist;   dem  Werthe  a?=  1  ent- 
spricht also  g?  (1)  =  2  und 

_  3  '  25  —  4  «  2^  —  6   _  _     26 
^  ^^^—        5  .  24  —  8  .  23  +  3   ~  19  • 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
«  die  z^igehorigen  Zahlwerthe  von  (p  (x)  und  (p'  (x)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4t  y^  —  3y  -^  sinx  =  0, 
Hier  ist 

^x  ^y  if       '> 

^d  hieraus  findet  man  sogleich : 

dy  C08  X 

"d^  "~  3(1— 4y2)- 

Der  vorliegende  Fall  gestattet  noch  eine  Probe.  Die  Wurzel 
der  obigen  Gleichung  ist  nämlich  y  =  sin^x,  wie  man  mittelst 
der  goniometrischen  Formel: 

^sin^Ä  —  S8inÄ-\-sindÄ  =  0 

«icht  finden  wird.    Es  müsste  also 

C08X  d^sin^x') 


3(1  — 4«n3|a?)  dx 

iein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel: 

.  cosdÄ  =  C08Ä  (1  —  4 8in^ Ä) 

"^  -4  =  1  a?  anwendet   und  andererseits    «in  |  x  auf   gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 
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§.  9. 

Differenziation  der  Funktionen  von  mehreren 
unabhängigen  Variabelen. 

Enthält  eine  Funktion  mehrere  unabhängige  Variabele  a?,  y,  j^  etc., 
ist  also 

•1)  w  =/(^,  y,  z,  .  .  .  .X 

80  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  andere  Variabele  für  sich 

allein  -ändern,  oder  eine  gleichzeitige  Aenderung  mehrerer  Variabe- 

'  len  vornehmen.    So  erhält  man  z.  B.  dui^ch  Aenderung  des  ic  allein: 

du    _  ^^.^/(^H"-^^>  y^  ^?  "  0  —  fi^-,  y^^,  '*  0 
da  /Ix  ' 

und  hierbei  gelten  y^  z^  .  .  .  als  Constanten;  es  ist  also  der  vor- 
stehende Differenzialquotient  ein  partieller  und  muss  demgemäss  mit 

(  — r-  1   oder   -T —  bezeichnet  werden.     Eine  solche  partielle  Diffe- 

\  da/  ox 

renziation  hat  nun  weiter  keine  Schwierigkeit,  und  es  bedarf  daher 
nur  noch  der  Untersuchung  des  zweiten  Falles  einer  gleich- 
zeitigen Aenderung  mehrerer  Variabelen. 

Lassen  wir  zunächst  x  und  y  sich  ändern,  so  geht  die  Glei- 
chung 1),  welche  wir  in  diesem  Falle  kurz  durch 

2)  w  =  fix,  y) 

darstellen  wollen,  in  die  folgende  über: 

M-f-^w  =  f(x'-\-^x,  y-{-^y\ 
und  aus  ihr  landet  sich,  wie  leicht  zu  übersehen  ist, 

3)      ^^^fi-+^^,y)-n^,y)  ^^ 

/3X 


+ ^^ ^3^- 


Gehen  ^x  und  z/y  in  Null  über,  so  gelten  offenbar  die  Glei- 
chungen : 


Um 
Lim 


._  f(x-\-^x,  y)  —  f{x,  y)  _  -hfjx,  y)  _    lu 


^X  ^X  "bx 

^  /(^+^^,y+^y)— /(^+^a?,y)  ^  IfCx-^-^x.y) 

Jy  ly 

und  weil  ^x  und  z/y  gleichzeitig  verschwinden,    so  ist  der  vor- 
stehende Ausdruck  auch 

_  ^/(^^  y)  _  2JL 
~      ^y  ^y ' 


r 
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!     Die  Differenzengleichung  3)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  fol- 
^nde  Differenzialgleichung : 


pder 


4)  du  r=  -— —  da  -\ r —  dy 

5)  .  d/(x,,)  =  M^d.+M^dy, 


reiche  sagt,  dass  das  totale  Differenzial  einer  Funktion  die  Summe 
|f<m  den  partiellen*  Differenzialen  derselben  ist.  Diese  Begel  lässt 
pklk  sehr  leicht  auf  Funktionen  mehrerer  Variabelen  ausdehnen; 
kiidem  sich  z.  'B.  a^  y^  z  gleichzeitig,  so  gilt  die  Gleichung: 

6)  a«  =  -r —  da  -\-  -r —  dy  H — r —  dz» 

^  2}a  ^     7^y       ^     ^    Iz 

l&d  ähnlich  bei  mehreren  Variabelen. 

Als  Anwendung  hiervon  diene  Folgendes.     Wenn  zwischen  den 
im  Variabelen  a^  y^  z  die  Bedingungsgleichung: 

7)  F(a^  y^  z)  =  0  oder  kurz  F  :=  0 

besteht,  so  würde  durch  Reduktion  auf  z  ein  Resultat  von  der  Form 

z  =  i>ia,  y) 
«m  Vorschein  kommen,  und  es  hätte  dann  keine  Schwierigkeit,  die 

^  Z  "h  Z 

partiellen  Differenzialquotienten  -r —  und  -r —  direkt  zu  entwickeln. 

da  oy 

Wm  man  oder  muss  man  jene  Reduktion  auf  z  vermeiden,  so  ist 

zunächst  die  Gleichung  6)  pi  benutzen ;  sie  giebt : 

0  =  ■— -  da  +  — -  dy  -\-  -r—  dz, 
^a  ^      da  ^      da 

Bnd  dies  würde  ohne  Weiteres  richtig  sein ,  wenn  a,  y,  z  sänmitlich 

unabhängige    Variabele  waren;-  es  ist  aber  im    Gegentheil  z  eine 

I*imktion  von  a  und  y,  also 

dz  =  -T —  da  4-  -r —  dy. 
^a  ^y 

Substituirt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  und  dividirt  nach- 

kermit  da,  so  folgt: 

\^a     "^    ^z        2ta  J  ^^  \}^y     "^    "dz        ^y  /   da 
Da  da, \md  dy  die  Differenziale  der. beiden  unabhängigen  Va- 
nahelen  x  und  y,  also  selbst  von  einander  unabhängig  sind,  so  kann 

^y .  .    . 

■j"  jede  beliebige  Grösse  q  bezeichnen,  indem  es  freisteht,  dy=qda 
ZQ  setzen ;  dann  ist  es  aber  zum  Bestehen  der  obigen  Gleichung  er- 
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forderlich,  dass  die  einzelnen,  in  Parenthesen  stehenden  Ansdrü« 
für  sich  Null  sind;  dies  giebt 


iri 


"hz     ^tß  'bz  7^y 

"b  Z  bz 

Man  könnte  dies  auch  unmittelbar  aus  den  Lehren  des  vorige] 

Paragraphen  erhalten,  und  zwar  bedarf  es  nur  der  einfachen  Be> 

bz 
merkung,  dass  bei  der  Entwickelung  von  -r—  das  in  F(x,  y^  z)  ={ 

OSß 

vorkommende  y  als  Gonstante  anzusehen,  also  nicht  weiter  zu  bea(& 

ten  ist,  und  dass  es  ebenso  bei  :r —  nicht  auf  x  ankommt;  in  jeden 

Falle  hätte  man  es  dann,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  nur  m) 
zwei  Variabelen  (jß  und  z  oder  y  und  z)  zu  thun  gehabt. 


Cap.  m. 
Mehrfache  Differenziationen. 


§.  10. 


Fundamentalbegriffe  und  Formeln. 
Das  Ver&hren,  welches  zur  Entwickelang  der  Differenz 

1)  ^y=/(«+^^)— /(«) 

einer  Funktion  y  =  f(ai)  diente,  ist  auf  diese  Differenz  selbst  wie- 
der anwendbar;  indem  man  nämlich  a-^^a  an  die  Stelle  von  a 
treten  läsat  und  nachher  den  ungeänderten  Ausdruck  abzieht,  hat  man 

und  man  schreibt  daför  gewohnlich : 

2)  J^y  =  /(«-f-2^«)  —  2/(«4-'^«)+/(«X 

wobei  der  in  ^^  vorkommende  Exponent  kein  Potenzexponent,  son- 
dern nur  der  Anzeiger  einer  zweimaligen  Differenzenbildung  sein 
solL  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  des  Yer- 
fehrens: 

und  es  ist  leicht  genug,  in  dieser  Weise  weiter  zu  gehen. 

Was  von  den  Differenzen  gilt,  lässt  sich  gleichförmig  auf  die 
Differenzenquotienten  anwenden;  man  hat  dann,  von  dem  ersten 
Differenzenquotienten 

^y  ___/(x^^a)  —  f(a) 

ausgehend,  für  den  zweiten  Differenzenquotienten  den  Ausdruck: 
z/j? ' ^x 

^  X 

_f(x'[-2Jx)—2f(x-^^x)+fix) 
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d.  i.  vermöge  der  Gleichung  2),   und  wenn  man  kurz    ^d  x^ 
(/^ay  schreibt: 

dann  auf  gleiche  Weise 

u.  s.  w. 
Lässt  man  ^a  in  Null  übergehen,  so  erhält  man  die  Grleiclmn/ 

da  ^  X 

9)  ify  =  j^j,^/(^+'3^^)-3/(^+2^/^)+3/(«-f-^^)— /( 

u.  s.  w., 

welche  die  Definitionen  der  linker  Hand  stehenden  Symbole  el 
halten.  Dieser  ursprünglichen  Erklärung  der  successiven  Differ« 
zialquotienten  kann  man  übrigens  leicht  eine  sekundäre  Definiti^ 
substituiren ,  welche  sich  durch  grössere  Einfachheit  empfiehlt, 
nämlich  der  zweite  Differenz enquotient  nichts  weiter  als  der  Du 
renzenquotient  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  miiss  au( 
der  zweite  Differenzialquotient  entstehen,  wenn  man  von  dem  en 
Differenzialquotienten  wieder  den  Differenzialquotienten  nimmt,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  den  weiteren  Differenzialquotienten;  man  wird 
also  die  auf  einander  folgenden  Differenzialquotienten  nicht  nacl 
den  obigen  Formeln  unmittelbar,  sondern  einen  aus  den  anderei 
durch  fortgesetzte  Differenziation  bilden.  Das  Schema  hierzu,  nebsl 
der  üblichen  Bezeichnung,  ist  dann: 

y     =   /W 

dx  dx  •'  ^  ^ 

10)  {^-m^  =  fiu^ 

dx^  ~      dx  •'   ^  ^ 

\£i_  _  mpi  _ .... 

dx^   ~     dx     ~'^    ^  ^ 
u.  s.  w. 

So  hat  man  z.  B.  für  y  =  |  xyjx 

dy  ,-  d^y    j    1  « 

dx  ^  dx^  ^yjx 
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I  Auch  in  diesen  successiven  Differenziationen  kann,  wenigstens 

za  einem  gewissen  Grade,   eine  geometrische  Bedeutung  liegen; 

ken  wir  uns  z.  B.  y  als  die  über  der  Abscisse  a  stehende  Fläche 

dy 
er  Curve,   so  ist  -7-  die  am  Ende  von  a  stehende  Ordinate  und 

dx 

fr  die  trigonometrische  Tangente  des  Berührungswinkels ;  in  dem 

tt  angegebenen  Beispiele  würden  diese  Beziehungen  einer  Parabel 
{»rechen.   • 

§.  11. 

Höhere  Differenzialquotienten  der  einfachsten 

Funktionen.     > 

I.    Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  geltenden 
jkrenziationsregel  findet  man  ohne  Mühe: 


dx 

d\a^) 

dx^ 


=  ftOA— l)a?i"-"2 


ad  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 
(Pixf') 


1)      ^r-=PO*— 1)0^— 2)  .  .  .  (/i— n— 1)0?^-^ 

Fnr  ft  =  —  1  und  ft  =  —  l  ergeben  sich  hieraus  die  häufig 
orkommenden  Formeln: 

d^  (  — )        (—  1)^  1  .  2  .  3  .  .  .  n 

2)  ^^^  = 

da^  x''+^ 

d^  (-j=r\        (—1)^  1.3.5...  (2n— 1) 


3) 


dx^  2^  ar"  V/^ 

Auf  ganz  gleiche  Weise  kann  man  die  mehrfache  Differenziation 

allgemeineren  Ausdrucks  (a-^bxy'  ausführen;  man  erhält: 

4)  ^l^^Li±^=  ft^Q^^ 
da^ 

Ist  ft  eine  ganze  positive  Zahl ,  so  wird  der  fite  Dififerenzial- 

]aotient  constant,  alle  folgenden  mithin  gleich  Null. 


1 
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n.    Für  die  Funktion  ^logx  ist  bekanntlich 

dd'logx)        ^     1  . 

=  -^a  — 

dx  X 

und  hieraus  findet  man  leicht  der  Reihe  nach: 


\x)     d^^logx)        _         \a/ 


dx^  "^     dx      '        dx^  «      da^ 

also  überhaupt: 

d.  i.  nach  Formel  2),  wenn  man  n — 1  für  n  schreibt: 

d»  («fog^)  ^  1  j;    1.2.  3.. ■(«-!) 

dl?"  '  «» 

'    Auf  gleiche  Weise  entwickelt  man  die  allgemeinere  Formel: 

g.  d^\_^logia+hxy\  ^         ^1  ^^  1.2...  (n—l)^'^ 

m.    Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differenziatidl 
der  Exponenzialgrösse ;  man  findet  sogleich 

und  hat  demnach  die  allgemeine  Formel: 

dx^ 
oder  für  la  =2  ß^  wo  nun  a  =  e^  ist: 

8)  -^lif^  =  ^V*. 

da?** 

IV.    Für  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar  verständlich 
Gleichungen : 

d  (ßinx)  ,  '    {  ^      \       \ 

d^Csin 


dx^ 


inx)                                    /27t     .       \ 
-r —  =  —  smx  =  «in  1  — r h  a?  ) 


-^-5-=  -  co^o?  =  «n  (^—  +  x) 

d^isinx)                               .    /4:7C     .       \ 
-2 —  =  +  sinx  =  stn  1  — : h  ^  ) 


dx* 

n.  s.  w. 
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tas  denen  sofort  die  allgemeine  Formel  fliesst: 

Passelbe  gilt  fast  wörtlich  vom  Cosinus ;  man  erhält 


10) 


(f*  {cos  x) 


)3a)              (n%     ,      \ 
=  CO«  l  -T ha?). 


dx' 

l^eniger  einfach  gestalten  sich  die  höheren  Differenzialquotien- 
ten  der  Funktionen  secx^  tanx^  coaecx^  cotx^  Aresina  und  Ärctanx; 
^vor  wir  etwas  Näheres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  zu- 
^achat  die  Differenzialquotienten  zusammengesetzter  Funktionen  un- 
jfersnchen. 

§.   12. 

Die  höheren  Differenzialquotienten  zusammengesetz- 
ter Funktionen. 

L.  Sind  u  und  v  Funktionen  von  x^  deren  höhere  Differenzial- 
quotienten unmittelbar  entwickelt  werden  können,  so  lässt  sich  auch 
die  snccessive  Differenziation  von 

1)  y  =  Au  -j-  Bv 

ausführen ;   man  findet  nämlich  der  Reihe  nach 

dy    ^^du^    I   p  dv^ 

da  dx    ^^       dx 

dx  dx^  "•"      dx^ 


und  im  Allgemeinen  für  jedes  ganze  positive  n 

<f*y  cP^u     .         d^v 

dx""  ~      dx""  dx^' 

wofür  man  vermöge  des  Werthes  von  y  auch  schreiben  kann: 

d^CAu^Bv)  ^^d^u         ^<Pv 

dx""  da^  "^      da^' 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck   1  :  (1  —  x^)  leicht  zu 
differenziren,  indem  man  beachtet,  dass 


1— «2         2  (l—x  ~  l-fa?( 


ist;  man  findet  dann  unter  Rücksicht  auf  die  Formel   4)  des  vori- 
gen Paragraphen 


I 
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n.     Handelt  es  sich  um  die  Differenziation  des  Produktes 

—  UV,  so  erhält  man  successiv 

dy  dv     .       du  .  i 

dx  da     '        da 

d^U  d'h     ,    ^   du  dv      .     d^u 

dw^  dj?2    I        da  da  ~  da^ 

dhj  dh)    .    ^  du  dh)    ,    _   dhi    dv      .     dhi 

da^~  da^~      da  da''^~'     da^    da   ~  da^     ' 

Diese  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass  die  allgemeine  Formel  füf 
den  nten  Differenzialquotienten  folgende  Gestalt  besitzen  muaa 

d^y  _  d^(uv) 

da""  da^ 

d^v     ,     ,     du    d^—'^v     ,      .     dhi    (p—^v    , 

da""^         da    ds^-^    ^  da^  da""-^  ^ 

d^'^^u  dv     .  d!^u 

1^^-^  da  '^     "^  da"" 

in  welcher  J^,  A?  •  •  •  -^n  g^^sse  noch  unbekannte  Coeffizienten 
bedeuten,  welche  nicht  von  der  Natur  der  Funktionen  u  und  v,  son- 
dern von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differenziationen,  d.  h.  von 
n,  abhängen.  Setzt  man  daher  für  u  und  v  irgend  ein  paar  solcher 
Funktionen ,  dass  man  sämmtliche  auf  beiden  Seiten  in  Nro.  4)  an- 
gedeuteten DifiTerenziationen  ausführen  kann,  so  erhält  man  eine  Be- 
dingungsgleichung für  jene  Coeffizienten ;  eine  derartige  Substita* 
tion  ist 

u  =  e"^,   V  •=.  ^  also  uv  =  ß(^+")^, 

woraus  für  ganze  positive  h  und  n  folgt 

dar  dar  da^ 

Benutzt  man  diese  Werthe  der  Differenzialquotienten  und  lässt  an 

Ende  den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Faktor  e^c"^  =  «(^"H**)^ 
weg,  so  bleibt 

(1  +  af 

=  Ji<,  +  4ia  +  ^  ««  +  ... +  4„_ia«-i  +4„a'' 

und  hieraus  folgt,  dass 
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A    —^     A    —   ^      A    —  »(»— 0 

^  1^    ^1  — -,    ^3  — ,   .... 

lein  mnss,  mit  einem  Worte,  dass  die  Coeffizienten  A  i  -^n  -^2 ,  .  »  . 

Ee  sogenannten  BinomialcoefHzienten  des  Exponenten  n  sind.    Be- 
ichnen  wir  diese  kurz  mit  no,  ni,  n,,  .  .  .  wonach  im  Allgemeinen 
L  _  n  (n—  1)  (n— 2)  .  . .  (n  — -T^) 

x.iS.O....AS 

fet,  80  haben  wir  jetzt  zur  Differenziation  der  Produkte  die  Formel; 

dU^v     ,  du    <r*— ^v    ,         dhi  dU^—^v    , 

um  z.  B.  hiemach   den  Ausdruck    —  zu  differenziren,  gebe  mau 


am  die  Form 

Ix  •  — 

!  .  "" 

wo  nun  die  obige  Regel  anwendbar  ist ;  man  erhält  nach  gehöriger 
Muktion: 


7) 


ni.  Nicht  immer  lässt  sich  für  den  nten  Differenzialquotien- 
^^  einer  Funktion  eine  fertige  Formel  angeben ,  da  die  Ausdrücke, 
welche  durch  successive  Differenziation  entstehen ,  oft  so  verwickelt 
Verden,  dass  man  ihr  Bildungsgesetz  nicht  mehr  übersehen  kann. 
*D  solchen  Fällen  ist  es  vortheilhaft,  auf  die  Bildung  einer  Relation 
^^chen  dem  nten  Differenzialquotienten  und  seinen  Vorgängern,  also 
einer  Gleichung  zwischen  f^^^x),  /('*"" ^^(a?),  /^^"^Hx)  etc.,  aus- 
''igehen,  mittelst  deren  man  im  Stande  ist,  jeden  Differenzialquo- 
tienten zu  finden,  wenn  die  Differenzialquotienten  von  niedrigeren 
^^ungen  bekannt  sind.  Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  einigen 
Beispielen  zeigen. 

A   Ist/(a?)  ==  secx^  so  gilt  die  Gleichung 

C08X  ,  fix)  =  1 
"^^  der  nte  Differenzialquotient  derselben  ist  nach  Nro.  6) : 

»0  co8x.f(n)  (x)     —n^cosx  .f(^''^^\x')-\-n^cosx.j<''-^\x)--. .)  ^ 
-n^mx  ./(^- l)(-c) + «3  sin  x  ./(^-8)(a?)— nj  sinx  ./(^-^)(a?)-|^. .  j  ~"^ 
^d  hieraus  findet  man  sogleich 
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8)  /'»)(a?)  =  [ni/(«-l)(«)— ii8/(^-8)(fl.)-|-.....]  ton^ 

Benntzt  man  diese  Gleichung,  indem  man  der  Reihe  nach  n  =  i 
3,  4,  etc.  setzt  und  /'  (x)  =  seow  .  tanx^  /^^^W  =  ^^^  als  bekan 
ansieht,  so  erhält  man  successiv  /"  (a?),  /"'  (ß)  etc.  ] 

B.  Dasselbe  Verfahren  passt  auf  die  Tangente,  aus/(^)  =  tani 
folgt  nämlich  J 

cos  X  .f(x)  =  sinx  ' 

und  nach  der  obigen  Methode: 

9)  /«)(i)  =  f^i^^b^+[h,/«-l)(,)-„,/('-8)(x>f..]ta«^ 

+  «j /'»-2)(/r)-n4/"-*)(*)-f-  . . ..   ! 
Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Differenzialquotienten  der  Coj 
kante  und  Cotangente  entwickeln. 

C.  Bezeichnen  wir  Arctanx  mit  q)  (x%  so  ist 

(f*  (x)  =  - — j — -  oder  (1  -\-x^')  9'  (x)  =  1. 

1  -|-  X' 

Durch  nmalige  Differenziation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

«0  (1 +a?2)  9)('»+l)(^)-(-ni.2a?  9W(x)  +  «2  .2.  lyC'»— l)(4?)=ö 

und  durch  Reduktion  auf  9^""'"^^(^)^  wenn  man  zugleich  statt  tiq, 
1»!,  fi^  ihre  Werthe  setzt: 

10)         «,(»+ 1) («)  =  -  2»^y^"^C^)  +  n(«-i)y("-^)w 

1  — |—  Ä^ 

für  n  =  1 )  2 ,  3 ,  ...  ergeben  sich  hieraus  der  Reihe  nach  die 
Werthe  von  9"  (x%  <p'^'  (x)  etc. 

D.  Um  eine  ähnliche  Formel  für  Aresin x  zu  bekommen,  sei 
Aresin  X  =  ^(ä);  es  ist  dann  , 

^'  (a?)  = und  ^"  (d?)  =  —  '^. 

\/l  — a?2  v/l  — *^ 

Der  letzten  Gleichung  kann  man  die  Form  geben: 

(1  —  ä2)  ^"  (je)  —  X     ,  ==  0 

yjl—x^ 

d.  i. 

(1  —  a?2)  ^"  (a?)  —  Ä^'  (a?)  =  0 

und  aus  dieser  folgt  durch  nmalige  Differenziation 

^  (1  _a.8)  V;('*+2)(4?)— ni .  2a?^('*+  ^^(a?)— ti«  .2.1  *W(«)) 

—Wo  .X  ^('»+1)(ä?)— ni .  1  ^W(d?)     I  ~  ^" 

Indem  man  das  Gleichartige  vereinigt  und  auf  ^^"  •  *^(ay)  reduzirt, 
findet  man 
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1  X* 

^on  ^'(d?)  nnd  ^''  (^)  ausgehend,  gelangt  man  durch  die  Supposi- 
ionen  n  =  1,  2,  3  etc.  znr  Eenntniss  von  ^'"  (^),  ^^  (zc)  etc. 
E.  Sehr  ähnlich  ist  die  Behandlung  der  allgemeineren  Funktion 

fp(x)  =  sin  QiÄrcsina). 
)nrch  einmalige  Differenziation  erhält  man 

,,^        u  cos  (a  Aresin  x)     .        r. r     ...  r    a      -     ^ 

g)'(jj)  :=  51 ^         oder  yl — x^  q>'(x)  =  iico8QiArcstnx) 

yl  —  x^ 
und  durch  eine  zweite  Differenziation 

n ,,  ..  X  .,.  a^sinQiÄrcsinx) 

^  \/l  —  x^  \/l— ^ 

ii.  nach  Wegschaffung  der  Brüche  und  vermöge  der  ursprüngli- 
dien  Bezeichnung  für  sin  {[i  Aresin  x) 

(1 — x^(p'*(x)  —  a?9'(a?)  =  —  f**9(^). 
[iHiTcli    n  malige     Differenziation    und    nachherige    Reduktion    auf 
^^^T^){x)  leitet  man  hieraus  die  Formel  ab: 

1— -  J?^ 

F.   Dasselbe  Verfahren  ist  beinahe  wörtlich  auf  die  Funktion 

r\)  (ß)  =  cos  ((i  Aresin  x) 
anwendbar  und  man  findet  mittelst  desselben  die  Formel 

15)       ^(»+2)(^)  =  (2n+  l)^tC^"+^)  W  +  (»'-ft«)  t(>»)(x)^ 

1  — x'^ 
welche  von  der  unter  Nro.  12)  verzeichneten  nur  in  so  fern  abweicht, 
'als  ^{x)  von  ip{x)  verschieden  ibt. 

§.   13. 

^ttccessive  Differenziation  der  Funktionen   mehrerer 

unabhängiger  Variabelen. 

Wenn  man  eine  Funktion  mehrerer  unabhängiger  Variabelen 
^ederholt  differenzirt,  so  kann  dies  entweder  partiell  in  Beziehung 
^  diese  oder  jene  Variabele,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle  Va- 
'iabele  zugleich  geschehen. 

I.  Wird  die  Funktion  /(a?,  y)  zunächst  partiell  in  Beziehung 
l*""*  und  der  so  entstandene  Differenzialquotient  partiell  in  Bezie- 
«ttng  auf  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Diff*erenzialquotient 

I      ««hUmllch,  Aniily»is.  4 
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"bse 


welchen  man  kürzer  mit  — ^ — r— 2-  bezeichnet,  indem  man  ^nfifleii 

durch  die  Stellung  der  "by  und  d«  die  Reihenfolge  der  Differenziij 

tionen  (von  der  Bechten  nach  der  Linken)  zu  erkennen  giebt. 

2^3/(a?,  y) 

gleiche  Weise  würde  — ^ — r-^-  das  Besnltat  einer  zweimaligen  pal 

ox  cy 

tiellen  Differenziation  in  Beziehung  auf  y  und  a  bedeuten.     Den 

genüichen  Sinn  solcher  DifPerenziationen   findet  man  leicht,  wei 

man  auf  die  Definition  des  Differenzialquotienten  zurückgeht;  es  ij 

nämlich,  f(a^  y")  kurz  z  bezeichnet, 

^^  _  Tj^  fix-\-Jx,  y)—/ix,  y) 

öX  /3X 

und  es  folgt  daraus,  dass  man  setzen  darf 

bz  _  /(j?-f  z^ar,  y)  —  S{x^  y)    , 

I^~  Tx  ^9' 

wo  if  eine  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindende  Grösse  beaieichnet 
Weiter  hat  man 


Xfix-^-Ax,  y)—f(x,  yy\ 
l  ^x    J 


3*r     L  ^x    J  ^^    3p 


"by  bx  by  '      Sy  ' 

d.  i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten: 

2^z  TiQ 

by  bx  by 

-Jy  ^x  *| 

Lässt  man  ^x  mit  z/y  gleichzeitig  Null  werden,  so  verschwindet  ^i 
und  es  bleibt 

1)  3»r     ^3V(x,y) 

dy  bx  dy  "hx 

z/y  j^x        "  '.         I 

I 

ab  unmittelbare  Erklärung  des  nach  x  und  y  genommenen  Diffe- 
renzialquotienten.   Aus  denselben  Gründen  würde  die  Gleichung 

"bx  by  bx  by 

dx  jdy 
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k  umgekehrte  Anordnung  jener  zwei  Differenziationeu  aasaprechen; 
ie  rechten  Seiten  der  beiden  Gleichungen  1)  ond  2}  sind  aber  die- 
ilben  und  man  hat  daher  den  bemerke nswerthen  Satz : 

^!£_  — _Zf_ 

teicher  sagt,  dass  es  für  daa  Endresultat  gleichgültig  ist,  in  wel- 
htr  Ordnung  die  zwei  partiellen  Differenz iationen  in  Bezieliung  auf 
I  und  y  ausgeführt  werden.  —  Man  kann  diesem  Theoreme  eine 
e^  uuchauliche  Seite  abgewinnen,  wenn  mau  sich  ;  ah  das  Vo- 
igmea  denkt,  welchem  unterhalb  von  einem  beliebigen  Rechtecke  aui 
H  Seiten  OL  =  x  und  OM  =  y  (Fig.  8),  seitwärts  von  den  vier 
'  Fig.  8. 


»nt  Oi,  i,iV,  NM,  MO  errichteten  Vertikalebenen,  and  oberhalb 
Jurch  irgend  eine  Fläche  begrenzt  wird ;  es  ist  dann  in  der  That  e 
«ine  Funktion  von  x  and  y,  und  man  hat  nach  §.  1.: 

-|^       =  Fläche  iitf^TFÜ 

3y  ä«  Sy 

WiJererseits : 

Y"      =  Fläche  ifJ^WF 

ä«  dy  AiE 

•u  mit  der  Gleichung  3)  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wicriel  Differenziationen  in  Beziehung  auf  irgend 
*"iTiele  Variabele  auszuführen ,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
«Hier  je  i,^ei  Differensiationen  vartauachen;  auf  diese  Weise  kann 
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man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differenziationen  heibeifOhrei 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet.  ^ 

n.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Difl 
ferenziale  einer  Funktion  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zw 
nächst  bei  zwei  Yariabelen 

und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

+ Ti '^'^  Ty ''i'' 

diei9  ist  soviel  als 

€Pz  =  T — T  dx*  A dxi  dx 

Ix"^  ~   ly   bx      ^ 

,       b^z  ,     b^z 

+  -:;: — ;^ —  dx  dy  +  "T"^  ^y^ 
^     dx  by  ^    '     Sy3     ^ 

oder  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichung  3) 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

6)  ■        d^z  =  ~-;:  dx^  +  3    ■    /     dx^  dy 

^  bx^  '         bx^  dy  ^ 

b^z  ^^z  *^ 

und  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  ZahlencoefH- 
zienten  durch  dieselbe  successive  Addition  wie  in  §.  12.,  I.  entste- 
hen, so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

7)  d»«  =  »0  — -  dx""-]-  n,  -4 d«»-*  da 

Kürzer  gehreibt  man  dafür 


8) 


^'  =  {^7^"+^  dy)"  a'-z. 


I 
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I      Bei  drei  Yariabelen,  wenn  also  u  eine  Funktion  von  j?,  y  und  t 
^äre,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 

\^x  ^      ly      "^     '      dz       / 

pd  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
!?ariabelen  gestaltet. 

§.  14. 

Höhere  Differenzialquotienten  unentwickelter 

Funktionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.  8.  wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
ehnng  von  der  Form 

1)  fix,  y)  =  0  oder  /  =  0 

ttirch  Differenziation  die  folgende  giebt : 

öx  '  cy  dx 
wobei  X  die  unabhängige  Yariat>ele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 
Funktion  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differenzialgleichung 
«weiter  Ordnung  zu  erhalten ,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
G^leichung  2)  für  den  Augenblick  mit  /i  (ät,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
^;  63  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

3a?      '      "by        dx 
^dererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  /i 

"bx  bx^     "^    'by       dx^     "^  "bx  "by       dx 


KdxJ 


V\  _    ay     I    V     ^  \dxj  .    av    dy 

Sy  Sy  bx  by  by  by^       dx 

Hierbei  ist  zu  bemerken/  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 

j  ^    nur  a?  enthält,  mithin  eine  Funktion  von  x  allein  [nach  der  frü- 

Wen  Bezeichnung  9'(^)]  und  constant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 

W  daher 


if) 


0 


lind  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einführt,   so 
®fgiebt  sich  die  gesuchte  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung: 
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4^  2V    ,    2  Jlf_  .  ^     ,    iV  Vi^V  ,    M  .  ^  _ , 

Kach  demselben  Verfahren  kann  die  Differenzialgleichung  dzjl 
ter  Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn /^  die  linke  Seite  da 
vorigen  Gleichung  beaeiohnet:  I 

Ü.    ,    iA        dy__ 


5) 


Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  putielleD  IMflo» 
reoEialquotienten  findet  sich:  i 


da:» 


dx  '  d«» 


_^  _S2_    d^     ■    ay      d*y^ 

'      Jy        d/»     "•"   ix  ay       d*» 

JA  ^    ay     ,  «     ay       dy_ 

3y  SiH^  iy  Zx  3y*        d* 

^/dy_y         35/_      ^ 
""     V    \d//    "•"   äyä       d*» 
Durch  Substitution  in  Nro.  3)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

'    äi'^     Ji'ä,      dx^     ii3f  \dx  J   ^  }s'\<l'' 

+  il  .  Ä  =        0. 

~     ig         dxi 

Man  übersieht  leicht,  wie  sieh  mitteUt  dieaea  Verfi^rens,  waä 
freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Difieren- 
zialgleichungen  der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  iMsen;  aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  atich  die  DiSerenzialquotienten  der  Funktion 
y  von  /  herleiten ;  denn  es  folgt  jetzt  ans  Nro.  Ü) : 

M. 
7-,  dff ax 

wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro,  4); 
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und  hier  kann  man  den  vorhergefundenen  Werth  von  —    einsetzen : 

dx  ' 

d^y 
die  Gleichung  6)  fuhrt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -7~  u.  8.  f. 

dx^ 

m 

Auch  bei  Funktionen  mehrer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
ttellen,  weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden^  und  zieht  es  da* 
gegen  vor,  in  jedem  gegebenen  speziellen  l^alle  die  nöthige  spezielle 
Bechnung  auszuführen« 

§.  15. 
Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Bezeichnet  x  die  unabhängige  Variabele,  in  Beziehung  auf  welche 
ein  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Öifferenzialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  in  Null  übergehender  Zuwachs,  und  es  ist  mithin 
dx  unabhängig  von  x;  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Differenziale 
<^y  der  abhängigen  Variabelen y,  denn  für  yz=:f(x)  ist  dy=f*(x).dx 
und  hier  bildet  dy  eine  Funktion  von  «,  weil  es  aus  zwei  Faktoren 
hesteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Bemerkung  folgt  bei 
zweiter  Differenziation ,  indem  dx  als  constanter  Faktor  gilt, 
^y  =  df  {x)  .  dx=z  f*(x)  dx  .  dx=f*  (x)  dx'^  übereinstimmend 
Dut  den  früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren  Differenziatio- 
nen  dx\  dx^  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Es  kann  nun  im 
»erlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem  x  den 
Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und  ihn 
mf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  einzufüh- 
rende, Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Unter- 
Buchung  einer  Curve,  deren  Abscissen  x  imd  deren  Ordinaten  y 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Variabele  anzusehen ,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
konunen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Funktionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  wäre  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
^le  Stelle  der  DifiTerenzialquotienten 
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dy       d^y       d^y 
dx  '     d(ß^  '     dx^' 

£u  setzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Yariabele,  s< 
dem  als  Funktion  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderliche! 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Fi 
von  t  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y 

zusammengesetzte  Funktion  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren 

§.  7.,  L: 

dy         dy      dx 

'dt         dx       dt 
und  man  erhält  hieraus 


dy 

1)  iS-    =  -AL, 

dx  dsr 


dt 


Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Vanft- 
bele  t  differenzirt ,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t  abhängen,  findet  man  links 


\dx  J  \dx  /      dx 


d^y       dx 


dt  dx  dt         dx^       dt 

und  rechter  Hand  nach  der  Regel  für  die  Differenziation  der  Quo- 
tienten 

dx        d^y         dy        d^x 

dt    '  "dW         dT  '  IF 


i^) 


Stellt  man  beide  Ausdrucke  in  eine  Gleichung,  so  ergiebt  sich 

d^y 
durch  Reduktion  auf  7-^ 

dx^ 


2) 


d^y 

dx 
dt 

cPy 
dfi 

dy 

dt 

d*x 
dt^ 

dx^    ~ 

" 

/di 

A« 

Durch  Wiederholung  der  Differenziation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 


D 
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^Y  d^ dx^     d^     ^_|Q^  {^y       ^      ^ 

m)    dt^  dt  '  dt^  '  dt^    '       dt  \dty  ~  dt  '  dt' 


f 


dt^ 


m' 


Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar 
bar;  allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Complication 
ler  Ausdrücke  von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  y^  womit  gesagt  ist ,  -dass  nun- 
ehry  als  unabhängige  Variabele  gelten  oder  die  Gleichung  y  =/(ä) 
»gekehrt  werden  soll  [^  =  i^(y)],    so  ist 

dx  dx 


dy 


5) 


d^x 
\dy) 


dy 

3         dx       d^x 


6) 


d^y    _         \dy^/  dy       dy» 

dx»  /dxy 

\dy) 


u.  s.  w. 


Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor ,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden,  speziellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
es  später  sehen  wird. 


i 


Cap.  IV. 
Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen« 

'  §.  16. 
Der  Lauf  ebener  Gürven. 

I.    Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  ebener  krummer  Lim< 
wird  immer  die  nach  dem  Steigen  und  Fallen  derselben  sein,  w« 
man  gerade  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  schon  mit  einiger  Sichei 
heit  abnehmen  kann.  Soll  nun  die  Corve  steigen,  so  muss  die 
Ordinate  grösser  als  die  vorhergehende  sein;    beim  HeruntersI 
findet  offenbar  das  Umgekehrte  statt.      Betrachten  wir  also  #.< 
y  =z  f{x\  Ä-f-z/d?  und  y-\~^y=zf(jc-^dx)  als  Coordinaten 
Nachbarpunkte,  so  steigt  oder  fällt  die  Curve ^  je  nachdem  die  |3|!tf- 
ferenz 

^y  ==  /(^+-^^)  —  /W 
positiv  oder  negativ  ist,  wofür  man  wegen  des  als  positiv  vorausge- 
setzten ^x  auch  sagen  kann,  je  nachdem  der  DifiRdrenzenquotient 

/^  X  ^x 

positiv  oder  negativ  ist.  Nun  bildet  aber  der  Differenzialquotient  die 
Grenze  des  Differenzenquotienten  und  wenn  diese  Grenze  positiv  aus- 
fällt, so  muss  auch  der  Differenzenquotient  zuletzt  positiv  gewesen 
sein;  ebenso  wurde  ein  negativer  Differenzialquotient  nur  durch,  einen 
Differenzenquotienten  entstehen  können,  der  am  Ende  (d.  h.  für  hin- 
länglich kleine  ^ x)  negativ  war;  nach  diesen  Bemerkungen  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Die  Funktion  f{x)  und  ebenso  die  durch   y  =  f(je)  cha- 
rakterisirte  Curve  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  der  Differen- 
zialquotient /'  (ß)  positiv  oder  negativ  ist. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
•ich  an  die  Gleichung  <anr  =  f*(x)  erinnert;  für  ein  positives  f*{x) 
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|t  positiv,  die  BerÜhningagerade  5  7*  liegt  links  in  Fig.  9  und  die 

p;      g  Cnrve  steigt;    bei    negativem 

/-{*)  wird  T  negativ  =—05T 

oder  stumpf  r=  XS'  T',  die 

Berührende  S'  T-  fallt  rechts, 

also  entgegengesetzt,  und  die 

Curve  fällt.     Giebt  man  dem 

X     einen     aolchen    speziellen 

Werth,  dass  /'(*)  =  0  wird, 

so  liegt  die  Tangente  der  Ab- 

scissenachse   parallel   wie   im 

^  00 ,  so  ist  r  ^  90'  und  die 

naclise  wie  im  Punkte  B, 

Eine  zweite  Frage  ist  die  nach  der  Oonvexität  oder  Con- 

Bogen  PP'  (Fig.  10)  der  Äbscissen- 

faeiast  dies  nichts  Anderes,  als  dais 

er  Abscissenachse  liegt ,  dagegen  ist 

Fig..  11. 


der  Bogen  concav  (Fig.  11),  wenn  umgekehrt  die  Sehne  zwischen 
^m  Bogen  und  der  Abscis^enachse  durchgeht.  Schalten  wir  auf  der 
Mitte  der  Sehne  den  Punkt  Q  ein ,  constmiren  die  Coordinaten  der 
Pnokte  P,  Q,  p"  und  suchen  noch  die  zu  OM'  gehörende  Curven- 
wdmate  M'  P',  so  iat  im  Falle  der  convexen  Krünunung 

K'  Q  >  M'P'  oder  jtf'Q  —  M' P'  positiv 
Md  bei  concaver  Krümmung 

M'  Q,  -<  M'P'  oder  M'  Q.  —  M'P'  negativ. 
Für  OM  ^  X,  MM'  -^  /Jx  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
^PQ  das  arithmetische  Mittel  zwischen  3f P  und  M" P"  ist,   lautet 
itetes  Kennzeichen,  die  Curve  kehrt  der  Absciasenachse  die  convexe 
ixler  coDcave  Seite  zu,  je  nachdem  der  Ausdruck 

'-^^^f—— -/CH-^')=![/(-'+"')-2/(H-^«M-/(')] 
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positiv  oder  negativ  ist.  Da  es  nur  auf  den  eingeklammerten  At 
druck  ankonunt  und  andererseits  {/tx)^  jederzeit  positiv  ist,  so  ks 
man  sich  auch  des  Quotienten 

bedienen,  nm  die  obige  Entscheidung  in  ganz  derselben  Weise.] 
geben.    Ist  nun  für  verschwindende  jd  x 

Lim ^^^ 

positiv,   so  muss  der  ganze  Ausdruck  zuletzt  positiv  gewesen 
und  auf  gleiche  Weise  kann  dieser  Grenzwerth  nur  negativ  werd« 
wetin  der  Quotient  zuletzt  negativ  war.     Nach  Formel   8)  in  §.  I] 
bedeutet  der  fragliche  Grenzwerth  den  Differenzialquotienten 

■—-^  =  fix)  und  es  findet  daher  eine  convexe  Krümmung  st 
dx^ 

wenn  /"(^)  positiv  ist,  eine  concave,  sobald  f**(x)  negativ  ausfäll 
Diese  Bemerkungen  lassen  sich  auch  auf  den  Fall  übertragen,  wo 
'  Curve  unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  also  die  Ordinaten  MF^' 
M P^  M^Q  und  M* P*  negativ  sind,  und  zwar  wird  man  sehr  leieht 
finden,  dass  hier  umgekehrt  ein  negatives  Zeichen  des  f*'(x)  ^ 
Convexität,  ein  positives  der  Goncavität  entspricht.     Mit  dem  Vori- 
gen vereinigt  sich  dies  zu  folgendem  Satze : 

Die  Curve,    deren  Gl^ohung  y  =  f(x)  ist,  kehrt  der  Ab- 
scissenachse die  convexe  oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem 
/(a?)  und  /"  (j?)   gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
besitzen. 
Verschwindet  /"(^)  für  einen  speziellen  Werth  von  x^  ohne 
dass  zugleich  f(x)  =  0  wird,  so  findet  in  dem  betreffenden  Punkte 
der  Curve  ein  üebergang  von  der  einen  Krümmungsart  zur  anderen 
statt;  derartige  Punkte  heissen  Inf lexions punkte. 

Wie  man  mittelst  der  hier  entwickelten  Sätze  den  Lauf  einer 
Curve  verfolgen  kann,  wollen  wir  kurz  ah  einem  Beispiele  zeigen. 
Es  sei  y^  —  x^  '-\-  x^  =  0  oder 

1)  y  ■=  x^  Y^l — X 

die  Gleichung  einer  Curve  fünften  Grades,  so  findet  man 
d      ix  —  5 x^   X  (i  —  bx) 

dx    ~     2\/l—x     ~~      2^1  —  0: 
^y  _  8  —  24^4-  \hx^ 

und  schliesst  hieraus  Folgendes.     Da  in  Nro.  1)  das  Wurzelzeichen 
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jgnaowohl  positiv  &h  negativ  genommen  werden  darf,  ao  entspre- 
iBii  jeder  Abeciase  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Ordinaten; 
B  Cnrve  besteht  demnach  aus  zwei  congmenten  Theilen  von  entge- 
sgesetzter  Lage.  Betrachten  wir  deshalb  nur  den  einen  Theil, 
sicher  dem  positiv  genommenen  Wurzelzeichen  entspricht.  Da  x* 
mer  positiv  ist ,  so  bleibt  das  Produkt  «* yl^^  i'"'''  ^^'  «^^n 
■Dachten  Voraussetzung  immer  positiv  und  es  liegt  also  der  eine 
iBede  stehende  Theil  auf  der  einen  Seite,  etwa  oberhalb,  der  Ab- 
(iiseaachse.      Er  ist  reell,  so  lange  1  —  x  positiv  ausfällt,  mithin 

t;^ — 00  bis  j'^-}*!,  und  hat  mit  der  Abscissenachae  zwei 
te  gemein,  denn  für  «  ^  0  und  «  =  4-1  wird  jedesmal  y^O. 
kner  ergiebt  sich  aasNro.2),  das3/'(^)  negativ  ist  von  x^ — oo 
|t  t  =:  0,  positiv  von  «  =r  0  bis  a;  ^  J  und  negativ  von  *  ^  | 
|b  I  ^  1 ;  die  Curve  geht  also  aus  dem  Unendlichen  bis  zum  An- 

Egponkte  der  Coordinaten  herab,  wird  hier  von  der  Abscissenachse 
hrt,  steigt  von  jr=^0  bis  s^l,  hat  im  Punkte  («^J, y^^y|) 
horizontale  Tangeute,  und  fällt  von  ^  ^  |  bis  x  ^  1 ;  im  letz- 
teren Punkte  ist  die  Tangente  vertikal.  Aus  Nr.  2)  erkennt  man, 
imf"(x)  positiv  bleibt  von  x  ^  —  »  bis  dahin,  wo  zum  ersten 
»ile  8  —  24  «  4-  15  «»  =7  0  wird,  d.  h.  bis 

„=ÜJ=_|_V^=,„,4735..., 

'on  dt  ab  ist  /"(«)  negativ  bis  wiederum  8  —  24«  -f-  15**  ^  0 

>ird,  d.  h.  bis 

12  +  2  y/e 


15 


=  1,126  . 


im  letzteren  Falle  wird  aber  g  imaginär  und  braucht  nicht  beachtet 
m  werden ;  die  Curve  ist  demnach  couvex  von  x  ::=  —  <a  bis 
I»  =  0,4735  .  .  .  und  im  Uebrigen  (d,  h.  von  *  ==  0,4735  .  .  bis 
*  =  1)  concav.  Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man  bereits  eine 
'U»re  Vorstellung  von  dem  Laufe  der  Curve;  Fig.  12  giebt  ein  Bild 
Fig.  12. 
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So  hat  man  z.  B.  für  die  Hyperbel,  deren  Gleichung 

y  =   —  \/x^  —  a\  =  f(x) 

sein  möge, 

^  =  /'  (a?)  = ,  ; 

hieraus  ergiebt  sich  für  die  Subtangente:  j 

ferner  als  Gleichung  der  Tangente 

_  ^  1  ^  _         al 

woraus  für  unendlich  wachsende  x  die  Gleichung  der  Asymptote: 

^  —  —  S 
hervorgeht,  wie  schon  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt  ist 

IV.  Errichtet  man  im  Punkte  F  eine  Senkrechte  PJV  auf  dei 
Tangente,  so  entsteht  die  Normale  der  Curve;  MN  heisst  die 
Subnormale  (Fig.  1 3).  Aus  der  Bemerkung ,  dass  L  MPl^ 
=  zL  ^^  T  =  r  ist,  findet  man  leicht: 

dy 
13)  Shnm.  :;=  y  tanx  =z  y  -^  ; 

ferner,   wenn  |  und  i^  ^^  Coordiiiaten  irgend  eines  Punktes  de^ 
Normale  bedeuten, 

ri  —  y  =  (ß — D  cotr 
oder 

dx 

14)  n  —  y  —  —  -Tii  —  ^) 

als  Gleichung  der  Normale. 

V.  Um  den  Gebrauch  der  obigen  Formeln  zu  zeigen,  geben 
wir  einige  Beispiele  für  die  Construktion  von  Tangenten  und  Nor- 
malen. 

«.     Die  Kegelschnitte.      Rechnet  man  die  Coordinaten  $ 


tmd  Normalen  ebener  Curven.  GS 

1  y  TOD  dem  Eadpunkte  der  grossen  Achse  eines  Kegelschnittes 
\,  80  ist  bekanntlich 

allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  und  bedeutet  darin  p 
Ualbparanieter    (die    Ordinate    im  Brennpunkte).      Man  findet 

ttin  für  die  Oleicbung  der  Tangente 

Fig.  14.  Setzen  wir  |  ^  0 

und  sehreiben  %  für  tj, 
]  so  ist  )jo  das  Stttck  0  T 

I  (Fig.  14),   welches  die 

Tangente  von  der  Or- 
dinatenachse  abschnei- 
det, und  nach  dem  Vo- 
rigen hat  man 

p-\-  qx 

y'  ~  pa  — gic' 

y 

der,  Tetmöge  dea  Werthes  von  y\ 

1  P* 

I  *  =  p 

W  giebt  folgende  Construktion  der  Tangente :  mxn  nehme  OCl^p, 
iDe  TOD  Q  auf  OP  eine  Senkrechte,  welche  die  Ordinatenachse  in 
fidineidet  und  verbinde  endlich  T  mit  P  durch  eine  Gerade.  Was 
piu  die  Normale  anbelangt,  so  bemerke  man,  dass  die  Gleichung 
f)  uch  in  der  Form 

"  da  -  a  ^ 
^^tellt  werden  kann,  wo  die  linke  Seite  die  Subnormale  bedeu- 
»I  man  hat  dann  folgende  Construktjon  der  Normale  (Fig.  14): 
•f  OP  errichte  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Ahseissen- 
iW  in  Ä  begegnet,  nehme  dann  RN  =  j»,  oo  ist  NP  -die  Nor- 
rie. 

?■  Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 
mt  eines  Kreises  beschreibt,  wenn  letzterer,  ohne  za  gleiten,  auf 
Biei  Geraden  fortgewälzt  wird,  sich  also  die  Peripherie  des  Kreises 
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anf  der  G«r«deii  abwickelt.    Ist  .^  die  gegebene  Gerade  (Fig.  M 
j^  jg  Ä   der    An&ngspQatt     d 

Bewegung,  ßÄ=r,  ^(?J 

in  The 

sera    a) 


v=  NP  ^  GK—FK  =  r— i 

Für    (  =  X,  also  nach  einer  halben  ÜmwäJ 

=  rn  und  u  =  CD  ^  2r,    Nelunen  wir  C  als 

Coordinaten,  nämlich  Clf=  ;»  tind  J£P^  ^,  i 

y  =  rit — M  oder 

17)  «  =  r(l  +  CMO,     y  =  r(«  — (+«>.0. 

Hieraus  folgt,  indem  man  t,  den  sogenannten  Wälznngswinkel , 
nnabhängige  Yariable  ansieht; 

femer  durch  ^riaion 

dy        1 — co»t 


1 — co»t    \ /l^ 


da  mnt  y'l — cm'(         *    1-J-cm* 

Andererfleitsgfolgt  aus  Nro.  17J :  l-f-co«(=— ,    1 — cö«(  = 
und  mithin  ist  jetzt: 


Fig.  ] 


r—ai_  \ßr. 


Dies  hat  einen  sehr  einiachl 
geometrischen  Sinn.  Denkt  ml 
sich  n&nlich  über  CD  =  i 
(Fig.  16)  den  Ereia  CQZ>  co 
struirt  und  die  zn  CM  =^  x  g 
hörende  Ordinate  desselben  an 
gesucht,  so  ist  dieselbe 

nnd  es  folgt  jetzt  ans  Nro.  18 
dass 
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I  ^r  =  (_MCCit    d.  h.  die  Tangente  parallel  CQ  und  ebenso 

formale  parallel  2>Q  ist. 
}>.    Die  Cissoide  entsteht  auf  folgende  Weise,     lieber  der 

I  Pig.  17^  Geraden  uiJ5  =  2r  als  Durch- 

messer (Fig.  17)  ist  ein  Kreis 
beschrieben  und  im  Punkte  B 
eine  Senkrechte  auf  AB  errich- 
tet; zieht  man  von  A  aus  belie- 
bige Gerade,  welche  den  Kreis 
in  27,  die  Senkrechte  in  F  schnei- 
den und  nimmt  immer  VP=AÜ^ 
so  erhält  man  beliebig  viele 
Punkte  P  der  Cissoide.  Für 
AM  =  47,  MP  =  y  findet  man 
nach  dieser  Angabe 

2r — X 
f-Gleichimg  der  Corve;  die  Differenziation  giebt 

j.  ^ (8r — ie)sB^ 

,  ^  dx~    (2r— ä)2' 

ividiitman  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so  wird 

dx        (2r — x)x        2rx — a?* 

c^  3r — a  3r — x 

I  Die  linke  Seite  ist  die  Subtangente ,  rechts  bedeutet  2rx  —  x^ 
I  Qnadrat  der  zur  Abscisse  AM=s>x  gehörenden  Kreisordinate 
pl,  und  vermöge  dieser  Bemerkung  hat  man  folgende  Tangenten- 
■Btniktion:  man  nehme  BC  =:  r^  ziehe  CQ  und  darauf  eine  Senk- 
^^  welche,  von  Q  ausgehend,  die  Abscissenachse  in  S  schneidet« 
t Gerade  SP  ist  dann  die  Tangente.  Für  die  Construktion  der 
puJe  giebt  es  nichts  Kürzeres,  als  erst  die  Tangente  und  auf 
m  eme  Senkrechte  zu  legen. 

I  ^  §.18. 

i  Krümmungskreis,  Evolute. 

I.  Die  Gleichung  der  Normale  am  Punkte  xy  einer  Curve  lässt 

Ik  f  or  y  =  /(ai)  und  ;p  =  /'  (x)  sehr  leicht  auf  folgende  Form 

dx 

fingen: 

5* 


1 
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für  einen  zweiten  Punkt  der  Cnrve,  dessen  Coordinaten  se  ~f-  d 
yi  =  f  (x-\-S)  sein  mögen,  würde  auf  ganz  gleiche  Weise  sein  r' 

2)  fi^  +  S)  .  i?  +  l  =  ^+»+/(^+«)/'(^  +  »). 

Die  beiden  Normalen,  deren  Gleichungen  hier  aufgesi 
werden  sich  im  Allgemeinen  schneiden  und  zwar  ßm 
Coordinaten  des  Durchschnittes  dadurch,  dass  man  in  1) 
Tj  als   Unbekannte  ansieht  und   auf  algebraische  WeiaeC 
Man  erhält  so  : 

^_.9+/i<'+S)f>  ix-\-9)  —  f(x)  fix) 

oder,  indem  man  beiderseits  y  =  f(jß)  abzieht : 
und  aus  Nro.  1): 


in  beiden  Gleichungen  Zähler  und  Nenner  duri 


Diyidirt  man 
d,  so  ist  auch 

1  +  ^Ö%z:Z(iV(.+Ä) 


'^         ^-'  =  -         f'ix+Sy-nxy /'(^)' 


8 
und  hieraus  ergiebt  sich  für  9  =  0,  d.  h.  wenn  die  beiden  PonUl 
durch  welche  Normalen  gelegt  waren,  in  einander  fallen: 


d«2 

3 


e,  ,_,  =+i±m£W      ^. 


'  +  ©) 


da?«  i 

Der    Durchschnitt   zweier   benachbarter  Normalen   rückt   als« 

nicht  ins  Unendliche  fort,  wenn  die  Normalen  zusammenfallen,  son 

dem  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte,  dessen  Coordinaten  {  unl 

ri  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  entnonunen  werden  können.    Die 


r 
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ur  den  ersten  Augenblick  übemwchende  Resultat  erklärt  sich 

geometrisch  leicht.     Denken  wir  uns  in  Fig.  18  die  Normalen 

Flg.  18.  ^^  ^®^  Punkten  F  und  P'  bis  zu 

ihrem  Durchschnitte  B  verlän- 
gert, so  sind  die  Längen  Yon  PB 
undP'Ä  um  so  weniger  verschie- 
»den,  je  näher  P  und  P'  aneinan- 
der liegen.  Nehmen  wir  daher 
näherungsweise  P^  B  =  PB^  so 
lässt  sich  B  als  Mittelpunkt  eines 
Kreises  ansehen,  der  die  Punkte 
P  und  P'  und  in  diesen  zugleich 
die  Tangenten  PT  und  P'  T'  mit 
der  Curve  gemein  hat,  der  sich 
unter  allen  sonstigen  durch  P  und  P'  möglichen  Kreisen  jeden- 
der  Curve  am  genauesten  anschliesst,  oder  wie  man  zu  sagen 
mit  der  Gurre  fast  gleiche  Krümmung  besitzt.  Diese  nur  nä- 
inggweise  richtigen  Behauptungen  erhalten  volle  Gültigkeit,  wenn 
'  und  P  zusammenfallen ;  der  nunmehr  durch  die  Gleichungen  5) 
Bii 6) bestimmte  Funkt  ^i]  heisst  dann  der  Krümmungsmittel- 
fiinhf  und  das  zwischen  den  Punkten  a^y  und  ^ri  enthaltene  Stück 

t Normale  der  Krümmungshalbmesser;  nennen  wir  q  diese 
e,  80  ist 

nach  dem  Vorigen  findet  sich 


L 


3 


[■ + (H)'] 


V/l  +  [/^(^)P     ^    L    "^  \dj!j  ]     ^       ds^ 
^  f**{x)  d^  dx  .  d'^y       ' 

dx^ 
Der  aus  1 17  mit  Q  beschriebene  Kreis,  derKrümmungskre^is^ 
nun  die  Curve,  welche  durchaus  gleichförmig  dieselbe  Krümmung 
itzt,  welche  der  Curve  y  =  f{x)  im  Punkte  xy  zukommt.  Man 
übrigens  vermöge  dieser  Vorstellungsweise  auch  direkt  zu  der 
onnel  7)  gelangen;  ist  nämlich  t  wie  gewöhnlich  der  Winkel itf/ST* 
^g*  18),  und  der  Bogen  ÄP  =  s^  so  ändern  sich  r  und  8  um  ^r 
Md,  wemi  X  um  ^x  zunimmt;  diese  Aenderungen  sind  in  der 
Figur  sichtbar ,  nämlich 
f  ^s=i  ÄrePP* 

•  •  ^r=  LXS^T'  —  LXST=  LT'UT=  LP*B>P. 
p«meT  kat  man  unter  der  Voraussetzung,    dass  PP'  ein  mit  dem 
Halbmesser  PB  =  q  beschriebener  Kreisbogen  ist: 
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^s  :=  Q  .  jdt  oder  p  =  — j^, 
folglich  genau  bei  verschwindenden  ^x^  ds^  ^z 

dy 
Vermöge  der  Gleichung  tant  =  -r^  oder  umgekehrt  T=:=Arctan 

CLiß 

ist  aber 

dx 


dt  = 


3 


und  diese  Substitution  macht  die  Formel  8)  identisch  mit  der  nn^ 

Nro.  7)  gefundenen. 

Nimmt  man  das  in  unseren  Formeln  vorkommende  Wurzelz4 

chen  immer  positiv,  so  hängt  das  Vorzeichen  des  Q  von  dem  Vol 

d^y  .  ' 

zeichen  des  Nenners  --T-Yab;    dies  heisst  geometrisch,    der  Erüni 

mungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander  entgegengesetzte 
Lagen  haben  und,  wenn  die  eine  Lage  dem  Falle  der  Convexil» 
entspricht,  so  gehört  die  entgegengeset^  Lage  zum  Falle  der  Con 
cavität,  wie  man  auch  in  der  Figur  bestätigt  finden  wird. 

Für  die  geometrische  Construktion  des  Erümmungshalbmessei 
ist  die  Bemerkung  von  Vortheil,  dass  man  die  Gleichung  7)  dnrc 
-  die  folgende  ersetzen  kann: 

worin  N  die  Länge  der  Normale  bezeichnet;  letztere  ergiebt  sid 
bei  der  Construktion  von  selbst,  sobald  man  ^e  Lage  der  Tangent 
oder  die  Subnormale  bestimmt  hat.  So  findet  man  z.  B.  durch  zwd 
malige  Difierenziation  der  Kegel  Schnittsgleichung 

y  =  \/2pa?-)-  qa^ 

für  den  zweiten  Differenzialquotienten  den  Werth 

d^y  _   P^ 

mithin  fiir  den  Krümmungshalbmesser  die  sehr  einfache  Formel: 
welche  sich   mittelst  folgender  Betrachtung   construiren  lässt.     Li 
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j.  19  sei  DE  die  Direktrix  eines  Kegelschnittes,  'F  s^n  Brenn- 
Kg.  19. 


nkt,  ÄF  =  f,  AM  =  «,  FP  =  r,  bo  stehen  bekanntlich  die 
■ttoniu^n  FP  und  FU  in  einem  constanten  Verhältniss,  welches 
iMuea  möge,  und  es  ist  daher  gleichzeitig 

TF  =  ^'     'ÄD    =  ^' 
Berücksichtigt  man,  dass  in  der  ersten  Gleichangi'i7=  42) -j-« 
üt, Lid  eliininirt  ÄD  aus  beiden  Gleicbnugeu,  so  findet  maa 

I     Vennöge  dar  Gleichnng  y^  =  r*  —  (/ — «)*  erhält  man  hieraus 

j,ä  =  2(1  +  0/. *+(«'  — 1)*' 
Bd  durch  Tergleichnng  mit  der  gewöhnlichen  Form  der  Eegel- 
icbittegleichnng 

p  =  {l  +  «)A    «  =  6»-i. 
'     Ffii  die  Sabnonnale  MN  =:  p  -\-  qx  ergiebt  sich  nun 

ndwenn  man  MF  =  / — «  hiervon  abzieht,  so  bleibt 

FN=  s/4-ii*=  er, 
Knaa  n.  A.  die  Gleichheit  der  Winkel  FÜP  und  J'PJV,  also  eine 
Dcoe  Construktion  der  Normale  NP  folgt.     Zieht  man  NQ  senk- 
recht sof  P  J",  Bo  erhält  man  zwei  Dreiecke,  FNQ  und  FPM,  ans 
deren  Aehnlichkeit  die  Beziehung 

FN 
Fa  =  yp-FM=B(J-xi 
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enUpringt,  welche  erkennen  lägst,  das*  PQ  =  FQ-^r  =  «(/ — ^ 

-\-  /-\-£a  =  (l-j-e)/^  ji,  and  mithin 

,ecNPF=  —  ^- 

sein  mu83,  wo  JV  die  Normale  bezeichnet.    Nachdem  man  hierdurck) 
die  geometrische  Bedentnng  des  in  der  Formel  10)  vorkommendea 

N 
Quotienten  —  gefunden  hat,    ist  es  leicht,    den  Erfimmtuigshalb- 

P 
messer  geometrisch  darzn^Uen,  und  zwar  besteht  die  Construktton 
■ehr  einfach  darin,  dass  man  in  N  (Fig.  20)  anf  der  Normale  eine 
Fig.  20. 


Senkrechte  errichtet,   welche  den  verlängerten    Vector   PF  in   iV 
schneidet,  und  nachher  wieder  in  N'  eine  Gerade  senkrecht  auf  PHP    ; 
zieht,  bis  sie  der  Normalen  in  R  begegnet;  R  ist  dann  der  ExOm- 
mungsmittelpunkt  und  PR  der  Kriimmungshalbmesser. 

Ein  anderes  sehr  einfaches  Beispiel  bildet  die  Cycloide;  man  I 
wird  leicht  finden,  dass  ihr  Krümmnngshalbmesser  das  Doppelte  der  ' 
Nonnale  ausmacht 

n.  Die  Formeln  Bur  Bestimmung  des  Erümmnngsmittelpunktes 
enthalten  in  letzter  Instanz  nnr  drei  Veränderliche,  nämlich  x,  |  und 
1},  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichungen  von  der  Form 
y  =  f(x) ,  sowohl  y  als  die  Differenzialquotienten  von  y  dnrch  s 
aasdrücken  kann.  Denkt  man  sich  ans  diesen  zwei  Gleichungen  { 
zwischen  «,  |  und  ij  die  erste  Variabele  eliminirt,  so  bleibt  nur  eine 
Gleichung  zwischen  |  und  1}  übrig ;  eine  solche  Beziehung  zwischen 
den  Goordinaten  irgend  eines  Krümmungsmittelpunktes  ist  nichts 
Anderes,  als  die  Gleichung  der  Curve,  welche  die  verschiedenen  : 
Krümmnngsmittelpnnkte  in  ihrer  Aufeinanderfolge  bilden.  Diesen 
geometrischen  Ort  der  Krümmungsmittelpuakte  nennt  man  die  Evo- 
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Inte  der  gegebenen  Cnrve.  So  findet  man  z.  B.  für  die  Parabel 
pitteist  der  angegebenen  Elimination 

^  ^         27      p 

ils  Gleichimg  der  Parabelevolnte ,  welche  eine  Linie  dritten  Grades 
bildet.  Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  ihre 
Evolnte  wiederum  eine,  mit  ihr  congruente,  Cycloide  ist,  die  jedoch 
eine  andere  Lage  hat.  —  Die  Benennung  Evolute  kommt  übrigens 
daher,  dass  man  sich  die  ursprüngliche  Curve  durch  Abwickelung 
eines  um  die  Evolute  gelegten  Fadens  entstanden  denken  kann. 

§.  19. 
Formeln  für  Polarcoordinaten. 

Giebt  man  die  Gleichung  einer  krummen  Linie  nicht  in  recht- 
winkligen y  sondern  in  Polarcoordinaten  an ,  so  ist  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Badiusvector  und  der  Abscissenachse  die  un- 
abhängige  Variabele,  und  jener  Leitstrahl  die  abhängige  Yariabele. 
Für  OM  =  ay  MP  =  yy  0P=  r,  /_MOF  =  u  gelten  zunächst 
die  Gleichungen : 

1)  X  =  rcosuy    y  =  rsmu^ 

welche  zum  Uebergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  Coordinaten- 
B3r8tem  dienen ;  löst  man  die  an  die  Stelle  von  y  =  /(^)  tretende 
Gleichung  rsinu  =  /(rcosu)  nach  r  auf,  so  erhält  man  ein  Resul- 
tat von  der  Form: 

2)  r  =  <)p(tO, 

woraus  sich  auch  die  Differenzialquotientea 

dr       cPr 

du  '     du^' 

ableiten  lassen.  Es  fragt  sich  nun,  welche  neue  Formeln  an  die 
Stelle  der  früheren  treten,  wenn  man  die  vorstehenden  Differenzial- 
quotienten  statt  der  früheren  einführen  will. 

Die  Formeln  1)  geben  zunächst  durch  Differenziation  in  Bezie- 
hung auf  die  neue  unabhängige  Yariabele  u : 

dx  dr 

O)  r—    =    -r—  C08U  —  rSltlU 

du  du 

4)  -r*-   =   -7—  nnu  +  rcosu: 

du  du  ^ 
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folglich  durch  Division  unter  BerUckaichügnng  der  Formel  -^  =^  tan  x : 

dr     .  dr  . 

-T-  smu  -\'  rcosu  -7—  dwiw-f-r 

toir  =  - =   -7- 

dp  ,  dr 

-z-  coau  —  ramu ^rttmu 

du  du 

Die  Bednkdon  aof  -7—  giebt  weiter : 

dr  l-f-tanrtonu 


tont  —  tanu  tan(z — «) 

d.  i. 

5)  cotir-u}  =  ±^. 

Durch  diese  Formel,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache' 
Y\g.  21.  geometrische      Betrach- 

tung finden  kann,  Trird 
das  Problem  des  Tan- 
gentenziehens  tmmiftel' 
bar  gelöst,  dena  es  iat 
t — u  der  Winkel,  wel- 
chen die  Tangente  mit 
dem  Radiusrector  bildet 
(_/_OPS  iaFig.  21). 

Kennen  wir  et  den 
Winkel  PNX,  welclien 
die  Normale  mit  der  Achse  der  x  einschliesst,  aoiatta^\x~j-r 
oder  t  —  H  ^  to — u  — J3r,  und  es  folgt  jetzt  aus  5): 

6)  tan(io  —  u)  = ■  -j— ,  ' 

womit  sich  der  Winkel  et  —  u  zwischen  Normale  und  Radiusvector 
bestimmt. 

n.    Die  Formel  für  das  Bogendifferenzial 
dl'  =  dn^  -\-  dyS 
verwandelt  sich  mittelst  der  Werthe  von  dx  und  dy  aus  Nro.  3)  und 
4)  in  die  folgende: 

7)  diä  =  dr>-t-Crdu)a 
oder 

8)  d.  =  du  v/r'+d^)', 

was  man  durch  eine  geometrische  Betrachtung  leicht  prüfen  kann. 
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m.    Um  auch  den  Krünunungsh&lbmesser  in  Polarcoordinaten 
luszndrücken,  bemerken  wir  zunächst,  dass  man  mittelst  der  Formel 

US  der  Gleichung  5)  die  folgende  ableiten  kann : 

1 


sin^  (t  —  w) 


H-^^J 


Differenzirt  man  dagegen  die  Gleichung  5),  indem  man  r  und 
X  als  ^Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  u  betrachtet,  so  wird 

dt 
"dbi  ^  _  _  /  1    dr^  '       l    d^r 

sin^(t  —  m)  \  r    du)     •"    r    du'^  ' 

Diese  Gleichung  multipliziren  wir  mit  der  vorhergehenden  und 

«dnriren  arf  ^;  die,  giebt: 

du 


+K4 


dry         1    d^r 


dt '        \  r    du/ r    du^ 

du  ~  ii/'^^'*V 

^'^yjdZj 

Wenn  man  mit  dieser  Gleichung  in  die  folgende 


£='v/'+(f^)* 


ds 
dividirt,  so  erscheint  linker  Hand  -r-,  d.  lu  der  Erümmungshalb- 

dt 


messer,  nämlich: 


3 


'       \r  duj  r  du^  '       \du/ 


^  du^ 


Von  besonderem  Vortheil  sind  die  hier  entwickelten  Formeln 
in  den  Fällen,  wo  die  Polargleichung  einer  Curve  einfacher,  als 
^e  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist.  Sucht  man  z.  B. 
den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  P,  deren  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  F  rmd  G  (Fig.  22)  mit  einander  multiplizirt  eine 
Bechtecksfläche  geben,  die  constant  und  zwar  gleich  dem  Quadrate 
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über  IFG  üt,    so   findet  man  für   OF:=OG  =  c,    OMz^x, 

MF  =  y:       _^_ 

yjic  —  «)»  +  y*  .  V'C"  +  *)*  -\-f~  c'i 
oder  nach  gehöriger  Beduküan 

C*»  +  y=)s  =  2  c»  («*  -  y») 
p;„  22.  *'*    Gleichung   diese« 

geometrischen  Ortes; 
derselbe  ist  eine  Curre ; 
vierten  Gradeä,  welche 
den  Namen  Lemnia- 
cate  fuhrt.  In  Polar- 
coordinatea  wird  die 
Gleichung  dieser  Linie: 

r*  ^  2  c*  cos  2  w, 
oder  wenn  wir  c  ^2  kurz 
mit  a  bezeichnea : 


Man  erhült  hieraus: 

dr    _ 
du  ~~ 
und  mithin  nach  den  Fonneln  5]'und  6): 

co((r  — u)  =  —  fein2u,  tan(o)  — u)  =  fam2u, 
woraus  hervorgeht,  d&ss  der  Winkel  zwischen  Normale  und  Loit- 
atrahl  das  Doppelte  von  dem  Winkel  swiachen  Leitstrahl  und  Ab- 
Bcissenachse  ausmacht. 

Andere  bemerkenswerthe  Beispiele  bieten  die  Spiralen  dar, 
namentlich  die  Archimedeische  Spirale  r  ^  av,   die  parabolische 

r  ^  \/2au,  die  hyperbolische  r  =  — ,  und  die  logarithoiische  Spi- 


rale, für  welche  r  ^  e"**  ist. 


Die  Taagenten  and  Normalebenen  an  doppelt 
gekrümmten  Linien. 

I.  Eine  Curve  von  doppelter  Krümmung  hat  bekanntlich  zwei 
Gleichungen,  weil  man  sie  als  den  Durchschnitt  zweier  Flächen 
betrachten  kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa 
in  der  Gestalt: 
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Bo  kann  man  aus  ihnen  einmal  z  und  einmal  y  eliminiren,  und  man 
erhält  dann  zwei  neue  Qleichungen  von  der  Form: 

welche  nichts  Anderes  als  die  Gleichungen  der  beiden  Projektionen 
unserer  Curv«  auf  die  ay  \md  ^z  Ebene  sind.  Es  mögen  nun  zwei 
Punkte  JP  und  P  der  Curve  betrachtet  werden-,  deren  Coordinaten 
*,  y,  e  und  x-^jdx^  y-(-^y,  z-{-^z  heissen  sollen.  Die  Länge 
der  Sehne  PP  ist  dann 

y/^a!^-^^y^-\-Jz^ 

und  wenn  wir  a^  ß^  y  die  Winkel  nennen,  welche  diese  Gerade 
mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesst,  so  ist 

^x  1 


€08  a 


\/Ja:^-{'Jy^'\'^z^ 


vATilTTTiJ 


/,  ^y  ^^ 

cosp  =  — 


V/^a:2-f  z/y2-f  z/^i«  /         f^y^    ,    /^^V 


v/-+(^; + (^j 


/Iz 

/Iz  dx 

cosy  = 


Für  verschwindende  ^dx  rücken  die  Punkte  P  und  P  zusam- 
men, die  Sekante  wird  zur  Tangente  und  aus  den  vorigen  Glei- 
chungen werden  die  folgenden: 

1 


cosa 


n/'+(^)"+(1)' 


8) 


dy_ 
iCOtp  = 


v^+m'+m 


coay  = 


dz 
dx 


v''+(-f)'+(^y 
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wo  nunmehr  a,  /3,  y  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Tangente  in 
Punkte  x%iz  mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesat. 

Der  in  diesen  Formeln  vorkommende  gemeinschaftliche  N< 
hat  einen  geometrischen  Sinn.     Bezeichnen  wir  nämlich  den 
PP  mit  ^5  und  die  gleichnamige  Sehne  mit  ^dd^  so  findet  fo 
Gleichung  statt: 

und  für  z^d?  =  0,   wobei  -j—  die  Einheit  zur  Grenze  erhält, 
hieraua: 

oder 

5)  d8^  =  da*  +  dy*  -f  dr». 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  8)  hat  man  jetzt: 

6)  cosa  =  -T"i    co«p  =  —-^    €08 y  =  — r— . 

ds  '^  de  '  ds  . 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xyz  za  finden^ 
betrachten  wir  einen  beliebigen  Punkt  der  Tangente ,  nennen  {,  i},  ( 
seine  Coordinaten  und  r  seine  Entfernung  vom  Punkte  x^  y^  z;  es 
finden  dann  folgende  drei  Gleichungen  statt: 

{  —  X  =  rcosa^  ij  —  y  =  rcosß^  f  —  ä?  =  rcosy^ 
aus  denen  man  leicht  die  nachstehenden  zwei  bildet: 

cos    ß  y  N  *  COSy  .u  V 

cos  a  cos  a 

Setzt  man  in  diesen  für  cosa^  cosßj  cosy  ihre  Werthe,  so  hat 
man  unmittelbar  die  Gleichungen  der  Tangente,  nämlich: 

Man  erkennt  aus  ihnen,  dass  die  Projektionen  der  Tangente 
die  Projektionen  der  Curve  berühren,  was  sich  voraussehen  Hess. 

n.  Eine  Ebene,  senkrecht  auf  die  Tangente  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  letzteren  gelegt,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  Q  (Fig.  23) 
der  Normalebene  mögen  1)1},^  sein,  u,  t7  und  to  mögen  die  Win- 
kel bezeichnen,  welche  der  Badiusvector  OQ  mit  .den  drei  Coordi- 
natenachsen bildet;  es  ist  dann  zunächst: 

8)     J  =  OQ  .  coÄM,  ij  =  OQ  .  cosv^  f  =  OQ  .  cosw. 


an  doppelt 

Sei  ferner  OA  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkte  der  Coordi- 
Pi-   28,  Daten  auf  die   Normalebene,    so 

ist  04  parallel  der  Tangente  PT 
und  bildet  folglich  mit  den  Ach- 
sen dieselben  Winkel  tc,  ß,  y 
wie  FT.  Nach  einem  bekannten  - 
Satze  der  analyüschen  Geometrie 
hat  man  nun: 

CO»  AOQ,  =  cosa  .  coau 
■\-  cosß:  coev  -\-  coey  .  coaw, 
folglich  durch  Multiplikation  mit 
0  Q  unter  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 8): 

OQ  .  coaAOQ  =  coaa  .  | 
-\-  eos  ß  .  t]  ~\-  coa  y  .  i. 
Das   linker  Hand    stehende 
Entfenmng  OÄ,  welche  p  heissen 
möge;  man  hat  daher  als  Gleichung  der  Ebene  MNi 
p  ==  cos  DE  .  I  -|-  cos  /S  .  1)  "4-  cos  7  .  {. 
Diese    Gleichung  muss  auch  für  den  Funkt  P  gelten,    durch 
welchen   die    Normalebene  gelegt  ist;    snbtrabirt   man  die  so  ent- 
ziehende Gleichung 

p  =  c(Mc.«-f- cos /?.y-f- CO»  y.« 
von  der  obigen,  so  bleibt: 

0  =  eo»a  .  it—x)  +  cotß  .  (ij— y)  +  cosj-  .  CE— «), 
oder  nach  Division  mit  costc  und  yermSge  der  Werthe  von  eoitc^ 
eoaß,  coiy: 

"       s-'  +  ^('-»)+-5r  «-')  =  ». 

und  dies  ist  die  Gleichung  der  Normalebene  in  ihrer  brauch- 
barsten Gestalt. 

Die  in  unseren  Formeln  vorkommenden  Differenräalquottenten 


ten,  wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind; 
kennt  man  aber  uur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die 
Linie  angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Para- 
graphen  angedeutete  Elimination  nicht  ausfilhren,  so  muss  man  die 

Gleichungen   1)  zur  Entwickelung  von  --p-  und  — —  benutzen.  Die 

DiBerenziation  derselben  giebt  nnter  der  Rücksicht,  dass  in  ihnen 


! 
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eine  unabhängige  Variabele  x  und  zwei  abhängige  Yariabele  y  vai 
z  vorkommen:  I 

?j?  '  3y  da  ~^  "hz  dx 
TiF  ,  'bF  '  dy  ,  ^F  dz 
'bx     '  by        dx  "bz        dx 

Hieraus  findet  sich  durch  Elimination: 

V         bF         bF        2f 


10) 


dy            bx         bz bx  bz 

d7  ~  JF  bf          bf  bP 

by  bz           by  bz 

bf  bF         bF  bf 


dz  bx         by bx         by 

Ix   ~     bF        bf  bf        bF 


bz  by  bz         by 

und  dies  ist  jetzt  in  unseren  Formeln  zu  substituiren. 

§•  21. 
Die  Krümmungsverhältnisse  räumlicher  Curven. 

So  wie  wir  in  §.  18.  den  Grenzpunkt  aufsuchten,  in  welchen 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalen  einer  ebenen  Cunre 
überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir  bei 
doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in  welche  der 
Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalebenen  beim  Zusammen- 
fallen dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  mögen  ^,  y,  ^ 
die  Coordinaten  des  Punktes  P  und  x^  ^=^  x  '■\-  ^d  x^  y*  z=  y  -j-  jdy^ 
z*  =  z  -\-  ^z  die  eines  zweiten  Punktes  P*  sein;  die  Gleichungen 
der  durch  P  und  P*  gelegten  Normalebenen  sind  dann  nach  Nro.  9) 
des  vorigen  Paragraphen: 

1)  (i— x)  dx  +  (ri—y)  dy  -f  (g— ^)  dz  =  0, 

(I— Orfar'+  (ij— yO<^y'  +  (&  —  z')dz'=  0. 
In  Beziehung  auf  x^  y^  z  iat  6xq  erste  Gleichung  unter  der  all- 
gemeinen  Form  F(x^y^z)  =  0,  die  zweite  unter  der  entsprechenden 
Form  i^(^',  y',  z')  =  0  oder  F  (x -]-  jdx^  y  -\-  ^y,  z  -|-  jd  z)  =  0 
enthalten;  beachtet  man  aber,  dass  immer  die  Gleichung 

F(a?4-^a?,  y+^y,  z-\-Jz)  =  F(x^  y,  «)  -f-  dF(jc,y,  z) 
statt  findet,  wo  rechter  Hand  ^  die  totale  Differenz  bezeichnet  und 
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iröcksichtigt  man  ferner,  dass  F  (a^  y^  z)  =  0  ist,  so  kann  man 
e  Gleichung  der  zweiten  Normalebene  durch 

'  ^  ia—x)ds  4-  (ri—y)dy  +  a-z)dz']  =  0 

irstellen.  Um  femer  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
leiie  mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  ^ 
Wi  haben  so  durch  Ausführung  der  totalen  Differenziation 

(1—^)  d^x  +  (71— y)  d^y  +  (g  — r)  d^z 
—  dx^ -- dy^  —  dz^    ==     0, 
^r  kürzer 

)      ii—ai)d^w  +  in—y)^y  4-  it—^Wz  =  ds^ 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
m  sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  g  —  z^  das  andere 
U  1}  —  y  ans  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte,  da  es  uns 
ber  nur  auf  die  Grenzlinie  dieses  Durchschnittes  ankommt,  so  be- 
ntzen  wir  die  Glei<^hung  8)  statt  der  Gleichung  2),  in  welcher  durch 
im  Gebrauch  des  Differenziales  statt  der  Differenz  der  vorzuneh- 
neiide  Uebergang  zur  Grenze  bereits  ausgesprochen  ist.  Unter  Be- 
mknmg  der  Abkürzungen 

4)  X^=dyd^z — dzd^^  Y=dzd^s — dad^z,   Z=z€UßcPy — dyd^x 

&den  sich  nun  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

Y  ^^        ^        ds^dz 

'^  —  y  =  'x  ^^~^^  — x^ 

l  —  ^  =  -^  Cc  —^;  i — ■^^^ 

^  Gleichungen  der  Grenzlinie  für  den  Durchschnitt  zweier  be- 
uchbarten  Normalebenen.  Nennen  wir  u^  v,  %o  die  Winkel,  welche 
liege  Gerade  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  so  ist  nach  bekann- 
^  Sätzen  der  analytischen  Geometrie : 

.V  C08U    C08V    C08W  1 

T^  "^  "y"  "~  ""^  ~  yjX^  -f  Y2  _^  ^  * 

Auf  die  oben  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  vom  Punkte  P 
HU  eme  Senkrechte,  deren  Fnsspunkt  die  Coordinaten  $,  i},  S  be- 
sitzen und  deren  Länge  Q  sein  möge.  Der  Fusspunkt  £  1}  S  heisst 
lum  der  Krümmungsmittelpunkt  und  Q  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  doppelter  Krümmung.  Nennen  wir  A,  /x,  v 
üe  Winkel,  welche  Q  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  so  ist  erstlich 

7)     {— ar  ==  p  (jo«A,     VI — y  =  q  cos^^     {  —  z  =  Q  cosy^ 

BehUmilch,  AnalyiU.  6 
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ferner,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  mit  eil 
ander  einen  rechten  Winkel  bilden :    , 

C08U  COSX  -f-  C08V  COSfJL  -f-  C08W  COBV  ==  0. 

Setzt  man  für  cosu^  coav^  co8w  ihre  Werthe  aus  Nro.  6^,  n^ 
für  co«A,  co8[A^  C09V  ihre  Werthe  aus  Nro.  7),  so  verwandelt  si^ 
die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende:  ' 

8)  X  (S— «)  +  T(ii—Jf)  +  Z  (S  — «)  =  0- 

Die  Goordinaten  |,  i},  S  ^^^  Krümmangsmittelpunktes  bestip 
men  sich  aus  der  doppelten  Bemerkung,  dass  sie  einerseits  in  d4 
Grenzlinie.  5),  andererseits  in  der  Senkrechten  darauf  liegen  müBs^ 
was  durch  die  Gleichung  8)  ausgedrückt  ist.  Aus  den  Gleichungen 
5)  und  7)  findet  sich  nun:  j 

^  T  dz  —  Z  dy      ,  ^ 

/       '  ^  d^  —  X  dz      ,  „ 

Xdy-Yd. 

^  X3  +    Y2  ^  Z2  " 

Für  den  Krümmungshalbmesser  hat  man  unmittelbar 

9»  =  (I-  xy  -\-  (n—yy  +  (g— «)«, 

folglich  nach  Einsatz  der  vorigen  Werthe: 

V(  Ydz  —  Zdyy -\-iZdx- Xdzy + (Xdy—  Ydä^  ^  , 

10)    9  = X*  +  r»  4-  z« ** 

Eine  bemerkenswerthe  Umformung  dieses  Ausdruckes  ist  fol- 
gende.    Man  hat  bei  gewöhnlicher  Ausrechnung : 

Ydz  —  Zdy  =  (dai^'\-dy^'{'dz^)d^x — da(ßaid^x-]-dyd:hf-^dzd^z\ 

auf  gleiche  Weise : 

Zdx  —  Xdz  =  d8^d(^ 

Xdy—  Ydx  =  da^d  T^jV 

woraus  man  vermöge  der  Werthe  von  da^  und  dad^aXeiaYit  die  fol- 
gende Gleichung  herleitet: 

{Ydz  —  Zdyy  -(-  (Zdx  —  Xdz^  +  (Xdy—  Yd^y 

—  [(d2ar)3  -f-  (d2y)2  +  (d^zy  —  id^ay]  da\ 


(dx 
da 
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Andererseits  ist  es  ebenfalls  nicht  schwer,  sich. von  derEichiig- 
it  der  Gleichung 

J2  _|_    Y2   +  ^«  =   [(ä[2^)2  ^  (ßlyy  _^   (^2^)2   _  (d2«)2]  rf,2 

!  Überzeugen ;   man  gelangt  so  zu  der  Formel : 

e  sich  auch  in  der  folgenden  Gestalt  darstellen  lässt: 

\)  a=  — 


ne  man  durch  Entwickelnng  der  angedeuteten  Differenziation  fin- 
en  wird. 

Die  Gleichungen  9)  kann'man  jetzt  durch  die  folgenden  ersetzen: 

i9\  fc  9      \d8j  _     \d8/    .  KdsJ 

U)  {_^  =  ^,  ___,  n-y  =  9»  ^— ,  g-.  =  p3__. 

Es  verdient  übrigens  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die  Formel 
12)  direkt  auf  einem  ähnlichen  Wege,  wie  er  nach  der  Formel  7)  in 
{.  18.  eingeschlagen  wurde,  erhalten  kann.  Bildet  nämlich  die  Tan- 
il^Dte  im  Punkte  P  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  ce,  ß^y^ 
^enso  die  Tangente  in  P*  die  Winkel  a\  /3',  y'^  so  kann  man  setzen : 

JM«' = CO«  a  -f-  ^  cos  a,  cos  ß' = cosß  -(-  ^dcoaß^  coay*  =  coay  -\-  ^cosy^ 

vomit  weiter  nichts  gesagt  ist,  als  dass  eine  Aenderung  der  Winkel 

^ß^y  eine  Aenderung  ihrer  Cosinus  nach  sich  zieht ;  man  hat  nun 

gleichzeitig: 

H)  cos^a  -(-  cos^ß  -f-  cos^y  =  1, 

15)    (ma-\-jdcoaay'{'(cQ9ß--\-^co8ßy--\-(co8y-^^co8yy==z  1; 

ferner,  wenn  ^t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangenten  in 
P  imd  P'  mit  einander  einschliessen : 

€08 ^t  =  coaa  coaa*  -f-  cosß  cosß'  -f-  cosy  cosy* 

^eosa  (cosa  -|-  ^cosd)  -\-co8ß  (cosß  -\-^eo8ß)  -|-  cos  y  (cosy  -f-  ^cosy). 

Snbtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe 
der  Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt: 

2  (l  —  cosJt)  =  iJcosay  4-  (jdcosßy  +  (/Icosyy, 

6* 
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woraus  man  findet: 

16)  2  8in\^v  =  \/(^Jco8  «)«  +  i^cosß)^  -{-(^cos  yy. 

Bezeichnen  wir  femer  mit  /Ja  den  Bogen  PP*^  so  ist  idenla« 

^8 8in\^t  ^8 


und  vermöge  der  Gleichung  16): 

^8        8in\^t  1 


jdx  \/tx 


./(Jeo8a\^    ,    /^co8ß\^    ,    {^co8y^ 


Gehen  wir  in  dieser  Gleichung  zur  Grenze  für  Terschwindend 

^8  und  ^x  über,    so  erhalten  wir  linker  Hand  Um  —r-  =  — 

^x        dt 

d.  h.  den  Krümmungshalbmesser  q^  wenn  wir  die  in  $.  18.  gemscli 

ten  Bemerkungen  auf  die   doppelt  gekrümmten  Linien  übertragen; 

rechter  Hand  ist   der  Grenzwerth  des  ersten  Faktors  die  Einheii^ 

und  es  wird  so: 


vv-^rj  -^\-dr)  +K-dr) 

was  mit  der  Formel  12)  übereinstimmt,  sobald  man  die  Werthe  voa 
co8a^  coaß^  coay  aus  Nro.  6)  des  vorigen  Paragraphen  einsetzt. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittel- 
punktes und  des  Krümmungshalbmessers  sind  völlig  allgemein,  d.  h. 
sie  gelten,  welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  sei;  sie  verein« 
fachen  sich  aber,  wenn  man  eine  von  den  Grössen  or,  y,  z^  a  selbst 
als  unabhängige  Veränderliche  ansieht.  Wird  z.  B.  die  Gurve  durch 
ihre  Horizontal-  und  Vertikalprojektion  bestinunt,  so  ist  w  die  unab- 
hängige Variabele,  äs  ein  irgendwie  willkürlich  in  Null  übergehen- 
der und  ebendeswegen  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  jp,  folglich 
c^«  =  0;  man  erhält  für  diesen  Fall: 

„>  .       ['+(^)'+(0l' 

17)  Q  = , 

K/(dy    dH  dz    d^yY    t    (d^yV    f    /^^^V 

^  Kda    da^        dx    dxV    "^  \dx'^)     '    W/ 
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,  dy_  (Py  j    dz  (Pz 

^  ^       ds  dx^    '    dx  dx^ 

l Xr=z   — 


[' + ©)■ + im 

fdz    d^y  _  dy  ^J\  d£ '       d^y 
,«,  ,  «  \dx    dx^         dx  dxy  dx  "^  dx^ 


t— ^= 


3 


[■ + ©' + öf )■]' 

(dy  du  _  dz^  £j\  dy         dK 
\dx  dx^         dx  dx^J  dx     '    dx 


z 


Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  8 
)b  onabhängige  Yariabele ,  mithin  x^  y,  z  als  Funktionen  von  8  an- 
sieht; es  ist  dann  d^^  =  0  und  man  hat: 

19)  (f=  ^ 


d^x  d^v       ^ 


Will  man  die  üntersachung  über  die  Krümmungsverhältnisse 
der  räumlichen  Curven  weiter  fortsetzen  (was  Sache  der  höheren 
Geometrie  sein  würde),  so  ist  es  vortheilhaft,  für  den  oft  vorkom- 
menden Ausdruck  —  einen  besonderen  Namen  einzuführen:   man 

Q 
bat  ihn  deshalb  das  Krümmungsmaass  oder  kürzer  die  Krüm- 
mung derCurve  im  Punkte  xyz  genannt.  Beachtet  zu  werden  ver- 
iient  noch  die  Ebene  des  Krümmungskreises,  welche  einer- 
lei mit  der  Ebene  ist,  die  man  durch  den  Punkt  xyz  senkrecht  auf 
fie  Grenzlinie  5)  legt;  nach  dem  Früheren  findet  man  leicht,  dass 
£e  Gleichung  dieser  Ebene  ist: 

21)  X  (li  — «)  4-  r  (iji  — y)  -}-Z(ii  —  z)  =  0, 

wo  ^   Yf  Z  die  frühere  Bedeutung  haben  und  |i ,  iji  i  ti  die  laufen- 
len  Coordinaten  der  Ebene  bezeichnen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  18)  y  und  z  durch  x  aus- 
gedrückt ,  so  enthalten  jene  Gleichungen  die  drei  Variabelen  |,  ij,  g 
und  «;  man  kann  aus  ihnen  zwei  neue  Gleichungen  bilden,  welche 
kein  x  enthalten  und  die  Formen 
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'besiUen ;  sie  charakteri^iren  den  geometrischen  Ort  der  KrUmmiu 
mittelpnnkte  der  urspriin gliche a  Linie;  diese  neue  Curve  kann  i 
sich  wie  früher  durch  Abwickelung  entstanden  denken  und  sie  d 
gemäss  eine  Evolute  der  gegebenen  Linie  nennen. 


Die  Tangentialebenen  und  Normalen  der  Flächen.  * 

i.    Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  man  entweder  in  der  nJ 
entwickelten  Form 

1)  FiT,y,z)  =  0 
oder,  in  der  entwickelten  Form 

2)  .  «=/(',»)  : 

angeben,  und  sie  enthält  demnach  zwei  unabhängige  Yari&bele  i 
Fig.  24.  """i  ^1  welche  in  Fig.  3^ 

durch  OM  und  MN  darJ 
gestellt  werden  mögen, 
während  die  dritte  Varia- 
bel j  =  NF  ist.  Lassen 
wir  *  um  J(f3f  =  ^x  zu- 
nehmen, ohne  jedoch  y  zu 
ändern,  so  erhalten  wir 
einen  zweiten  Punkt  If 
der  Ebene  «y,  welchem 
ein  zweiter  Punkt  P*  der 
Fläche  entspricht;  die  Co- 
ordinaten      des      letzteren 

.  +  ^.,„,  +  (^)^,, 

und  hier  soll  {—-—)^a!  einen  Zuwachs  des  z  bedeuten,  welcher 
durch  eine  alleinige  Aendemng  des  s!  hervorgerufen  worden  ist ,  so 
dass  also  {'-j~)  einen  pai-tieUen  Differenzenquotienten  des  z  be- 
zeichnet. Lassen  wir  umgekehrt  x  ungeändert ,  und  geben  dem  t/ 
die  Zunahme  NN"  ^  ^g,  so  entspricht  dem  Punkte  N"  ein  Punkt 
der  Fläche  mit  den  Coordinaten 
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i    Durch  die  drei  Punkte  P^  P^  F**  legen  wir  eine  Ebene,  deren 

kichuDg 
3)  g  =  ^|  +  5ij  +  C 

in  möge;  es  müssen  dann  die  Goordinaten  der  Punkte  P,  P ^  P* 
bser  Gleichung  genügen,  mithin  die  drei  Bedingungen  stattfinden: 

Aus  diesen  erhält  man  sehr  leicht: 

Subtrahirt  man  femer  Nro.  4)  von  Nro.  3)  und  setzt  für  A  und 

» 

^die  vprstehenden  Werthe,  so  ist 

«-'=(^)«-"+(f)<'-" 

die  Gleichung  der  Schnittebene.  Für  verschwindende  /^x  und  dy 
Wien  die  drei  Punkte  P^  P^  P*  in  einander,  die.  von  der  Ebene 
abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf  einen  Punkt  zusammen,  die 
Schuittebene  wird  zur  berührenden  Ebene,  aus  den  partiellen  DiflPe- 
renzenquotienten  werden  die  partiellen  Differenzialquotienten. 

\dj  ~  la'    \dyj  ~ /dy 
ond  somit  ergiebt  gich 

»^Gleichung  der  Tangentialebene. 

n.  Eine  Senkrechte  auf  die  Tangentialebene  im  Berührungs- 
punkte der  letzteren  heisst  die  Normale  der  Fläche;  nennen  wir 
a,  ^,  y  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  drei  Achsen  bildet,  und 
5)1?,  5  die  Goordinaten  eines  Punktes  von  ihr,  so  sind  ihre  Glei- 
chungen : 

'      ^        cosa  cosa 

Um  die  rechter  Hand  vorkommenden  Quotienten  zu  bestimmen, 
braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass  eine  im  Punkte  ayz  senkrecht 
auf  die  Normale  gelegte   Ebene  die   Tangentialebene  sein  müsate. 
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Die  Gleichung  dieser  Ebene  w&re  nach  ganz  ähnlichen  Betrachtun- 
gen wie  im  vorigen  Paragraphen: 

0  =  cosa  .  (I — x)  -\-  cosß  .  (rj — y)  -f-  cosy  .  (g  —  ^) 

.  cosa  ,-,        ^        co«iJ  ,  . 

oder  i  —  z  =  —  ——  (1— J?)  —  — ^  (ij  — y), 

und  wenn  man  dies  mit  Nro.  5)  zusammenhält,  so  ergiebt  sich 

"bz    cosa       "bz    .      cosß 

tx  cosy^     7^y  cosy 

und  hieraus 

iL 

cosy    1        cosß  By 

cosa  _^f_'    ^^*^        IjJ  \ 

"bx  bx  I 

Durch  Substitution  in  Nro  6)  erhält  man  jetzt  als  Gleichungen 
der  Normale : 

i?-y=-^(l-*) 

8)  {  U 

bx 

Unter  einer  besseren  Form  erhält  man  dieselben,  wenn  man  % 
als  willkürliche  Coordinate  ansieht ;  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn 
man  die  Normale  nicht  auf  die  Coordinatenebenen  {i^  und  £S,  son- 
dern auf  die  Ebenen  £|  und  gij  projizirt;  man  hat  dann 

als  Gleichungen  der  Normale. 

Will  man  die  Winkel  a^  ß^  y  selbst  bestimmen,  so  verbinde 
man  die  Gleichungen  7)  mit  der  folgenden: 

cos^  a  -f~  cos  2/}  -|~  öos^  y  =  1 ; 

es  ergiebt  sich  dann  durch  gewöhnliche  Substitution  und  nachherige 
Wurzelausziehimg :  \ 
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cosa  = 


v/(lf)'+(t)'+ 

_  — 

1 


v/(0 +(!?)■+'•  , 

Die  in  unBeren  Fonneln  vorkommenden  partiellen  Differenzial- 
lotienten  entnimmt  man  entweder  der  Gleichung  2)  mmiittelbar, 
er  man  benntzt  dazu  die  unentwickelte  Gleichung  1) ;  im  letzte- 

Falle  hat  man,  wie  in  §•  7.,  Formel  9)  u.  s.  w.: 

bF  2£ 

i  "bz   "bx       bz   3y 

bz  bz 

I 

B&dman  erhält  als  Gleichung  der  Tangentialebene: 

Ke  Gleichungen  der  Normale  werden: 

bF  2iF 

2z  bz 

N  zur  Bestimmung  der  Winkel  a^  ß^  y  hat  man  die  Formeln: 
;  -bF  bF  bF 

^^m^^i^a^mi^  ^^mmm^i^^i^^  ^^^^m^^^^^ 

13)      cosa  —  -j^,    ooaß  =  -^,    coay  =  --^, 
Wobei  ZOT  Abkürzung 

»'  -=v/(^;+(^)'+{^/ 

K^sctit  worden  ist.     Passende  Beispiele  für  die  hier  entwickelten 
vonnehi  bieten  die  Flächen  zweiten  Grades  dar;  bei  den  Flächen 


6 

; 
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ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichungen  also  von  der  Form  z  =fi 
-{-  qy^  sind,  wird  man  sich  der  Formeln  2)  bis  10)  bedienen;  1 
den  flächen  mit  Mittelpunkt,  deren  Gleichungen  in  dem  Schei 
Ax^  -{-  By^  -\-  Cz^  -{-  D  =1  0  enthalten  sind,  ist  die  Anwendu 
der  Formeln  11)  bis  14)  bequemer,  weil,  man  die  sonst  sich  e 
stellenden  Wurzelzeichen  damit  vermeiden  kann.  So  findet  m 
z.  B.  für  das  dreiachsige  Ellipsoid,  dessen  Gleichung  ist: 

•£i4.lij_iL_i_o 

I 

t  als  Gleichung  der  Tangentialebene : 
oder 


i  • 

Nimmt  man  darin  einmal  ^  =  0 ,  dann  i}  =  0 ,  so  erhalt  mi 
die  Gleichungen  der  beiden  Durchschnittslinien,  welche  die  berül 
rende  Ebene  mit  den  Coordinatenebenen  xy  und  xz  bilden ;  dies  m 
die  beiden  Spuren  der  Tangentialebene,  deren  Lagen  man  mittel 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  weiter  untersuchen  kann. 


§.  23. 
Die  Krümmnngsverhältnisse  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmuii 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jene 
Punkt  eine  Normale  auf  die'  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Rei& 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  untei 
suchen,  welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  b< 
sitzen.  Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ansfuhrei 
Die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xyz  mögen  sein 

1)  g  — a?-f/>(g  — 2)  ==:  0    und  iy  —  y-)-g(g  — «:)=;=  0, 

wobei  wir  zur  Abkürzung 

"hz  "hz 

2>  P  =  ^'  «  =  17 

gesetzt  haben;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  a|+/Jij+y6=i; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  G\x9i 
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pmg  3)  aach  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  ri  die  ans 
fro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

pd  diese  Gleichung  kann  für  jedes  ^  nur  dann  erfiillt  sein,  wenn 

Ueichzeitig  die  Beziehungen 

%  y  =  «j,  +  ^g 

6)  ax  -^  ßy  -^  yz  =z  1 

llattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
det  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Nor- 
alschnitt  nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man 
Qrch  finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x^  y^  z  für  £,  ij,  S 
e,  wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus 

lieser  und  der  Gleichung  der  Fläche  z  =  f(x^  y)  einmal  z^  das  an- 

{iere  Mal  y  eliminirte.    Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hätte  man, 

*  als  unabhängige  Variabele  angesehen :  ' 

'  1  (dy  (Pz  —  d^y  dzy  +  ((Pyy  +  (dJzy 

lenier  durch   Differenziation  d^  Gleichungen  der  Fläche  und  der 

Ebene: 

dz  =  -T —  dx  -(-•— —  dy  r=  p  dx  '\-  q  dy 

a  dx  -\-  ß  dy  -{-  y  dz  =z  Oy 

und  durch  nochmalige  Differenziation : 

d^z  =  r  dx^  -^  28  dx  dy  '-\-  t  dy^  -^  q  d^y 
ß  d^y  -^  y  d^z  =^  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist : 

^s  'b^z  l^z  l^z  . 

0  r  =  -T— -,   8  =  r— r-,    t  = 


bx^'  bxTty'  dy^' 

\       Aas  den  obigen   Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
;  Elimination : 

dy    ^-\-py       dz    pß  —  gtf  • 

dx  i'"|~?y'    ^^         ß~\~Qy ' 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 

*o  findet  sich  fnr  die  zweiten  Differenzialquotienten : 
d^y       '  _      My  d^j^  _       Mß 

dx^  ~~  /s-|-gy'    dx^       ß-i-qy' 
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Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  benieil 
wir  noch  folgende  Transformationen: 

dx'^  +  dy^  4-  dz'^  ^  tf  +  (lyy  +  («  +  py)'  +  ipß  —  q 

wobei  sich  der  Zähler  mit  Bücksicht  auf  y  =  /?  a  -j-  q  ß    auf 
Form  bringen  lasst: 

=  (a2+^3-|_.y2)(l  4-^2-^52)  _  a^pi  —  ß^2_2aßpq  -f 

=  (a2+^2_)_y2)  (l_|_^2  +  g2); 

demnach  ist  also : 

^^  dx'^  ~         (ß  +  yqy 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

10)  iV2  =  1  -f  jp2  -f  qK 

Man  hat  nun  weiter 
dyd^z—dzd^  _  — /?(tt+yp)-t-y(p/?  — g«)  ^  _ 


dx^  (ß  +  yqy  ß+yi 

und  mit  Rücksicht  auf  die  oben  bestimmten  zweiten  Differenzial- 
quotienten  von  y  und  x : 

(dyd^x  —  dzd^yY    ,    /^V  J-  /"^^V  _  (««  +  /32^y2)  Jtf»  ^ 

Mittelst  dieses   Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten    Sub^ 
stitution  erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes :  i 

in  1    _      M0  +  yqy  \ 

^  Q   —  m(a^ß^+y^)  i 

^der  auch  durch  Elimination  von  ß  -^  yq  aus  9)  und  1 1) : 

1^  _  M  dx^  ^ 

^^  Q   ~  N(dx^ -j- dy^ -}- dz^y  ( 

dy  ,  

Bezeichnet  man  -~  kurz  mit  y\    setzt  fär    dz   seinen    "Werth 

dx 

pdx  -{-  qdy  =  (p-\-qy*)dx^  und  fiir  M  den  ursprünglichen  Aua- 

druck  r-\-28y*'\-ty'^^  so  hat  man  noch 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differenzialquotienten  j?,  g,  r,  5,  i  von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig,   unabhängig  dagegen   von 
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ikß^  y>f  d.  h.  von  der  Lag«  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
k^en  die  Tangentialebene,  nur  y*  enthält  a,  /),  y;  denn  es  ist 

[__a±yp a-\-(ap-^ßq)P  _     ^+^  +  ir^« 


ß  +  Y^  ß  +  i^P+ßo)^  ß 


a 


i^+q^)+pq 


knd  es  hängt  demnach  y*^  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 

idmittes,  von  dem  Verhältnisse  -^  ab.     Aendert  man  dieses  fort- 

rend,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 

le,  zugleich  erhalten  ^  und  —  andere  Werthe  und  man  kann 

;h  die  Krümmung  als  Funktion  von  y*  ansehen.     Nach  dem 
leoreme  I.  des  §.  16.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differenzial- 

>tient    d  f  —  j  :  dy'  positiv  bleibt,  und  sie  nimmt  ab,  so  lange 

negativ  ist:  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
^«ße  statt,  wo 


<t) 


=  0 


dy* 

^vd;  durch  Ausführung  dieser  Differenziation  erhält  man  als  Be- 
dingung dafür 

H)  9  («-f-ty-)  =  iV  [y  +  (p+gy')  q\ 

Eliminirt  man  9  ans  dieser  und  der  Krümmungsgleichung,   so 

% 

r+2gy^  +  ty*8    ^    1-f y« +  (;>+(? yO' 

md  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y* : 

15)     [(l+g3)*-pg«]y'«+[(l  +  ^2)^_(l+^2)t]y 

+  |,gr  — (l+/?2),    =    0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Werthe 

▼on  «',  mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  -^ ,    für    welche 

*ui  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
'B^g  stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur ,  dass  die  Differenz 
Aalquotienten  p,  g,  r,  9,  t  in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimmte 
Werthe  haben ,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
2*  B.  eine  Spitze)  bedeutet.     Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  £xi- 
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stenz  von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  ind< 
man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.     Es  ist 
diesem  Falle  j?  =  y  =  £?  =  0 ,  femer  constant  f  =  0 ;   die  GE 
chung  der  Tangentialebene  wird  1>|  -f"  ^^  =  ö  und  diese  kann 
alle  n  und  £  nur  bestehen,  wenn  p  =  g  =  0  ist.     Die  Gleichoi^ 
15)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende:  1^ 

y"  +  ^'  y  —  1  =  0,  \ 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  y  =  xUm 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  derCoc 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

ax  * 

mithin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

tan^(o  -| tanm  —  1=0,  • 

deren  Wurzeln  tanfOi  und  tanm^  heissen  mögen;  für  diese  gelten  dit 
beiden  Beziehungen 

tanfOi  -\-  tancD^  = i     ton  di  ton  fi>2  =  —  1 9 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung ,  co«  («Dj  —  02)  =  0  ist 
Daraus  folgt  ©1  —  c>2  ==  dl  5^9  oder  mit  anderen  Worten,  dass  dit 
Hauptnormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei* 
chung  aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Ktüb» 
mungshalbmesser  selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aas  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  ^,  sondern  y*  eliminirt,  wobei  zoi 
Abkürzung 

N  — 
gesetzt  werden  möge.    Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

A  (r  -I-  2»y'  4-  tj^«)  =  1  4-  y'«  _|_  (p_|_gy-)« 

und  wenn  man  y*  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
so  erhält  man  zunächst : 

X[r(l-\'q^—lty'j-2s(l-}'q^—Xt)ßs—pq)  +  tCX8—pq)^ 

=  (l^p^Xl  +  q'  —  ^ty+^pqil  +  q^—U)a8—pq) 
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per  durch  BediAtion  auf  Nall : 

r(l+g»-AO[(l+l>»— Ar)(l  +  3*-A0  — (pg— V)*]  =  0. 
[      Hier  kann  nun  der  erste  Faktor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
iorhin  sübstitoirte  Werth  von  y',  nämlich 

Xs  —  pq 

mendlich  oder  anbestinunt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
^iden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 
8  daher  der  zweite  Faktor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 
i  Entwickelung  der  Potenzen  von  X : 

;M_,»)i»_ [r (1 +g«)_ 2;, g,-t-«(l +p«)]  A-(- l+|,«+g«=0, 

d  vermöge  des  Werthes  von  X  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)    (rt—8^)Q^—l(l  +  q^)r  —  2pq8^il-\-p^)t]NQ-}-N^  =  0. 

Nennen  wir  Qi  und  ^2  ^^  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 

F'  chen  diesen  grössten  und  kleinsten  E^rümmungshalbmessem  im 
^  ayz  die  Beziehungen  statt: 

Die  Ebenen  der   beiden  Hauptnormalschnitte   standen  sowohl 
sofeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht ;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Goordinatenebenen  zu  wählen,  so 
^  nnmnehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  »1  und  (O^  die  Werthe 
Wh  =  0  und  C92  =  I  ^  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

s 

'■%    .  T t 

^tta  jetzt  QO  =  und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  8  =  0  sein 

8 

Ä^s,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.     Die 
J*onnel  13)  wird  jetzt 

|J>der  wenn  y'  z=  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Ebene 
Irgend  eines  Normalschnittes    gegen   die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
Schnittes  (9i)  bezeicjmet : 

—  =  rco8^v  +  t8tn^v. 
9 
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Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  =  ^or,  also 

_1 J. 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 
19)  J^^cos^^        sjn^ 

9  9i  92 

Die  Gleichungen  17)j  18)  und  19)  bestinunen  vollständig 
Ejummungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gel« 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  dä[ 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  NoB 
malschnittes,  welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel« 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  spezielle  Fall,  in  welchem 
den  w^  y^  z  solche  Werthe  ertheilt,  dass 

2i))  -y-  _     ^      _    — p-  j 

wird;  es  wird  nämlich  unter  dieser  Voraussetning  4 

(l+jp»)(l  +  g»)  ^  £V        (l+l>»)(l  +  g»)  ^  r£         * 
rt  ««    '  pJg»  »« ' 

woraus  man  leicht  findet: 

1  +  P*  +  «*  =  -2V»  =!>»«»  *''7''' 
Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jet2st  in  die  folgende: 

,,  _  1£15  ,  +  £läi£!  =  0, 

welche  die  gleichen  Wurzeln 

besitzt.  Aus  Nro.  19)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 
schnitt durch  diesen  Funkt  dieselbe  Krünmiunff  —  trz  —   besitzt; 

9  9i 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann   ein  Nabelpunkt   oder  Kreis* 

punkt  der  Fläche.  Durch  Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  auf- 
gestellten. Gleichungen  mit  der  Gleichung  der  Fläche  erhält  man 
drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  or,  ^,  z. 

Besitzen  die  Elrümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 
dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 


anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie 
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m  aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  äämmtliche 
)rmalschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiteii  derselben  Gegend 
8  Raumes  zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  ei- 
D  Seite  der  Flache.  Wenn  dagegen  Qi  und  q^  entgegengesetzte 
)rzeichen  haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin) 
r  eine  Hauptschnitt  convjex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
Mhselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ;  die  Tangentialebene 
|t  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
ft  dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Derartige  Flächen  entste- 
ll z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve ,  die  der  Drehungs- 
be  ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen  von  Flächen,  welche  die 
^en  der  concav-concaven  und  der  convex-concaven  Flächen  fiih- 
(n,  giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der 
Den  zur  anderen  Gattung  bilden ;  es  sind  dies  die  Flächen ,  an  de- 
m  der  eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  be- 
izt, d.  h.  eine  gerade  Linie  bildet.  Da  in  jedem  Falle  die  Tan- 
mtialebene  die  Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tan- 
ente  des  geradlinigen  Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar 
Lur,  dass  den  genannten  Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  ei- 
er  Ebene  nicht  nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden 

«röhrt  zu  werden.     Nennen  wir die    Krümmung    einer 

'lache,  so  ist  für  diese  Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als 
nalytisches  Kennzeichen  dafür  ergiebt  sich  aus  Nro.  18)  rt  —  8^ 
=  0 ,  oder : 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
^soA  sämmtlich  abwickelbar,  und  hierin  unterscheiden  sie  sich 
geometrisch  von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinander- 
letrungen  hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


fi^Uouilch,  AnalytU. 


Cap.  V. 
Die  vieldeutigen  Symbole. 

§.  24.  ! 

Brüche    von    der    Form    ^. 

Wenn  die  Funktionen  (p(a!)  und  ^(^)  für  einen  Spezialwerdi 
von  ar,  etwa  für  a?  =  a,   gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt   der 

Quotient   ,).  ^  in  diesem  besonderen  Falle  die  Form    ,  .  .  =  —  an, 

welche  bekanntlich  vieldeutig  ist.     Um  aber  den  wahren  Werth  die- 


ses   Ausdruckes   zu    finden,   betrachten   wir  den   Quotienten 


als  die  Grenze,    welcher  sich  der' Quotient    ,\  T"  ^n  ^r  verschwin- 

dende  i  nähert.     Nun  ist  wegen  der  Voraussetzung ,  dass  9;  (a)  =  0 
und  i^(a)  =  0  sei, 

y(q  +  a)— y(g) 
y(a-f-^) q)(a-j-d)  —  (p(a) d 


und  hieraus  folgt,  indem  man  S  zu  Null  werden  lässt: 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  a?  =  a,  für  welchen  (p(a!)  und  ^(ä) 
verschwinden,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen  Quotienten 

einander  gleich.  —  Dieser  Satz  kann  unmittelbar  dienen,  um  den 
wahren  Werth  der  Brüche  von  der  Form  §  zu  bestimmen,  wie  die 
folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 
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Ans  §.  6.  ist  folgende  Formel  bekannt: 

1-f  2a?-f-3Ä2+4^8«J_...._|^»^n-l 

_  1  — (n-f  l)a?^  +  njr^+^ 

—  (1—0^)2 

Für  a  =  1  verwandelt  sich  der  rechter  Hand  befindliche  Bruch 
II  J;  differenzirt  man  Zähler  und  Nenner  für  sich,  so  ist  der 
^otient : 

n(n+l)    ^^^-'^+^^  _  n(n+l)    ^_i 
2  _(i-^)     ~         2         ^       ' 

reicher  für  a  =  1  nicht  mehr  jene  unbestimmte  Form  annimmt; 
wa  findet  so  für  a  =  1: 

1  +  2  +  3  +  4+.. ..+  «  =  "^"+^>, 

m  auch  sonst  schon  bekannt  ist. 

Es  kommt  bei  diesem   Verfahren   nicht    selten  vor,    dass  der 

ieae  Bruch  ^         für  x  =  a  gleichfalls  verschwindet;   dann   muss 

ban  auf  ihn  wiederum  dieselbe  Methode  anwenden.  Nehmen  wir  z.  B. 

q)  (je)        a  —  sin  x 
ip(x)  ^8       ' 

10  ist  der  Reihe  nach 

g)'(a?)  1  —  C08X      fp**(x) sinx      (p*"(x) cosx 

^'(a?)  3^2     '    ^"(j?)  ~    6a?   '    ^'" (x)  ~     6    * 

Für  X  =  0  verschwinden   (p(x)^  9>'(^)9  ^^'ißö-,  ^(^)9  '^*(ß)t 

V'M,  und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient    .,,, ,  ,    den  wahren 

Werth  I  des  in  Bede  stehenden  Bruches. 

Eine  allgemeinere  Ausführung  der  Art  ist  folgende.     Der  ge- 
gebene Bruch  sei 

/(c+A)— /(c)  — fe/(c) 

Ä2 

ond  man  fragt  nach  dem  Werthe  desselben  für  A  =  0 ;  durch  D\ffe- 
renziation  des  Zählers  und  Nenners  in  Beziehung  auf  h  erhält  man 

,  f  Cc+h)-/' Co) 

*  Ä  ' 

(fir  &  =  0  wird  hieraus  |  /'(c),  und  findet  also  die  Gleichung  statt: 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  Verschwinden  von  h  bezieht. 
Ware  femer  der  Bruch  gegeben: 

7* 
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SO  gäbe  die  Differenziation  des  Zählers  und  Nenners: 

.f'(.c-\-K)  —  f'ic)—hf'(,c) 


3 


Ä2 


und  nach  Nro.  2)  wird  hieraus  für  ä  =  0 ,  |  •  J/'"  (c),  wie  man  so- 
gleich erkennt,  wenn  man  sich  /'  statt / geschrieben  denkt;  es  ist 
demnach : 

^>    ^ jü =r7Th- 

Man  wird  leicht  übersehen ,  wie  man  auf  diesem  Wege  weiter 
gehen  kann;  bezeichnet  überhaupt  n  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl,  so  findet  die  allgemeine  Gleichung  statt: 

^   Ao+^)-/(c)-r/('^)-i:2/"(^) oiT^Z-^^c-) 

4)  ^^«^ jj;; 


1.2.3*...7i 


Will  man  das  Zeichen  Um  vermeiden,  so  ist  zu  beachten,  dass 
die  vorstehende  Gleichung  für  kleine  h  näherungsweise  gelten  muss ; 
nennen  wir  ^  den  begangenen  t'ehler,  so  ist 


/(»)(c) 


+  9» 


1  •  2  .  *  n 

und  wenn  hier  ^  auch  nicht  näher  bekannt  ist,  so  weiss  man  doch, 
dass  es  mit  h  gleichzeitig  verschwindet.  Man  kann  übrigens  dem 
obigen  Theoreme  die  folgende  Form  geben: 

5)             /(^+Ä)  =/(^)+y/'(^)+  y:2^"W+  . . . 
...-I — ^ f^-^^  (jß)-\ — — — /'*U«)4■PÄ^ 

'    1.2..(n  — 1)''  ^^^1.2...n''      ^  ^^^'*  ' 

wobei  wir  späterer  Anwendungen  wegen  x  für  c  geschrieben  haben. 


m   ■  J7  ■ 

Brach  ■^;737  in  diesem  Falle  unter  die  unbestimmte  Form  —-,  deren 
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§.  25. 
Die  Symbole^,  0  .  ao,  0«,   oo«  und  1^. 

I.    Besitzen    die   Funktionen  f(jc)  und  F(je)    die   gemeinsame 
Eigenschaft,    für  x  ^=  a  unendlich  zu  werden,   so  stellt  sich  der 

wahrer  Werth  q  auf  folgende  Weise  ermittelt  werden  kann.  Setzen  wir 

1 
/(x)         Fix)         y  (ß) 
Fix)  1  t(«) ' 

/(*) 
80  erhält  der  neue  Bruch  für  x  •=!  a  die  Form  §,  lässt  sich  also 

Däch  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandeln;  es  ist  nun 

F*(x) 

y^W     ^Fjxy  ^  F'ix)/f(x)Y 
*'(a?)     ~       /'(ar)  f'ix)\Fix)J 


fixy 

und  für  Ä?  =  a,  wo  nun  „^  \  den  Werth  q  annimmt : 

'  F'iä)     .      .  /(«) 

o  =   — —^  Q^  oder  <i  =  ~ . 

«  /'(a)   9    "        «         F'id) 

Man  erkennt  hieraus ,  dass  die  Regel  zur  Bestimmung  des  wah- 
ren Werthes  eines  vieldeutigen  Bruches  dieselbe  bleibt  fiir  die  Form 
2.,  wie  für  g.     So  wird  z.  B.  der  Bruch 


/(^) 


--(i) 


i^(a?)  cotx 

fiir  dP  =  0  von  der  Form  ^  sein  Werth  ist  dann  einerlei  mit  dem 

Werthe  von 

M 

f(x)  X  Msin'^x         ,-  sinx 

^  ^    '  = = =  M sin  X. 

F*(x)  1  X  X 

sin^x 
welcher  £uraj  =  0  in  3f.  1.0  =  0  übergeht. 

n.  Sind  zwei  Funktionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  q)(x) 
fär  a?  =  a  verschwindet,  während  die  andere  fix)  fiir  a?  =  a  un- 
endlich wird,  so  nimmt  das  Produkt  9(4?)  .  f{x)  für  j?  =  a  die  un- 
bestimmte Form  0  .  QO  an;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man 
wf  zweierlei  Weise  finden.     Entweder  man  setzt 
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und  schreibt  statt  des  Produktes  9>(^)  .  f(x)  den  Quotienten 

so  besitzt  dieser  die  Eigenschaft,  für  a  =  a  die  Form  §  anzunehmenJ 

deren  wahrer  Werth  nach  dem  Früheren  leicht  zu  ermitteln  ist.         f 

Man  kann  aber  auch  setzen:  4 

-TT  =  ^(*) 
9(0?) 

und  substituirt  nun  für  q)  (x)  .  /(j?)  den  Quotienten 

i^(a?) ' 
welcher  die  Form  —•  annimmt,  und  sich  auf  gleiche  Weise  weiter 
behandeln  lässt. 

So  z.  B.  wird  man  an  die  Stelle  des  Produktes 


log  1*2  —  —  j   .   tan 


2a  ' 
welches  für  ar  =  a  in  0  .  oo  übergeht,  den  Quotienten 

^^\     ~"^/   _  y(j?) 

Xa  i^M 

cot— — 
2a 

setzen,  welcher  §  wird;  es  ist  dann 

1  na 


fp'iß)  ta  —  X  2  a  2  a 


if*(x)  n      l  %     2a  —  X 

2a  .  jtx 

2 
und  hieraus  ergiebt  sich  —  als  wahrer  Werth  des  obigen  Produktes 

für  or  =  a. 

Handelte  es  sich  um  das  Produkt 

tan  X  ,  l  {  —  j  für  a?  =  0, 

so  würde  es  vortheilhaft  sein,  demselben  die  Form 

cotx 
zu  geben,  welche  in  ^  übergeht,  deren  wahrer  Werth  aber  schon 
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bekannt,  nämlich  =  0  ist;  es  verschwindet  demnach  jenes  Produkt 
Bit  X  gleichzeitig. 

ni-  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  f(ß)^^^^  tur  a  =  a 
me  der  vieldeutigen  Gestalten  0^,  oo®,  1*^  annimmt,  so  beachte 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 

und  untersuche  nun  das  Produkt  IfCx)  .(pi/e);  ist  w  der  Werth  dessel- 
ben för  X  =  o,  so  geht  die  gegebene  Potenz  in  e^  über. 

So  wird  z.  B.  für  ä  =  0 

(1  \tanx 

Wehtet  man  aber,  dass  die  Gleichung 

stattfindet,  und  dass  nach  dem  Vorigen  l  (  — )  tan  ä  für  «  =  0 

I schwindet,  so  ergiebt  sich  e^  =  1  als  wahrer  Werth  der  in  Bede 
^stehenden  Potenz. 

'        Für  a  =  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

nx 


tanx 


ver- 


i^-i 


\tan- 
»       2a 


■) 


in  1^ ;  giebt  man  ihm  vorher  die  Form 


<«  -  f ) 


nx 
AVI  —  ~l  ton  -r— 
tr\  af  2  a 


2 

und  beachtet,     dass    der   Exponent   für    x  •=.  a  in  —    übergeht 


% 


2_ 
(Nro.  n.),  so  erkennt  man  e^  als  wahren  Werth  jener  Potenz  fir 
den  angegebenen  speziellen  Fall. 


Cap.  VI. 
Maxima  und   Minima. 

§.  26. 
Maxima  und  Minima  der  Fanktionen  einer  Variabelen, 

Wenn  eine  Funktion  /(je)  von  x  bald  steigt  bald  fällt ,  so  muss 
es  in  ihrem  Verlaufe,  Yorausgesetzt,  dass  er  stetig  ist,  gewisse  Stel- 
len geben,  wo  die  Uebergänge  von  Wachsthum  zu  Abnahme  oder 
umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachstiiom  stattfinden.  Tritt  nun  für 
sß  ■=  a  ein  Uebergang  der  ersten  Art  ein ,  so  ist  /(a)  grösser  als 
seine  Nachbarwerthe  f(a —  K)  und  /(a-f-Ä),  sobald  nur  h  hinreichend 
klein  genommen  wird,  und  dann  heisst  f(a)  ein  Maximum  der 
Funktion;  geschieht  dagegen  an  der  Stelle  x  =  a  ein  Uebergang 
von  Abnahme  zu  Wachsthum ,  so  ist  /(a)  kleiner  als  seine  Nachbar- 
werthe f(a  —  h)  und  /(a-|-Ä),  und  heisst  in  diesem  Falle  ein  Mini- 
mum. Es  versteht  sich  nach  dieser  Erklärung  von  selbst,  dass  der- 
artige Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht  immer  den 
absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Funktion  bedeuten. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  oder  Minima 
eintreten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  16.), 
demzufolge  die  Funktion  f(x)  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  die  Deri- 
virte  /'  (jb)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  /'  (je)  stetig, 
so  kann  der  Uebergang  von  negativen  Werthen  des  /'  (x)  zu  positi- 
ven Werthen  dieser  Funktion,  oder  der  umgekehrte  Uebergang,  nur 
stattfinden,  wenn  dazwischen  /'  (je)  =  0  ist ;  die  Werthe  von  x,  wel- 
che f(x)  za  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  Wur- 
zeln der  Gleichung  /'  (x)  =  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass  bei 
einem  stetigen  Wechsel  von  Steigen  und  Fallen  einer  Curve  die 
Tangente  an  jeder  solchen  Wechselstelle  parallel  zur  Abscissen- 
achse  liegt. 
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Hat  man  die  Gleichung  f*  (a)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefondenen  Werthe  von  x  einem  Maximum 
oder  Minimum  entsprechen.  Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  den 
Ausdruck 

dessen  Grenzwerth  (für  verschwindende  Ä)  =  |  /"(a)  ist  (Formel  2, 
{.  24.),  so  ist  in  unserem  Falle,  wenn  x  =  a  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung /'  (x)  =  0  bedeutet,  /'  (a)  =  0,  mithin 

und  ebenso  wäre  auch  bei  negativen  h 

Ist  nun  /"(a)  positiv,  so  muss  /(a-f-Ä)  >  f(a)  und  ebenso 
/(a  — Ä)>/(a)  sein,  wenigstens  bei  hinreichend  kleinen  ä,  weil 
sonst  der  Grenzwerth  nicht  positiv  ausfallen  könnte;  aus  diesen  Un- 
gleichungen folgt: 

/(a—Ä)  >/(<»)< /(a+A) 

und  es  ist  mithin  /(a)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen  f**(a)  nega- 
tiv ausfällt,  so  muss  gleichzeitig  f(a-\-K)  <^  f(a)  u.  f(a — h)<^f(a) 
oder 

/(a—A)< /(<!)> /(a+Ä) 

sein,  woraus  man  erkennt,  dass  f(a)  ein  Maximum  ist.  Die  Ent- 
scheidung besteht  also  sehr  einfach  darin ,  dass  f(a)  ein  Minimum 
oder  Maximum  ist,  je  nachdem /"(a)  positiv  oder  negativ  ausfällt; 
geometrisch  heisst  dies :  ein  Minimum  kann  nur  auf  einem  gegen  die 
Abscissenachse  convexen  Bogen,  das  Maximum  nur  auf  einem  con- 
caven  Bogen  vorkommen. 

Es  wäre  aber  möglich,  dass  /"  (a)  weder  positiv  noch  negativ, 
sondern  selbst  der  Null  gleich  würde  (wie  z.  B.  wenn  an  einem  In- 
flexionspunkte  eine  horizontale  Tangente  vorkommt),  und  dann  giebt 
der  zweite  Differenzialquotient  keine  Entscheidung;  man  muss  in 
diesem  Falle  die  höheren  Differenzialquotienten  zu  Bathe  ziehen,  und 
zwar  auf  folgende  Weise.    Es  mögen  für  x  =  a  ausser  /'  (x)  auch 

noch/"(ir),/'''(a?)..,/(^-l)(a?)  verschwinden  und  /W(a?)  sei  der 
^rste  nicht  verschwindende  Differenzialquotient;  benutzen  wir  jetzt 
Theorem  4)  in  §.  24.: 


^ 
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/(.+A)-/(.)-|/'(.)-i^r(x)-..-^^g^/»-i)(.) 

Um 


1  •  2  •  •  •  n 
für  d?  =  a,  so  wird  sehr  einfach 

^^  /(^  +  ^)  -  /(«)  ^      /^^(^) 
Ä^  1 .  2  . . .  n 

und  hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.    Im  ersten  Falle  ist 

Lim  /(«  +  ft)  -  /(")    ^  ^      /"H«) 


Lim 


Ä"  1.2...» 


Ä^  1  .  2  .  . .  n 

mithin  für  ein  positives  /w  (a) 

/(a  +  Ä)  >  Kä)  und  /(a)  >  /(a— Ä), 

dagegen  bei  negativen  f^^^(a) 

fia  +  Ä)<  /(fl)  ^d  /(«)  <  /(«  —  Ä). 
Beide   Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  f(a)  weder  ein 

Minimum  noch  ein  Miaximum  ist.    Wenn  dagegen  die  Zahl  n  gerade 

ist,  so  hat  man  gleichzeitig 


h!^  1  .  2  . .  .  n 

Lim  /(«  -  A)  -  /(g)    ^  _j_      /<")  (a) 


A^  '      1  .  2  .  .  .  n' 

folglich  bei  positiven  /^^^(a) 

/(a  +  Ä)  >  /(a)  und  /(a)  <  /(a  —  Ä), 

d.  h.  /(a)  ein  Minimum,  und  bei  negativen  /w  (a) 

f(a  +  Ä)<  /(a)  und  /(a)  >  /(a— Ä), 

mithin  f(a)  ein  Maximum.  Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir 
sagen,  dass  für  einen  aus  der  Gleichung  f*(x)  =  0  bestimmten 
Werth  von  x  nur  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  von  /(a?)  ein- 
treten kann,  wenn  in  der  Reihe  der  Differenzialquotienten  von  f(ß) 
der  erste  für  jenen  Werth  nicht  verschwindende  Differenzialquotient 
von  gerader  Ordnung  ist;  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum statt,  je  nachdem  dieser  Differenzialquotient  positiv  oder  negar 
tiv  ausfällt. 
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Den   Mechanismus    der    Rechnung  werden   folgende    Beispiele 
«eigen. 

I.    Handelt  es  sich  um  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funk- 

ion/(x)  =  aP'  e     *,  so  ist 

P^(jß)  =  [a(a—l)  —  2ax  -f  o?«]  a?«  —  2  g— a; 

Hier  wird  /'(a?)  =  0  für  a?  =  a;  dieser   Werth    giebt  f"{a) 
c: —  a^e"~^,    also   ein  negatives   Resultat;    es  ist  mithin  /(a)  = 


(t)" 


das  Maximum   der  Funktion  aPe     ^' 


n.    Für  fQc)  z=:x^  findet  man 


^—2 


f»ix)  =  x^  (1  —  lx) 


f'{w)—x^  {1  —  lxy  —  x''  (3  — 2/x); 

f{x)  verschwindet,  wenn  Za?  =  1,  also  a?  =  e  ist;  zugleich  wird 

I  f*ie)  =  —  e^ 

nnd  mithin  ist  e ^    das  Maximum  von  x^ . 

Fig.  25. 

ni.  Sind  über  einer  Gera- 
den MN  (Fig.  25)  zwei  Punkte 
A  und  B  gegeben,  welche  mit 
einem  Punkte  P  der  Geraden  zu 
der  gebrochenen  Linie  AP-|-J9P 
verbunden  werden  sollen,  so 
kann  man  nach  dem  Minimum 
dieses  Weges  AP  -^  BP  fra- 
gen. Für  MN  =  c,  MA  =  a, 
NB  =  i,  MP  =  ^  ist  derselbe 


fix}  =  v/a2  -f  a?2  -(-  v/62  +  (c— a?)2. 
Man  findet  daraus 

X  C X 


/'W  = 


\/a2  -f  a?2  y/62  _j_  (o  — a?)2 

a2  .  62 

/"(^)  =    ,  H —  3 

Vä2+^  v/62  _j_  (c _ af)2 


108    Cs:p'  VI.  §•  26.  Masdma  u.  Minima  der  Funktionen  einer  Veriabelen. 

Aus  f  (äf)  =  .0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  a  die  Glei- 
chung 


0?  c— d? 


\/a2  -f  a?2        \/62-|-(c  — a?P 

Der  aus  ihr  folgende  Werth  von  x  gehört  zu  einem  Minimum,  weO 
/"  (x)  immer  positiv  bleibt.  Greometrisch  bedeutet  übrigens  die  vor- 
stehende Gleichung  soviel  wie 

cos  MPA  =  cos  NPB  d.  i.  L  ^P^  =  L  ^PB 
und  hiernach  ist  die  Construktion  leicht,  indem  man  MÄ*  =  MA 
nimmt  und  A^  B  zieht ,  welche  Gerade  MN  in  P  schneidet  (Spiege- 
lungsgesetz). 

IV.  Um  ein  cylindrisches  Hohlmaass  von  gegebenem  cubi- 
schen  Inhalte  A  mit  dem  geringsten  Materialaufwande  herzustellen, 
muss  die  Oberfläche  desselben  ein  Minimum  werden;  nennen  wir  x 
den  Halbmesser  der  Grundfläche  und  y  die  Höhe,  so  ist 

A  =  x^jty^  fix)  =  2xny  -\-  x^n 
oder,  indem  man  den  Werth  von  y  aus  der  ersten  Gleichung  in   die 
zweite  setzt: 

/(*)  =    -v"  +  **' 

X' 
X 

aus  /'  (x)  =  0  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

3 


-v/f 


für  welchen  f"  (x)  positiv,  mithin  f(x)  ein  Minimum  wird.   Zu  beach- 

Ax 
ten  ist  noch,  dass  jetzt  y  =  -z —  =  a?,  mithin  der  Halbmesser  der 

Grundfläche  gleich  der  Höhe  des  Maasses  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchungen 
über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall ,  wenn  /'  (x)  sein 
Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  die  Null,  son- 
dern sprungweise  ändert,  denn  auch  derartige  Zeichenwechsel 
können  Maxima  und  Minima  anzeigen,  die  man  durch  das  vorige 
Verfahren  nicht  finden  würde.    Ist  z.  B. 

fix)  =  1  —  ^il-ä,)\  also  /'(x)=  I  ^        , 

Vi  —  « 
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8o  bleibt  /'  (ai)  positiv  für  alle  dp  <^  1,  und  negativ  für  alle  o?  ]>>  1 ; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l  — 0)  =  +  QD,/(l  +  0)  =  -oo 

und  mithin  erleidet  /'  (a)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  a  =  1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
f  (x)  mit  Sicherheit  hervor,  das8/(a?)  wächst  von  a  =  —  oo  bis 
X  :=z  1  und  abnimmt  von  ^  =  1  bis  a  z=  -\-  (X)  ^  dass  also  f(ai)  für 
g  =  1  sein  Maximum  /(l)  =  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  t  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanz  z=  f'(x)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  j?  <^  1,  wächst 
mit  X  gleichzeitig,  wird  =  i  jr  für  .r  =  1  und  nachher  stumpf  für 
X  2>-  5  sr;  an  der  Stelle  o?  =  1  besitzt  daher-  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  ge- 
krünmAt  sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen 
Ausnahmefälle,  und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer 
Funktion  an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  da- 
durch, dass  man  den  Lauf  der  Funktion  in  der  Nachbarschaft  jener 
Stellen  vorzugsweise  genauer  berücksichtigt. 

§.   27. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrere^ 

Variabelen. 

Ist  F(x^  ify  z^  .  .  .)  eine  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen 
«,  y,  z,  .  .,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  spezieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  o?  =  a,  y  =  i,  z  =  c  u^a,  w., 
wodurch  F(a,  5,  c,  .  . . )  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Funktion,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  h  bis 
a-|-Ä,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b  —  k  bis  b-^k  u.s.  w. 
nimmt,  wobei  h^  k  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  -F(a,  5,  c,  . . .)  der  Funktion  F^x^  y^  z^.  ,  .), 
heisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder 
kleiner  als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  wäre  jetzt,  das  System 
der  speziellen  Werthe  a?  =  a,  y  =  i,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  nun  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  ^,  y,  2, . . . 
vorhanden  sind,  so  kann  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkür- 
liche Funktionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken, 
denn  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  für 
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a  =  9(0,  y  =  t(t),  z  =  x(t),  ...  \ 

sich  alle  inögliehen  yorgeschriebenen  Werthe  von  j?,  y,  js,  .  .  .  her^ 
ausbringen  lassen,  wenn  man  nur  t  und  die  Natur  der  Funktionen 
9?,  ^,  X  etc.  danach  wählt;  so  würde  z.  B.  schon  die  einfache  An- 
nahme 3!  =:  at^  y  =  ßt,  z  =  yt^  ...  wo  a^  ß^  y  völlig  willkürliche 
Faktoren  sind,  zu  diesem  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemer- 
kung reduzirt  sich  die  Aufgabe,  F(x^  y,  i;,  .  .  .)  zu  einem  Maximun 
oder  Minimum  zu  machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Funktion  von 
nur  einer  unabhängigen  Variabelen  die  grössten  und  kleinsten 
Werthe  aufzusuchen.    Soll  nun 

Fio!,  y,  2:,  .  . .)  =  F[g?(0,  ^(0,  Z(0,  •  •  0   " 
oder  kurz  i^^  seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,   so  muss 

dF 
dt 

sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  ^,  y^  z^  .  .  als  abr 
hängig  von  t  erscheinen: 

^  2^0!    '    dt    '^    Tiy    '    dt    '^   2iz     '    dt    '^' 

Bei  der  gänzlichen  Willkürlichkeit  der  Funktionen  q){t%  ^(0,  XiO^ 
also  auch  ihrer  Differenzialquotienten 

dx  .^  ^      dy  , .  ^^     dz  , ,, 

(wie  z.  B.  im  obigen  speziellen  Falle  der  Faktoren  a^  ß^  y  .  .  .) 
kann  aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coeffizienten 
der  unbestimmten  Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Glei- 
chungen stattfinden: 

2)        2£:  =  o,4^  =  o,i^  =  o,.... 

c)a?  öy  dz 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Yariabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  d?,  y,  2;,  .  .  .  aufzulösen  und  so  die  Werthesysteme  x  =  cl, 
y,=  h^  z  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.     Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbei- 

d:^F 
geführt,  dass  man  den  zweiten  Differenzialquotienten  -r^  entwickelt 

dt^ 

und  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  o;,  y,  2;,  .  . .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfällt.     Wir  wollen  diese  ün- 
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-tersnchang  unter  der  Yoraussetznng ,  dass  F  eine  Funktion  von  nur 
xwei  unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

dt^  ^0?»   \dt/      '         7^0!  T^y     dt    dt     '     7iy^    \dtj  ' 

da!        dy 
oder   wenn    der    Q^otient    — ; —  :  — ~-  mit  q  bezeichnet  wird: 

dt         dt 

Soll  dieser  zweite   Differenzialquotient  zu  einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

^^F        ^       ^^F  ^    -b^F 

sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  8)  verzeichnete 

dy 
Ausdruck,  worin  noch  die  ganz  unbestimmten  Grössen  q  und  —r^ 

(JL  V 

vorkommen,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nach- 
her noch  zu  entscheiden  ist,  ob  es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist. 

d^F 
Das  Vorzeichen  von  -—-t-  hängt  nun  einzig   allein   von   dem  Aus- 

dt^ 

drucke 

5)  ä^  «'  +  2  ^737« +  37 

ab,  welcher  unter  der  Form  aq^  -\-  2ßq  -|-  y  enthalten  ist.  Hätte 
femer  die  quadratische  Gleichung  aq^ -\-  2 ßq  -^y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  aq^  rj^  2  ßq  -\-  y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  ^i  —  d  bis  gi  -{-  d  durch- 
laufen Hesse,  wo  d  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend ,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß^ —  ay  <  0  sein.  Die  Bedin- 
gung für  die  Unveränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht 
also  in  der  Ungleichung 

/  2^F  y  _WP    b^F 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination,  denn 
wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtHch 
stattfinden.    Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 


^ 
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und  

Sä?«  2)y2 

(nach  Substitation  der  für  x  und  y  geftmdenen  Werthe)  gleiche  Vox«^ 
zeichen  besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  D& 
femer  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  g  =  0  setzen,  ohn« 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar* 

aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  oder 


2)y' 


nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 

T^F  ^F 

Die  aus  den  Gleichungen  -r —  =  0  und  -r —  =  0  abgeleite- 
ten Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  der  Bedingung* 
/    ^^F  y  _  ^      SfF 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion 
F(x^y\  je  nachdem  sie  die  Differenzialquotienten 

t'^F       ^  l^F 

J^  ^^^  37 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

(PF 

— — —  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zweite 

Differenzialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  Differenzialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert.  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Funktion  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natar 
der  dargestellten  speziellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt 
ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Aufgabe,  die  kürzeste  Entfernung 
zweier  Geraden  zu  finden,  deren  Gleichungen 

lZ=CiX-j-Ci)  fz    =    C^X  -f-  C2 

gegeben  sind.  Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  eiaen  Punkt  Xi  y^  Z\^ 
auf  der  zweiten  einen  Punkt  x^  y^  z^  an ,  so  ist  die  Länge  der  ver- 
bindenden Geraden 

^)  V(^i— ^3)3  +  (yi—y^y  +  (^1  —  ^2)^ 


r 
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pd  wenn  diese  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  so  erhalt  offen- 
tK  auch  ihr  Quadrat  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth;  wir  ha- 
\%a  uns  daher  nur  mit  dem  Ausdrucke 

C^i  —  ^^y  +  Ol  —y^y  +  (zi  —  is^y 
n  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 

—  (Q  a?i  —  Cj  arj  4-  Ci  —  C2)2 
■mimmt  und  eine   Funktion  der   beiden    unabhängigen  Yariabelen 
ti  und  X2  darstellt.    Man  hat  nun 

'ä^  =(l+-Bi»+Q')*i.-(l+A5a  +  C\Ci)*, 

}iF  ' 

—  (h—h)  Si — (Ci  —0»)  Q 
^  =2(1  +  5,»+^^ 

I  —  =  2  (1  +  £2»  +  Q«). 

Setzt  man  die  ersten  Differenzialquotienten  der  Null  gleich,  so 
lAält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
imd  X2 ;  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 
einerseits  die  Bedingung  6),  d.  h. 

"b^F  .  l^F 
Idcr  erfüllt  und  rr — -^  sowie  -r — -  positiv  ist.  Aus  x^  und  x^  er- 
hält man  mittelst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  ^i, 
h  und  ^21  ^5  nach  Substitution  der  Werthe  von  a?i,  x<^^  yi,  y^^  zi 
ond  z^  giebt  nun  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die 
kürzeste  Entfernung  der  beiden  Geraden.  Uebrigens  liegt  es  hier 
^n  der  Natur  der  Aufgabe ,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet ,  und 
man  hätte  sich  daher  die  Entwickelung  der  zweiten  Differenzialquo- 
tienten von  i^nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 

§.  28. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

r 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Funktion  mehrerer 
Yariabelen  zu   einem  Maximum  oder    Minimum  werden  soll,  sind 

SehUmiloh,  Analysi«.  8 


joR 
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häufig  noch  an  eine  oder  mehrere' Bedingungen  gebunden,  welche 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Suchte  man  z.  B.  die  kürz< 
Entfernung  eines  Punktes  ccßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Äx-^  By  -{-Cz-^  Dz=0 

sein  möge,  so  wäre  der  Ausdruck 

V(^  —  ^y  +  (y —ßy  +  (^  —  y)S 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  ccßy  und  xyz  angiebt,  zu  ein« 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass 
Werthe  von  ^,  y  und  z  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  ml 
sen.  Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaffimg 
der  abhängigen  Yariabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichuod 
q>  (j7,  y^  z')  =  0  gegeben,  so  könnte  man  sie  nach  z  auflösen  und  d 
so  gefundenen  Werth  von  z  in  die  Funktion  F(x^  y,  z),  deren  Ma 
mum  oder  Minimum  gesucht  wird ,  substituiren ;  an  die  Stelle  einef 
Funktion  von  drei  Yariabelen  tritt  nunmehr  eine  Funktion  zweier 
unabhängiger  Yariabelen,  und  für  diese  gelten  die  Yorschriften  des 
vorigen  Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Yariabelen  zwei  BediiH 
gungsgleichungen  <p  (^,  y,  z)  =  0  und  V'  (^^  yt  ^)  =  0  gegeben,  sd 
kann  man  mittelst  derselben  y  und  z  durch  x  ausdrücken  und  wemi 
man  diese  Werthe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Funktion  F(x^  y,  z} 
nur  noch  eine  unabhängige  Yäriabele.  Diese  Eliminationen  siod 
aber  nicht  selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in 
solchen  Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  be- 
steht, dass  man  nicht  die  abhängigen  Yariabelen  selbst  aus  den  Be-. 
dingungsgleichungen ,  sondern  die  Differenzialquotienten  der  abhän*, 
gigen  Yariabelen  aus  den  Differenzialgleichungen  der  gegebeneai 
Bedingungen  eliminirt.  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  fol- 
gende. 

Wenn  F(^x^  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  9  (jr,  y)  =  0  erfüllt  sein  soll ,  so  ist  nur  eine 

dF 
unabhängige  Yäriabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  -^ —  ==  0 

ax 

sein ;   dies  giebt  in  unserem  Falle ,   wo  F  ausser  x  noch  die  abhän- 
gige Yäriabele  y  enthält, 

iZ  _i_  iZ  .  ilL  =  0. 

c)a?  c)y        dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  axd  m 
als  unabhängige  Yäriabele,  so  ist 

"^x  "hy        dx  ' 
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Be  Elimination  von  -^  aus  beiden  Differenzialgleichungen  giebt 

"hx         2tf  "by        "bx 

ind  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (p  (x^  y)  =  0  yer- 
fodet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  d?  undy. 

,  Bei  drei  Yariabelen  x^  y^  z  und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
dso  wenn  das  MaTrimum  oder  Minimum  von  F(je^  y,  z)  gesucht 
irird,  während  zugleich 

9(a?,  y,  <?)  =  0  und  '^(je^  y^  z)  =  0 

kn  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x  vorhanden,  von  wel- 

,  dF 

eher  y  imd  z  abhängen.    Die  Gleichung  -r—  =  0  lautet  dann 

dx 

IF     .      bF       dy      .      IF       dz  ^ 

"ba  by         dx      ^      bz         dx 

nd  die  Differenzialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 

"bip     j^     bfp        dy    j^    btp        dz    

'bx     "*      Sy         dx    '^    bz         dx 

bi>     ,      b'jf    ^    dy^    ,      b7\>    ^    dz^_^  ^ 
bx    ^    by         da?      '       bz         dx 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  --^  und  --r-  elimini- 

dx  ax 

len,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 

ien  beiden  Bedingungen   ip  (a?,  y,  ;f)  =  0  und  ^  (ar,  y,  ^)  =  0  zur 

l^egtinmiung  von  x^  y,  z  hinreicht. 

Sind  drei  Yariabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
ehmig,  80  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  z  als  ab- 
^iftogige  Yeränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

3^    =0,4^=0 


bx  by 

^  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  z  als  Funktion  von  x  und  y 
vorkommt, 

bF     ,      bF        bz 


3j?      '      dxf  bx 

bF     ,      bF        bz  ^ 

-r  TT"  •  TT"  =  "• 


by  bz  by 

Andererseits  ist  aber  durch  partielle  Differenziation  der  Glei- 
^  9>(^,  yi  0  =  0 

8* 
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dar      '      S;2;  c^a? 

...  c^-? 

durch  Elimination  von  -r —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  voö 

-r —  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt  - 
dy 

IF        bq>  IF        2)op  ^ 

Sa?  3^  "bz  bx 

TiF         bq)  bF         bq)    

by  bz  bz  "by 

und  diese  Gleichungen  bestimmen  mit  (p(a^  y^  z)  =  0  vereinigt  di« 
Unbekannten  a?,  y,  z.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.    Wir  geben  noch  einige  spezielle  Beispiele  dazu. 

I.  Aus  den  vier  Seiten  a,  /3,  y,  6  soll  das  Viereck  von  grösst* 
möglichem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  a  den  von  a  und 
/5,  y  den  von  y  und  d  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

\  aß  sina:  -j-  l  yd  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F=  aß  ainx  -f-  yÄ  siny 
zu  setzen.    Berechnet  man  femer  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln X  und  y  gegenüberliegt,  so  hat  man 

.a2  -(-  /32  _  2a/3  cosx  =  y«  +  *3  _  2y*  co8y\ 
mithin  als  Bedingungsgleichung 

9)==a2^/32  — y2_  52_  2aß  cosx-^-  2y*  cosy  =  0. 
Die  Differenzialgleichungen  werden  nun 

dF  -  ,        ft  dy 

-- —  z=z  ap  C08X  -^  yo  cosy  •  -r^ 

--^  =  2aß  ainx  —  2yd  siny  •  -^  =  0. 
ax  cLx 

dF  dv 

Setzt  man  -r —  =  0  und  eliminirt  -~L    go  folgt : 
dx  dx  ^  ^ 

2  aß  yd  (cosx  siny  -f"  ^inx  cosy}  =  0, 
d.  h.  sin(x  +  y)  ==  0  oder  ä?  +  y  =  0«,  oder  ISO^,  860»  u.  s.  w. 
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)&  aber  x  qnd  y  Winkel  eines  Vierecks  sind ,   so  kann  nur  x  -^  y 

b  1800  oder  y  =  180»— a?  sein. 

dii 
Hieraus  folgt  weiter  -r^  =  —  1,  mithin  * 

I  •— —  z=  aß  C08X  —  yo  cosy 

-— -  =  —  aß  8tnx  -f-  yo  etny  -—- 

QiX  dx 

=  —  (aß  ainx  -|-  yÄ  siny) 

md  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <i  180^ 
md  y  <;  180Ö),  so  entspricht  die  Bedingung  a?  -f-  y  =  180®  einem 
ifaximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  ein 
Jehnenviereek  ist. 

U.     Um  auch  die  im  Eingange   erwähnte  Aufgabe  zu  lösen, 
letzen  wir 

F=(x^ay-{-  (y—ßy  +  Cz—  yy 
q)  =  Äx  -j-  By  -\-  Cz  -{-  D  =  0 

bid  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  y  vorhanden, 
während  z  eine  Funktion  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differenzialquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 
nmächst 

a?  —  a-f(r  —  y)—  =  0 

y-ß-\-(^-r)  ^  =  0. 

V 

Femer  ergiebt  sich  durch  partielle  Differenziation  der  Gleichung 
9=0: 

^  dx  ^  oy 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Differenzialquotienten : 

Aiz—y)  —  C(x  —  a)  =:  0 
Biz  —  y)  —  C(y  —  ß)  =  0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Äx-^-By 
-f-  C2;  -[-  X)  =  0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  ^,  y  und  x^  nämlich 

x=:  a  —  AK^  y  z=  ß  —  BK,  z  =:  y  —  CK, 
wobei  zur  Abkürzung 

_Aa-j-Bß-{-Cy'j-'D 

^2  _|1  52  _j_  C2 

gesetzt  worden  ist.     Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
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F  entsprechen  können,  folgt  ^.us  der  geometrischen  Bedeutung 
rer  Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  4?,  y,  z  identii 
mit  den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  d< 
Fusspunktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Ax  -\--  By  -j- 
-f-  X>  =  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

m.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  wa\ 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen ,  welche  eii 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Cooi 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygon« 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projektionen  v< 
9  auf  die  Coordinatenebenen  xy^  az^  yz  der  Reihe  nach 

a  =  5  .  co5y,  h  =  s  ,  cosß^  c  =  s  .  cosa. 

Denken  wir  uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von 
den  Winkel  ^  bildet,  so  ist  die  Projektion  von  8  auf  die  neue  Cbei 

oder  wenn  uvw  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  5(coaa  cosu  -|-  cosß  cosv  -|-  cosy  eoBw) 
d.  i. 

p  =  a  cosu  -|-  b  cosv  -(-  c  cosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projektion  p  von  8  auf  eine  belie* 
bige  Ebene,  wenn  man  erst  die  Projektionen  von  s  auf  die  Coor- 
dinatenebenen und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  meh- 
rere beliebig  liegende  Figuren  ^i,  ^2  etc.  hat  man  entsprechend 

P  =  Äcosu  -f-  Bcosv  -f-  Ccosw^ 

wo  P  die  Projektionssumme  jPi  -f-  /'2  "f~  ©t^»  bedeutet,  und  ebenso 
il,  B^  C  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  constniirten 
Projektionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.    Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 

COS'^U  -f-  COS'^V  -fn  COS^W  1=0 

zwei  unabhängige  Yariabele  u  und  v  vorhanden,  während  w  eine 
Funktion  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differenziation  von  P 
hat  man,  dte  Diiferenzialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

A  sinu  +  Cstnw  -t —  =  0 
'  du 

B  stnv  -4-  Csinw  -r —  =  0. 

dv 

Die  partiellen  Differenzialquotienten  der  Bedingungsgleichung  sind 


r 
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cosw  sinw  -r —  =  0 

I  du 

C03V  stnv  +  cosw  ainw  -r —  =  0. 

'  dV 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differenzialquotienten  von  %o 
rgeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  =  Ccosu^  Bcosw  =  Ccosv^ 

reiche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
m  u^  v^  w  führen;  man  erhält  nämlich 

C08U    C08V   cosw    ^_^   1 

A  B    ~  ~C  v/^3+-B2-j-C> 

nd  hierdurch  erfährt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für  wel- 
the  die  Summe  der  Projektionen  von  allen  Polygonen  ihren  gross- 
en Werth  erreicht. 


Cap.  vn. 

Die    Potenzenreihen. 


Derivirten. 

I.    Wir  haben  bisher  immer  vorausgeaetzt,  dasa  die  Funktio 
nad  ihre  Differenzialquotienten    atetig  verlaufen,  wenigateas  ha 
wir  gerade  den    Stellen ,  wo  eine  Discontinuität  eintritt,  noch  k<         ■. 
besondere  ÄuAnerkaamkeit  geschenkt;  diea  soll  jetzt  geschehen. 
trachten  wir  die  Definition  des  Differenzialquotienten 

etwas  genauer,  so  änden  wir  im  Zähler  die  Differenz  zweier  Ns 
barwerthe  f(je  -\-  S)  und  /(x)  der  Funktion ;  eine  solche  Diffei 
veraehwindet  im  Allgemeinen  mit  d  zugleich,  auagenommen,  w         i 
man  dem  *  einen  solchen  Spezialwerth  §  ertheilt,  für  welchen  J\icj 
eine  Unterbrechung  der  Continnität  erleidet.    Ist  dies  der  Fall ,  so 
nähert  sich  f(x  -\-  S)  —  /(«)  irgend  einer  endlichen  Grenze  c  und 


S  ' 

Um  dies  an  einem  ganz  einfachen 
Beispiele  nachzuweisen,  denken  wir 
nna  eine  Funktion,  welche  von  a 
=  —  00  bisx^l  —  0  den  con- 
stanten  Werth  k  und  von  x  ^  ^-|-  0 
bis  ar=-(-oc  den  ebenfalls  constan- 
ten  Werth  K^k besitzt,  deren  geo- 
metrisches Bild  also  aus  zwei  Geraden 
parallel  zur  Abscissenachse  (Fig.  26) 


Cap.  Vn.    §.27.    Beziehungen  zwisehen  einer  Funktion  etc.        121 

bestehen  würde.     Für  a?  <[  |  ist  immer  /'  (a)  =  0,  für  ar  =  §  —  0 
hat  man 

endlich  für  ^  ^  |  -j-  0  wiederum  /'  (a?)  =  0.    Eine  ganz  ähnliche 

Betrachtmig  gilt  für  jeden  anderen  Fall;   man  wird  sich  dadurch 
leicht  überzeugen,  daas  der  Differenzialquotient  endlich  ist  für  a?<;|, 

tmendlich  für  d?  =  |  —  0  und  dann  wieder  endlich  für  a?  ^  5  ~|"  ^» 

Merans  erkennt  man  zugleich  die  Discontinuität  des  Differenzialquo- 
tienten,  zusammen  also  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Der  Differenzialquotient  einer  Funktion  wird  an  allen  den 
Steilen  unendlich  und  zugleich  discpntinuirlich ,  an  welchen 
die   ursprüngliche   Funktion  eine  Unterbrechung  der  Stetig- 
keit erleidet. 
Setzen  wir  umgekehrt  den  Differenzialquotienten  als  endlich  und 
continuirlich  voraus ,  so  kann  die  Funktion  nicht  aufhören  stetig  zu 
sein,  weü  ausserdem  der  Differenzialquotient  unendlich  und  discon- 
tinmrlich  würde,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist;  also: 

So  lange  der  Differenzialquotient  einer  Funktion  endlich  und 
stetig  bleibt,  verläuft  die  Funktion  selbst  continuirlich. 
Auch  hierin  liegt  eine  geometrische  Bedeutung;  denken  wir  uns 
fix)  als  Ordinate  zur  Abscisse  a?,  so  ist  f(jc)  die  über  der  Abscisse 
X  stehende  Fläche,  ändern  sich  nun  die  Ordinaten  stetig  und  bleiben 
sie  dabei  unendlich,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  auch  die  Aenderun- 
gen  der  Fläche  stetig  geschehen. 

n.  Bezeichnen  wir  mit  Ä  den  grössten  und  mit  B  den  klein- 
sten Werth,  welchen  die  derivirte  Funktion  P(ai)  annimmt,  "wenn 
«  das  Intervall  x  =  ahis  a^  =  a-^-  h  durchläuft,  und  setzen  wir  Ä 
lind  B  als  endliche  Grossen  voraus ,  so  ist  innerhalb  der  genannten 
Grenzen 

F'(a!)  —  Ä  negativ,  JPQe)  —  B  positiv 
oder  auch,  wenn  man  a:  =  a  -^  z  setzt,  wo  nun  z  das  Intervall  0 
bis  h  durchläuft, 

1)  P(a  ^  z)  —  A<:0 

2)  Pia^-  z)  —  B>0. 

Die  linker  Hand  stehenden  Ausdrücke  können  als  die  Differen- 
zialqaotienten  der  Funktionen 

3)  F(a  +  -e)  —  F(ä)  —  Az 
und 

4)  Fia  +  z)  —  Fiä)  —  Bz 
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angesehen  werden,  und  es  folgt  aus  Nro,  1),  dass  der  Ausdrack  i^ 
3)  abnimmt  von  x;  =  0  hia  z  =  h^  ebenso  aus  Nro.  2),   das3 
unter    4)    verzeichnete'  Funktion    innerhalb    desselben    IntervalU 
wächst.    Da  ferner  F(a  -{-  z)  —  F(ß)  —  Äz  für  z  =  0  verschwL 
det,  so  kann  jene  Abnahme  nur  in  der  Weise  geschehen,   dasa  d( 
fragliche  Ausdruck  von  z  =  0  bis  z  ^=  h  negativ  bleibt,  also 

5)  F(a  +  A)  —  F(a)  —  ^Ä  <  0 

ist;  ebenso  kann  die  Funktion  i^(a-(-z)  —  F(jd)  —  Bz^   weil 
für  z  ■=  0  verschwindet,  nur  auf  der  positiven  Seite  wachsen,  woi 
aus  folgt: 

6)  Pia  +  Ä)  —  F^d)  —  Bh>  0. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

7)  FCa  +  Ä)  —  FCä)  —  Pix)h 
X  von  a  bis  aA^h  gehen,  so  erreicht  F  {x)  einmal  sein  Maximum 
und  ein  andermal  sein   Minimum  B;   im  ersten    Falle    wird    -ox 
Nro.  5)  der  Ausdruck  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv  (nach  Nro.  6j 
Dieser  Uebergang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  stet 
gen  Funktion  nur  möglich,  wenn  sie  dazwischen  den  Werth  Ni 
angenommen  hat,  setzen  wir  also  F  {x)  als  stetig  von  x  =  a  bi 
X  -=.  a-\-}i  voraus ,  so  muss  es  einen  Spezial werth  ft  von  x  gebei 
für  welchen 

F{a  +  Ä)  —  Fia)  —  F(ii)h  =  0 
oder 

F(a+h)  =  F(ä)  +  hFCfi) 

wird;  dieser  Spezialwerth  ft  liegt  irgendwo  zwischen  a  und  a  -\-  Ä, 
man  kann  ihn  daher  mit  a  -\-  d'h  bezeichnen,  wo  d'  einen  nicht  nä- 
her bekannten  positiven  echten  Bruch  bedeutet;  demnach  ist  jetzt 

8)  F(a 4-  Ä)  =  F(d)  -j-hFia-j- d'K), 

und  zwar  unter  der  Determination,  dass  JP(a?)  endlich  und  stetig 
bleibt  von  x  z=  a  hia  x  =  a  -\-  h»  Denkt  man  sich  F^x)  Jals  die 
über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche,  mithin  F(x)  als  Ordinate  zur 
Abscisse  ^,  so  besitzt  der  obige  Satz  die  sehr  einfache  Bedeutung, 
dass  die  über  der  Strecke  h  der  Abscissenachse  stehende  Fläche  als 
ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches  h  zur  Basis  und  eine 
mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat. 

Für  a  -f-  Ä  =  i,  also  h  =  b  —  a  geht  [die  Gleichung   8)  in 
die  folgende  über 

9)  F(b)  =  F(a)'^(b  —  ä)  F'la-{'»(h  —  d)'], 

bei  welcher  JF*'  (d?)  stetig  und  endlich  bleiben  muss  von  x  =  a  hiB 


I    3! 
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§.  30. 
Die  endlichen  Potenzenreihen. 

Bereits  in  §.  24.,  Formel  5)  haben  wir  gesehen,  dass  die  geän- 
derte Funktion /(df-f-Ä)  durch  eine  Reihe  ausgedrückt  werden  kann, 
welche  nach  Potenzen  von  h  fortschreitet  und  die  Funktionen  /(«), 
f(x\f"(x)  etc.  als  Coeffizienten  enthält;  jene  Formel  galt  jedoch 
nur  für  solche  h^  welche  die  Null  zur  Grenze  haben ,  und  es  wäre 
daher  die  Frage,  ob  sich  diese  Beschränkung  nicht  wegschaffen 
Hesse.    Zu  diesem  Zwecke  versuchen  wir  die  Summirung  der  Reihe: 

bei  welcher  wir  das  beliebige  k  =z  a  —  x  setzen  können ,  ohne  der 
Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun.  Sei  F(x)  die  unbekannte  Summe 
dieser  Reihe,  also 

1)     Fix)  ==  /(*)  -f-  iLz:f./'(*)4-i^=i^  /"(x)  4- . . . . 

80  findet  man  zunächst  durch  beiderseitige  Differenziation  und  nach 
Hebung  aller  negativen  Glieder 

Um  hieraus  i^(a:)  ^  selbst  abzuleiten,  benutzen  wir  das  Theorem  9) 
des  vorigen  Paragraphen ,  indem  wir  uns  x  an  die  Stelle  von  b  ge- 
setzt denken ;  es  ist  dann 

oder 

wobei  jedoch  vorausgesetzt  wird,  dass  F'  (ai)  stetig  und  endlich  bleibe, 
von  Ä  =  a  bis  df  =  6  ==  «.  Diese  Bedingung  ist,  wie  man  aus 
Nro.  2)  abnehmen  kann,  erfüllt,  sobald  /W  (^j)  innerhalb  jenes  In- 
teryalles  stetig  und  endlich  bleibt,  woraus  weiter  folgt,  dass  auch 

/"■"^^(j?),  f^^^^Hx),  . .  .  /'(«),  fix)  Yonx  =  xh\ax  =  a  end- 
Uch  nnd  stetig  sind.  Die  Formel  3)  gäbe  nun  die  gesuchte  Summe 
^(«)i  wenn  der  speadelle  Werth  F(a)  derselben  bekannt  wäre;  die- 
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ser  findet  sich  aber  unmittelbar  aus  Nro.  1),  nämlich  F(a)  =  f(a 
und  es  ist  nun  die  gesuchte  Summe: 

/(">-1.2.3...(n-l)/^"^(''  +  ^(— >^- 
Setzen  wir  endlich  noch  a  —  x  •=  h^  also  a  =  x  -\-  h^  und  1  — 
=  @,  wo  nun  ®  wiederum  einen  positiven  echten  ßmcb  bezeic 
net,  80  haben  wir  die  Formeln 

und  j 

5)    /(a?+Ä)=/(a?)+Y/'(^)+p-^/'(^)  + I 

deren  Gültigkeit  an    die  Bedingung  gebunden  ist,  dass /(a?), /' («)■: 

/"  (a?)  . .  .  Z^'*)  (^)  endlich  und  stetig  bleiben ,  während  x  das  Inter-i 
vall  X  h\&  X  -\-  h  durchläuft.  Die  Gleichung  5)  heisst  das  TheorenS- 
von  Taylor,  das  letzte  Glied  rechter  Hand  der  Rest  der  Reihe. 

Nehmen  wir  speziell  ^  =  0  und  setzen  nachträglich  a  an   die 
Stelle  von  A,  so  gehen  die  vorigen  Formeln  in  die  folgenden  über: 

^  ^^^  l.t.Z...(n—V)    ^      ^      ' 

und 

7)   /(a,)=/(0)+^)^+/^^2_|_  ..... 


1.2..(w— 1)  ~  1.2...  (n— !)•'       ^      ^' 

zu  deren  Bestehen  erfordert  wird,  dass  f(x\  f  (a?),  .  .  .  /(**)  (jß)  ste- 
tig und  endlich  bleiben,  während  x  von  0  bis  x  geht.  Die  Formel 
7)  heisst  das  Theorem  von  Mac  L aurin  und  kann  dazu  dienen, 
um  eine  gegebene  Funktion  /(a?),  welche  der  eben  ausgesprochenen 
Bedingung  genügt,  in  eine  sogenannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln. 
Um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  nehmen  wir 

/(«)  =  i  (r3^)  =  -  Kl -«>) ; 


<em 
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f»  ist  dann  für  ein  positives  ganzes  k 

(1  — ^r 

IDnd  mithin  durch  Substitution  in  Nro.  7): 

\l_^/       1       '   ^        '  '    n— 1  ^     (1  —  00?)*» 

Um  Grenzen  für  die  Gültigkeit  dieser  Formel  zu  ermitteln,  be- 
darf es  nur  der  Erinnerung,  dass  im  vorliegenden  Falle  /(jf),  /'  (jj).  . . 

p^^Cx)  stetig  und  endlich  bleiben  einerseits  von  a?==0  bis  tT  =  —  oo  , 
andererseits  von  ä  =  0  bis  4?  =  -f-  1 ,  die  Grenzfälle  —  oo  und 
-j- 1  ausgeschlossen;  die  Formel  8)  gilt  demnach  für —  oo  <^ic<-|^  1. 
Was  den  Best  der  Reihe  betrifft,  so  kann  man  bemerken,  dass  der 
Ausdruck 

(1  —  e^n^l 

(1  —  ©j?)'» 

als  Funktion  von  @  betrachtet  abnimmt,  wenn  0  von  0  bis  1  geht, 
dass  mithin  der  Fall  0  =  0  das  Maximum,  und  0=1  das  Mini- 
mum des  Bestes  giebt;  demzufolge  ist 

1  >  ^^!^ ^ >  0 

(1_@-P)« 

und  man  könnte  daher  den  Best  kurz  mit  0^x^  bezeichnen,  wo  0^ 

einen  echten  positiven  Bruch  bedeutet. 

Die  unter  4)  und  6)  verzeichneten  Besultate  sind  noch  einer 
Modification  fähig,  welche  hauptsächlich  die  beliebige  Zahl  n  be- 
trifft. Lassen  wir  nämlich  n  fortwährend  wachsen,  so  werden  die 
rechter  Hand  befindlichen  aus  n  Gliedern  bestehenden  endlichen  Bei- 
hen  zu  unendlichen  Beihen,  und  es  würden  die  Formeln  4)  und  6) 
in  die  folgenden  übergehen: 

A')-^"-.r.'ri.T" 

Der  Betrag  eines  jeden  der  linker  Hand  angedeuteten  Grenz- 
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werthe  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  es  ist  aber  denhJ 
bar,  dass  unter  Umständen  l 

^^  ^ 1.2.3....(«-1) =® 

und  ebenso  4 

n  _  ©)«— 1  J^  /(«)  (Sa) 
1«)  ^^         1.2.3....(n-l)       -» 

werden  kann;  in  diesem  Falle  gehen  die  vorigen  Formeln  in  die  fol-* 
genden  über: 

11)  /(^4-Ä)=/(«)  +  -j-/'(»)  +  ^ /"(«)  + , 

12)  /(*)=/(0)+^*  +»),,  +  .... 

So  z.  B.  war  in  dem  unter  Nro.  8)  behandelten  Beispiele  der 

Rest  von  der  Form  0^«'*  und  ©^  ein  echter  Bruch;  für  unendlich 

wachsende  n  ist  der  Grenzwerth  hiervon  im  Allgemeinen  nicht  be*^ 
stimmt,  beschränkt  man  aber  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  -|-  1,  setzt 

also  1  >  Ä  >  —  1  voraus ,  so  ist  Lim  (0^  «*')  entschieden  =  0  und 

man  gelangt  damit  zu  der  Formel: 

die  sich  vor  der  in  8)  verzeichpeten  Formel  dadurch  auszeichnet, 
dass  sie  keine  nicht  näher  bekannte  Grösse  0  enthält,  während  sie 
andererseits  spezieller  als  die  Formel  8)  ist ,  insofern  in  ihr  a  einen 
weit  kleineren  Spielraum  hat. 

Jede  solche  Fortsetzung  der  endlichen  Reihen  zu  unendlichen 
Reihen  verlangt,  wie  wir  so  eben  sahen,  eine  besondere  Restunter- 
suchung, die  um  so  weitläufiger  ausfallen  wird,  je  verwickelter  die 
Funktion  f(ai)  ist;  es  muss  daher  unsere  Sorge  sein,  diese  Umständ- 
lichkeit so  viel  als  möglich  zu  vermeiden. 

§.  31. 
Die  unendlichen  Fotenzenreihen. 

Die  unendliche  Taylor' sehe  Reihe  (Nro.  11.  des  vorigen  Pa- 
ragraphen) erfordert  vermöge  ihrer  Entstehung  aus  der  endlichen 
Taylor 'sehen  Reihe  (Nro.  5.)  zunächst  die  Stetigkeit  und  Endlich- 
keit von  /(«)  und  all  e  n  Differenzialquotienten  dieser  Funktion.    Um 
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kreitens  die  Grenzen  zu  finden,  innerhalb  deren  sich  h  bewegen  darf, 
i  nichts  einfacher,  als  die  Gleichung 

h  h^ 

fC^-\-h)  =  fi,v)  +  —  /' w  +  YT^^f'iß)  +  . . . . 

ber  Probe  zu  unterwerfen.  Setzen  wir  nämlich  Ä  =  a — x^  so  wäre 
)        /(a)  =  /(x)  +  ^  f>(x)  +  ^^f^  /"(*)  +  .  .  .  . 

t 

lithin  die  Summe  der  Reihe  eine  Constante,  und  da  der  Difi'eren- 
lalquotient  einer  Constanten  die  Null  ist,  so  müsste  auch  der  Diffe- 
(Dzialquotient  der  unendlichen  Reihe  verschwinden.  Die  obige  un- 
Bdliche  Reihe  geht  nun  aus  der  endlichen  Reihe 

^urch  hervor,  dass  die  Gliederzahl  n  in's  Unendliche  wächst;  auf 
leiche  Weise  entsteht  der  Difierenzialquotient  der  unendlichen  Reihe 
PS  dem  DifiTerenzialquotienten  der  endlichen  Reihe;  letzterer  ist  nach 
formel  2)  §.  30.  : 

1.2  ...  (n— !)•'       ^^' 
feithin  haben  wir  für  unendlich  wachsende  n 

^ [/(*)  +  ^  /'(*)  4-  i^/"(*)  +  ••••] 

dx 

—  Tim  (g-^y^'/^H^) 
~^      1.2.3...  (n—1) 

nd  wenn  dieser  Differenzialquotient  die  Null  sein  soll,  so  ist  die 
Mingung 

')  ^     1.2.3...(n-l)    -" 

irforderlich,  aus  welcher  sich  der  für  x  erlaubte  Spielraum  bestim- 
nen  lässt. 

Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen,  so  haben  wir  für  a  =  «-j-Ä 
blgendes  Theorem: 

A.  Bleiben  die  Funktionen  /(a?),  /'(^),  f*(ß)  etc.  endlich  und 
stetig  innerhalb  des  Intervalles  x  hiA  x  -\'  h^  so  gilt  die 
Formel 

f(x+K)  =  fix)  +  A-  /' (*)  +  ^  /"(x)  + 
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und  zwar  für  alle  x  tmd  A,  welche  der  Bedingang 

^""l.2.3...(»-l)  =  ^ 
Genüge  leisten. 

Für  X  =  0,  und  wenn  nachher  a  für  A  geschrieben  wird,  ei 
giebt  sich  weiter: 

B.  Bleiben  die  Funktionen  f(a) ,  /'  (x) ,  /"  (a?)  etc.  endlich  un^ 
stetig  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  x  (d.  h.  innerhalb  eine 
die  Null  einschliessenden  Intervalles),  so  ist 

und  zwar  für  alle  x^  welche  der  Bedingung 

^1.2.3...(«-1)-^ 
Genüge  leisten. 

Dieser  Satz  ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  da  in  ihm  die  Mit 
tel  enthalten  sind,  um  eine  Funktion  in  eine  Potenzenreihe  zu  vei 
wandeln;  man  kann  ihn  auch  folgendermassen  formuliren: 

C.  Wenn  die  Funktion  f(x)  nebst  ihren  sämmtlichen  Diflferei 
zialquotienten  endlich  und  stetig  bleibt  innerhalb  eines  de] 
Werth  X  =z  0  einschliessenden  Intervalles,   so  ist  jederzeij 
eine  Reihenverwandlung  von  der  Form 

f(x)  =  A^  -{-  ÄiX  -j-  A2X^  ^  AqX^  -^  .  .  .  . 

ausführbar  und  zwar  gilt  dieselbe  für  alle  a?,  welche  der  Be- 
dingung 

Lim  (nÄ^x^—'^)  =  0 
genügen. 

Der  Sinn  der  beiden  Determinationen,  welche  hier  vorkommen, 
ist  einfach  folgender:  Die  Bedingung  der  Continuität  von  f(x)^  f*(ß)^ 
f'*(x)  etc.  innerhalb  eines  die  Null  umfassenden  Intervalles  scheidet 
die  Funktionen  aus,  welche  nicht  in  Potenzenreihen  verwandelbar 

sind  (wie  z.  B.  — ,  cotx  etc.),  die  zweite  Bedingung  Lim(nÄ^x^~~^) 

X 

scheidet  die  Werthe  der  Yariabelen  x  aus,  für  die  jene  £nt- 
wickelung  nicht  mehr  gilt.  Was  endlich  die  Coef&zienten  Aq^  Äi^ 
Ag^  etc.  betrifft,  so  kann  man  sie  entweder  direkt  nach  den  Formeln 

3)  A=/(0),     ^k^yCl^^^  h 

X  »  ^  »  O   ••    .    IC 

oder   indireikt   dadurch   bestimmen,    dass    man  mit  der  Gleichung 
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(r)  =  ^  -|-  ^idf  -|-  etc.  weiter  rechnet,  wie  ea  z.  B.  in  §•  6.  V, 
pschehen  ist;  im  letzteren  Falle  bildet  der  SatzC.  die  wiss^odehaft- 
jche  Grundlage  der  sogenannten  Methode  der  unbestimmten 
foeffizienten. 

^     Für  den  Gebrauch  des  genannten  Theorems  ist  es  übrigens  ror- 

Iteilhaft,  der  Bedingung  Um  (nA^as^    ^)    eine   etwas  andere  Form 

k  geben,  zu  welcher  man  auf  folgendem  Wege  gelangt.   Wenn  eine 
pnktion  ip(n)  von  n  die  Eigenschaft  besitzt,   dass  für  unendlich 

jhsende  n  der  absolute  Werth  des  Quotienten  ,'  sich  ei- 

unter  der  Einheit  liegenden  Grenze  nähert,  wenn  also  die  Be- 
shungen 

Lim  *%ti)  =  A  mid  A  <  1 
finden ,  so  darf  man  für  irgend  ein  endliches  n 


sen,  wo  man  8  zwar  nicht  näher  kennt,  aber  wenigstens  weiss, 

es  bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.     Da 

i  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  sobald  nur  n  hinreichend 

)8s  genommen  wird,  so  lässt  sich  letzteres  auch  so  wählen,    dass 

<;  1  —  X  oder  A  -[-  S  <^  1  wird  und  bleibt,  wenn  n  noch  weiter 

lt.    Nennen  wir  h  den  jedenfalls  bestimmten  endlichen  Werth 

«,  von  welchem  ab  A  -f-  ö  <;^  1  bleibt,  so  haben  wir 

nd  durch  Multiplikation  dieser  m  Ungleichungen 

~wr  <^^-^^  ' 

Für  fc  -f-  »*  =  w^  also  w  =  n  —  äj,  erhält  man  hieraus 

^(n)<-!Ä.(A  +  Ä)". 
^^  ^^(A-j-d)fc^    ^ 

Lassen  wir  jetzt  n  in's  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass 

SohlOmUch,  Analyifa.  9 
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A  -|-  *  ein  echter  Bruch,  mithin  Lim  (A  +  Ä)**  =  0  ist,   und 
es  sich  immer  nur  um  absolute  Werthe  handelt,  so  folgt  augenblick] 

Lim  ^(n)  =  0^ 
Wenn  also  eine  Funktion  ^(n)  für  unendlich  wachsende  n 
Null  zur  Grenze  haben  soll,  so  ist  dazu  nur  nöthig,  dasa  der 

weniger  als  die  Einheit  betrage.  W< 


lute  Werth  von  Lim 


^(n) 


den  wir  dies  auf  den  Fall  ilf(n)  =  nÄ^a:'^^^ 
Lim  (n  -4^^?^"^)  =  0  wird,  wenn 


an ,    so    folgt , 


1, 


d.  h. 


xLim  — 7^   <[  1    oder   x  <^  Lim 


A 


n 


A. 


ist.    Dies  giebt  an  die  Stelle  von  C.  folgenden  Satz: 

D.  Wenn  die  Funktion  f(je)  nebst  ihren  sämmtlichen  Differ< 
zialquotienten  endlich  und  stetig  bleibt  innerhalb    eines 
Null  umfassenden  Intervalles,  so  ist  jederzeit  eine  Reihe] 
Verwandlung  von  der  Form 

f(jß)  =1  A^  -\-  Aix  -\'  A^x'^  '\-  A^x^  -\-  .  .  .  . 

ausführbar  und  zwar  gilt  sie  für  alle  x^  deren  absoluter  Wei 
weniger  beträgt,  als  der  absolute  Werth  von 


Lim 


A 


n 


In  dieser  Form  werden  wir  das  Theorem  von  Mac  Laurii 
anwenden,  um  sowohl  die  einfachen  als  auch  zusammengesel 
Fimktionen  in  Reihen  zu  verwandeln.  Diese  Reihen  sind  mei 
stentheils  unendliche  und  bedürfen  ebendeswegen  einer  klein< 
Voruntersuchung,  die  wir  sogleich  erledigen  wollen.  Wir  hatt< 
nämlich  in  §.  6.  bemerkt,  dass  man  nicht  geradezu  sagen  dürfe,  ,,d< 
Differenzialquotient  einer  Summe  unendlich  vieler  Summanden  ist  dii 
Summe  von  den  Differenzialquotienten  der  einzelnen  Theile'^,  und  es 
ist  daher  nöthig,  die  Frage  nach  dem  Differenzialquotienten  einer 
unendlichen  Potenzenreihe  zu  diskutiren,  da  die  folgenden  Betrach- 
tungen solche  Differenziationen  erheischen  werden.  Sind  nun  ^>'(x\ 
tp'*(x)  etc.  ini  der  Nachbarschaft  der  Null  stetig  und  endlich,  so  kann 
man  f{x)  =  g?'  (x)  setzen  und  hat 


4) 


y'Ca?)  =  g)'(O)  4-  ^1^  X  + 


y^^^  (0) 
1.2 


a?3  -|- 
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imd  zwar  unter  der  Bedingung 

5)  wu,  man  a  <Z  vcU  num  Ltm  — ' — ,    \  ^^ ^• 

Ans  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  qi*  (a%  ^**  (je)  etc.  folgt 
fendererseits  die  yon  9(^)9  und  indem  wir  das  Theorem  von  Mac 
^ aarin  anf  den  Fall/(«)  =  9(0?)  anwenden 

flX  ,  ^  1  T-  («+1)9^**^  (0) 

^(M-l)  (0) 
Differenzirt  man  aber  die  Gleichung  6),  so  erhält  man  Nro.  4), 
imd  schreibt  man  in  Nro.  5)  m  für  n-|~l,  so  ist  jene  Bedingung  Ton 
4er  in  7)  verzeichneten  nicht  verschieden ;  d.  h.  zusammen :  die  aus 
hm  Theoreme  von  Mac  L aurin  abgeleiteten  Gleichungen  dürfen 
woi  gewöhnliche  Weise  differenzirt  werden,  ohne  dass  das  Gültig- 
Idtsintervall  der  Yariabelen  zu  ändern  wäre. 


§.  32. 

Die  Reihen  für  Potenz,  Logarithmus  und  Exponen- 

zialgrösse. 

L  Da  wir  die  Entwickelung  des  Ausdrucks  (l-f-*)'*  für  den 
Fall  eines  ganzen  positiven  ft  bereits  erledigt  haben ,  so  setzen  wir 
im  Folgenden  immer  voraus,  dass  der  Exponent  keine  ganze  positive 

Äahl  sei    Es  ist  nun  für  f(je)  =  (1+^)^ 

wobei  die  zweite  Form  für  ä;  >  ft  dient,  ein  Fall,   der  früher  oder 
«päter  immer  eintritt.     Sollen  nun  /(«),  /'(*),  /"(^)  etc.  endlich 
^d  stetig  bleiben,  so  muss  x  zwischen  —  1  und  -f-  QO   liegen,  imd 
dies  ist  die  erste  Bedingung  der  Entwickelung.    Femer  haben  wir 

und  es  lautet  demnach  die  allgemeine  Binomialformel 

um  noch  die  Grenzen  zu  bestimmen,  auf  welche  a  zu  beschrän- 
ken ist,  entwickeln  wir  den  Grenzwerth  von 

9* 
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A  n+1  _  __  ^  _^1. 


^n+1         ^— »*  «— ^ 

dieser  ist  —  1 ;  und  es  gilt  demnach  die  Formel  1)  für  alle  a^  deren  | 
absoluter  Werth  weniger  als  die  Einheit  beträgt,    d.  h.  kürzer  für; 

1  >a?>  —  1. 

h 
Setzt  man  a?=  —  und  multiplizirt  beiderseits  mit  a",     so  er- 
hält man  die  Formel: 
2),  (a  +  br 

= "^  K^ + '^' ©■ + -^^^fr^' (t)  ■+•••! 

a 
die  unter  Anderem  zur  Ausziehung  beliebig  hoher  Wurzeln  benutct 
werden  kann. 

n.     Für  /(a?)  =  Z  (1-|- j?)  hat  man 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  /(a?),  /'(^),  /"(^)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  für  —  1  <  a?  <:^  -j-  oo .     Ferner  ist 


Ä 

Lim  - 


— ^  =  Xim      '      =  Lim  (  1  H )  =  1, 

n-l-l  »  \       '       n/ 


und  mithin  haben  wir  jetzt  die  Beihenentwickelung 

3)  Kl+ä!)  =  \a  —  Ix^  -f.  1^.8  _  1 -,.4  ^  .  .  , 

1  >  a?  >  —  1. 
Für  negative  a  gilt  ganz  ähnlich  die  Formel: 

4)  ;(i_-p)  =  —  la?  ^  1^2_  i-p3_  la?4  — .  . 

1  >  Ä  >  —  1, 
welche  mit  der  unter  Nro.  13)  des  vorigen  Paragraphen  gewonne- 
nen Formel  übereinstimmt.     Die  Differenz  der  Formeln  3)  und  4) 
giebt : 

1  >  ar  >  —  1. 
Für  a  =  — r— ,    wo  nun  z  jede  beliebige  positive  Zahl  sein 

Z'-j-  1 

darf,  folgt  weiter 
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«-=^[ic-?i)+i(^)"+'(f^;)'+--]. 

womit  das  Problem  gelöst  ist,  zu  jeder  positiven  Zahl  den  natürli- 
ehen  Logarithmus  zu  finden.  Für  z  =  2  erhält  man  z.  B.  eine  zur 
Berechnung  von  12  vortheilhafte  Formel. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  l(a-^by  =  la  -\-  l  il  -\ j  ist, 

neht  man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3): 

n  ,(„+.>=>  + f(T)-!(T)'+ä (t)*---- 

imd  diese  Formel  dient  zur  Berechnung  von  Z(a-f-5),  sobald  la  be- 
kannt ist.  £in  zu  demselben  Zwecke  noch  brauchbareres  Resultat 
Indet  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

1+  — 


1  — 


2a-\-b^ 

mdem  man  den  zweiten  Theil  der  rechten  Seite  .nach  Formel  5)  ent- 
wickelt; es  ist  nämlich 

und  dies  gilt  für  alle  positiven  a  und  5,  weil  ^      ,   ^  unter  dieser 

Voraussetzung  immer  ein  echter  Bruch  ist. 

Aus  den  obigen  nur  für  natürliche  Logarithmen  gültigen  For- 
meln kann  man  sehr  leicht  entsprechende  Formeln  für  künstliche 
Logarithmen  ableiten;  es  ist  nämlich  immer 

^  =  e^^     und    z  =  h^^^9% 

folglich,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt, 

Iz  .  le  =  Hogz  .  Ih  oder  Iz  =  ^logz  .  tb^ 
woraus  umgekehrt  folgt: 

9)  ^logz  =  -TT  Iz  =  Mb  .  Iz. 

Für  das  Brigg' sehe  System  ist  b  =  10,  und  man  findet  nach 
den  obigen  Formeln: 

110  =  2,30258509  .  .  .,     Jfie  =  0,434294482  .  .  . 
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in.    Nehmen  wir  f(je)  =  «*,  so  ist  f^^^ix)  =  «*  nnd  es  blei 
ben  /(^),  /'  («),  /"  (ß)  etc.  durchaus  stetig  und  endlich.     Ferner  hi 
man 

"^^  ~  1  .  2  .  3  .  .  .  Jb' 

Lim  -r =  Lim  (n-l- 1)  =  oo  , 

und  so  gelangt    man  augenblicklich  zu  der  für  alle   x   geltendea 
Formel : 

10)        -     ^=l  +  -+_+j-^+ , 

Für  4«  =  1  findet  man  hieraus  den  Werth  von  «,  nämlich  J 

e  =  2,7182818284590...  i 

Setzt  man  ^  z=.  z   und  nimmt  beiderseits  die  Logarithmen   iff 
irgend  einem  Systeme,  so  folgt  a  =  t-= — ,    mithin : 

«7 


">       '='  +  !(^)  +  ri©'  + 


i 

i 

und  es  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst,  die  Zahl  z  zu  finden,  Ttrenn  ihr 
Logarithmus  gegeben  ist.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Formel, 
wenn  man  die  Logarithmen  als  natürliche  nimmt. 

Für  ein  negatives  x  geht  die  Gleichung  10)  in  die   folgendol 
über: 

12)  ,-.=  i_^+-fL__^+ , 

die  man  mit  jener  durch  Addition  imd  Subtraktion  zu  neuen  Formeln. 
verknüpfen  kann. 

§.   33. 
Die  trigonometrischen  Beihen. 

I.     Da  sinx  und  cosx  durchaus  stetige  Funktionen  und    ihre 
Differenzialquotienten  wiederum  Cosinus  oder  Sinus  sind,  so   erhellt 
zunächst  die  Möglichkeit  von  Potenzenreihen  für  die  genannten  Funk- 
tionen.     Was  nun  den  Sinus  anbelangt,  so  hat  man 
/(0)=/n(0)=/nr(0)...  =  0, 
/i(0)  =  +1,  /ra(0)  =  -  1,  /V(0)  =  +  1  etc. 
und  mithin  folgende  Reihe. 

1)  «n^__  ____  +  ____ 
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um  die  Gültigkeit^grenzen  derselben  zu  bestimmen,  kann  man 

siti  Tv/ä?^ 
bemerken,  dass  die  Entwickelang  von ^= —   nothwendig  zu  fol- 

|endem  Resultate  geführt  haben  müsste: 

sin (\x) j  X      _i         *^  a?^         , 

'~^T'  ~  ^  ~  l-^^-3  "^  1 . 2  . .  5  ""  1 .  2  . .  7    ■"  •  *  • 

imd  hier  wäre ,  abgesehen  vom  Vorzeichen : 

Lim  —^  =  Lim  [2n(2n+l)]  =  ao ; 
-^fi+l 

eie  Yorstebende  Reihe  gilt  demnach  für  alle  endlichen  x^  dies  muss 
an  auch  bei  der  Formel  1)  der  Fall  sein.  Man  hätte  zu  diesem 
Resultate  unmittelbar  durch  die  Bemerkung  gelangen  können,  dass 
die  Bedingung 

A^                    ^n+l  *^"^^ 
0?  <Z  Lim  -r aus  Lim  — ^ <Z  1 

^  ^n+1  Ä^x^        ^ 

hergeleitet  worden  ist,  und   dass  es  in  letzterer  nur  auf  den  Quo- 
tienten zweier  aufeinander  folgender  Glieder  ankonunt. 

Behandelt  man  die  Funktion  /(a)  =  cösx  auf  dieselbe  Weise, 
10  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Reihe : 

welche  ebenfalls  für  jedes  endliche  x  gilt. 

n.  Was  die  Sekante  anbetrifft,  so  lässt  sich  aus  dem  Umstände, 
dass  8€cx  und  die  Differenzialquotienten  davon  innerhalb  des  Inter- 

ifalles T-  bis  -| — r-  endlich  und  stetig  bleiben,  die  Möglichkeit 

jeiner  Beihenverwandlung  schliessen ;  man  erkennt  dieselbe  aber  auch 
|m8  der  Gleichung 

1  1 

BtCX  = 


C08X  1 (1  —  COBXy 

wenn  man  dieselbe  mittelst  des  aus  dem  Binomialtheoreme  folgen- 
den Satzes  \ 

j— —  =:1+m-(-m2  +  m8+ ,       1>M>—   1 

transformirt.     Man  erhält  nämlich  unter  der  Voraussetzung,    dass 
1  —  cQBx  ein  echter  Bruch,  mithin  cobx  positiv  und  also  x  zunächst 

zwischen r-  und  -| r-  enthalten  ist; 
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WC  «  =s:;  1  "l-  (1  —  CO«  a?)  -f-  (1  —  co«  flf)^  -4-  .  . 


und  wenn  man  sich  statt  cos  a  seinen  Werth  aus  Nro.  2)  gesetzt,  die  • 
angedeuteten  Potenzirungen  ausgeführt  und  das  Gleichartige  verei- 
nigt denkt,  so  muss  offenbar  dieselbe  Reihe  zum  Vorschein  kommen, 
wie  bei  der  unmittelbaren  Anwendung  des  Theoremes  von  Mae 
Laurin.  Zugleich  erhellt,  dass  diese  Reihe  nur  gerade  Pot6D£en 
von  a  enthalten,  dass  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

3)  ,,,  ^  =  1  +__  +  __  +  __  +  .  .  . 

2    ^       ^  2 

resultiren  wird.    Darin  ist  für  f(a)  =  seca 

Ti  =fHo^,   T4  =/^(0),    r«  =/^,(0), 

Um  eine  Formel  zu  erhalten,  aus  welcher  sich  diese  CoefBzien- 
ten  berechnen  lassen,  setzen  wir  in  der  Gleichung  8)  des  §.  12. 
^  =  0 ;  es  ist  dann : 

4)  T^  =  712  ^n— 2  —  H  ^n— 4  +  "6  ^n— 6  —  •  •  •  • 

und  indem  man  diese  Beziehung  für  n  ==  2,  4,  6,  .  .  in  Anspruch 
nimmt,  wobei  Tq  =  1  zu  setzen  ist,  findet  man  successive: 

Tjj,  T4,  Tß  etc. 
Ein  ganz  ähnliches  Verfahren  ist  auf  die  Tangente  anwendbar. 
Die  Möglichkeit  der  Entwickelung  erhellt  nämlich  daraus,  dass  tana 
und  die  Difierenzialquotienten  dieser  Funktion  endlich  und  stetig 
bleiben  für  ^7t  '^  a  ^  —  gjr;  man  würde  aber  dieselbe  Reihe  fin- 
den müssen,  wenn  man  die  Sekantenreihe  mit  der  Sinusreihe  multi- 
plizirte  und  die  letztere  Bemerkung  zeigt  auf  der  Stelle  die  Form 
des  Resultates  und  die  Grenzen  seiner  Gültigkeit,  nämlich: 

Dabei  ist,  wenn  tan  x  mit  f(jß)  bezeichnet  wird, 

Tr=f(0),     T8=/™(0),     2'5=r(0), 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Formel  9)  §.  12.  für  o:  =  0: 

6)  l\  =  8in  ^+  n2T;_2-n42;_4  +  n62;_6  —  •••• 

und  mittelst  dieser  Formel  lassen  sich  die  Coeffizienten  Ti,  T3,  Ts^  •  •  • 
berechnen,  indem  mann=l,  3,  5,  ...  setzt. 
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Die  Fonobeln  4)  und  6)  unterscheiden  sich  nur  insofern,  als  in 
:der  ersten  n  immer  gerade,  in  der  zweiten  ungerade  ist;  man  kann 
daher  als  allgemeine  Formel  für  alle  T  die  folgende  aufstellen : 

md  ans  dieser  ergeben  sich  für  r=  1,  2,  3,  4,..  .  .  wechselweise 
die  Tangenten-  und  Sekantenkoeffizienten,  nämlich: 

Ti=  1,    ^2  =  1,   Ta  =  2,   T4  =  5,  T^  =  16,  T^  =  61,.... 

Ans  der  Bemerkung,  dasd  seca  -j-  tcma  =  tan*(|3r-(-|«),  zieht 
naa  endlich  auch  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

worin  die  sämmtlichen  mit  T  bezeichneten  Coeffizienten  vorkommen. 

m.  Die  Cosekante  lässt  sich  unmittelbar  nicht  in  eine  Poten- 
zenreihe der  bisherigen  Form  verwandeln;  man  hat  nämlich  unter 
Benutzung  der  Formel  1) : 

—  i7  =  i-  :-i..+A.'-..' 

and  wenn  man  sich  die  Division  ausgeführt  denkt,   so  entsteht  eine 

Eeihe,  welche  mit  —  anfangt.     Wir  versuchen  daher  die  Entwi- 
rr 

Ickelnng  des  Produktes  xcoaecx.     Es  ist  zunächst: 

I  X  1 


X  cosec X 


8tnx 


/  sinx\ 


=  '+0-^)+('-^)'+ 


SZtl  X 

was  jedoch  voraussetzt,  dass  1 ein    echter    Bruch,    also 

X 

fl 

• positiv,    folglich  X  zwischen   —  n  und  -(-  n  enthalten  sei. 

Denkt  man  sich  für  sinx  die  gleichgeltende  Reihe  substituirt,  die 
Potenzirungen  von  1 ausgeführt  und  alles  Gleichartige  ver- 

X 

einigt,  so  entsteht  ein  Resultat  von  der  Form 


X  cosec 


*  —  ^  +    l'.2  +  X.t.Z.i.  + 
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9^  coseca  = ^—  A H- 

^  j?    ^  1.  2  ^  1.2.3.4  ^  1.2...6  ^^ 

Ä  >  Ä?  >>  Ä, 

WO  es  sich  noch  um  das  Bildungsgesetz  der   mit   ü  bezeichnete^ 
Coeffizienten  handelt.    Wir  werden  dasselbe  gleich  nachher  erörtem^j 
Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  durch  Multiplikation  mit  der  Co^ 
'sinusreihe  die  Cotangentenreihe ;  führt  man  die  kleine  Bechnun^  ao^i 
80  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form : 

10)      cotx  =  —  — 


a  1.2         1.2.3.4  1.2. .6  ^ 

Ä  >  0?  ^  Ä, 

WO  noch  die  mit  F  bezeichneten  Coeffizienten  einer  näheren  Untepj 
suchung  bedürfen.  j 

Die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  vorkommenden  Coeffizien- 
ten ü  und  F  sind  den  TangentenkoefHzienten  sehr  nahe  verwandt; 
nach  einer  bekannten  Formel  ist  nämlich 

cotz  —  2cot2  z  =  tan z^  % 

und  hier  lassen  sich  die  drei  vorkommenden  Funktionen  nach  de^ 
Formeln  10)  und  5)  entwickeln;  vergleicht  man  hierauf  die  CoefE4 

zienten  von  ^:"^~^,  so  ist 

^2n-l     ,     2'^  V2n-1  _  ^ 
27~  "^  2li  —  ^2n-l  '^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  F2^__i  die  Formel: 

22^1 

Femer  hat  man  den  bekannten  goniometrischen  Satz: 

2  cosec  2  z  —  cot  z  =  tan  z. 
Entwickelt  man  wiederum  die  drei  vorkommenden  Funktionen 

und  vergleicht  die  Coeffizienten  von  z^^"^^^  so  findet  sich : 

2'^^2n-l     ,     ^2n-l  ^ 

2n         ■+■      2n      "  ^2n-l- 

Hier  kann  man  den  Werth  von  F^n— 1  ^^^  ^®^  Formel  einsetzen 

und  nachher  auf  £^2n 1  *^^  Unbekannte  reduziren;  dies  giebt: 

2n       2^^ —  2 
12)  Ü2n^i  =  —  .  22^_  ^  Tg^^i. 

Da  man  die  Tangentenkoeffizienten  bereits  kennt,  so  hat  es  nach 
den  Formeln  11)  und  12)  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  aus  ih- 
nen die  Cosekanten-  und  Cotangentenkoeffizienten  abzuleiten;  man 
findet  z.  B.  Z7i  =  i,   £^3  =  Ä  ^tc,    Fi  =  §,  Vs  =  f^  etc. 


11)  ^2n-l  =  röT T  ^2n-l 
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§.   34, 
Die  cyklometrischen  Reihen; 

i      I.    Bezeichnen  wir  Arcsinx  mit  /(«),   so  ist  nach  Formel  11) 
|lf.  12.: 

/(H-2)(^)  =  (2  n+ 1)  X  /»+^)(a^)+  n^f^Xx) 

■»des  geht  hieraus  hervor,  dass /(** '  ^) (a?)  zwischen  den  Grenzen 

-1  und-f-  1  endUch  und  stetig  bleibt,  wenn  /('>+l)(j?)  und/(")(j?) 

t. erhalb  desselben  Intervalles  endlich  und  stetig  sind.     Da  nun  die 
den  ersten  Differenzialquotienten 

/'(«)  =  -J und  /''(a?)  =  ^ 


1— j?2  (1— a?«)\/l— a?2 

lachen  —  1  und  -|"  1  endlich  und  stetig  bleiben,  so  kommt  jetzt 
Ihe  Eigenschaft  dem  nächsten  Differenzialquotienten  f**'  (je)  zu, 
auch,  nach  derselben  Schlussweise,  dem  folgenden  f^Xx)  u.  s.  w. 
ir&8  femer  die  Coeffizienten  Ä^ ,  Ai  etc.  anbelangt,  so  bestimmen  sie 
ich,  indem  man  in  der  Formel  1)  «  =  0  und  für  n  die  Beihe  der 
rlichen  Zahlen  setzt;  man  findet  zunächst: 

/(«+2)(0)  =  n2/W(0), 
id  da  unmittelbar  die  Werthe 

/(0)  =  0,     /'(0)  =  0,     /"(0)  =  0 
t  sind,  so  ergiebt  sich  weiter: 
/ni  (0)  =  12  .  /i  (X)  /i  (0)  =1«  ,        r  (0)  =  0 

P  (0)  =  33  .  f^(x)  /™(0)  =  3?  .  12      ,        /VI  (0)  =  0 
/vn(0)  =  52  .  /v  (-P)  /V(0)  =  52 .  32 .  12,        /vm(0)  =  0 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Bnd  folglich  mittelst  des  Theojremes  von  Mac  Laurin: 

Wie  weit  dieses  Resultat  gilt,    entscheidet  der  Grenzwerth  des 
Quotienten  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder ;  dieser  ist  nämlich 

^.     /2n— 1      2n— 1     A 

^d  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  muss  x 
«wischen  —  1  und  -j-  1  enthalten  sein. 

.    Setzt' man  Ärcsinx  =  2^,  mithin  umgekehrt  x=zsinz^  so  nimmt 
die  Gleichung  3)  folgende  Gestalt  an : 
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8tnz 


,       1   ain^z^  ,     1-3  siri^z  ^, 


|ä  >  ä:  >  —  \7C. 


Wählt  man   den  Sinus  so,    dass  der  zugehörige   ßogen  eii 
aliquoten  Theil  des  Kreisumfanges  ausmacht,  so  können  diese  F^ 
mein  zur  Berechnung  der  Zahl  ^  dienen;  fiir  sinz  =  \  z.  B.  liei 
die  Gleichung  4)  eine  Formel  zur  Berechnung  von  z  =  \  ar. 

Um  eine  Reihenentwickelung  für  Ärccos  x  zu  bekommen,  ist 
die  Erinnerung  an  die  Formel 


Ärccos  X  = 


% 


—  Aresin  x 


nöthig;  man  hat  dann  ohne  Weiteres: 

X  1    x^ 


5) 


Ärcco8X=z\%  — 


1-3     X 


6 


oder  für,  Ärccos  x  = 
6)  zz=z\n  — 


2-4      5 

1>^>—  1, 
z^  und  umgekehrt  x  =  cosz: 
cosz  1   cos^z     '    1«3   cos^z 


7)  /n+l)  (^) 


"^ 


I 


1  2       3 

n.  Nehmen  wir  in  dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  / 
=  Ärctanx^  und  erinnern  uns  an  die  Formel  10)  in  §.  12,  so 
zunächst 

_  _  2«a?/W  (a?)  +  n(n— 1)/^— ^)  (x) 
~  1  +a?3 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  /C'^+l)  (a?)  fiir  alle  x  stetig  und  en 

lieh  bleibt,  wenn  f^^^  ix)  und  Z^^""-^)  (o?)  dieselbe  Eigenschaft  b 
sitzen.     Da  nun 

von  X  =  —  Qobis  fl?  =  -)-oo  endlich  und  stetig  bleiben ,  so  folgt 
hieraus  der  Reihe  nach  die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  /"'  (a^ 
/^(x)  u.  s.  w.  innerhalb  desselben  Intervalles.  Man  hat  ferner  aus 
Nro.  7)  fiir  4?  =  0 : 

/"+!)  (0)  =  -  n  (n—  1)  /'^-D  (0), 

und  wenn  man  diese  Beziehung  mit  den  Werthen  /'(O)  =  1  und 

/"  (0)  =  0  verbindet,  so  ergiebt  sich  successive : 

/in(0)  =  —  2 . 1/(0)    =—2.1  ,    /iv (0)  =  0 

/V(0)  ==— 4.3/™(0)=+4.3.2.1,   /vi(0)=O 
/vn(0)=:_6.5/v(0)  =  — 6.5...I  ,   /vni(O)  =  0 


u.  s.  w. 


U.  8.  W. 
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Das  Theorem  von  Mac  L aurin  liefert  nun   unmittelbar  die 
rmel: 

Arctanx  =  -j F'T" 7"+---- 

Der  Grenzwerth  von  dem    Quotienten   zweier   Nachbarglieder 
I,  abgesehen  vom  Vorzeichen : 

id  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  muss  x 
rischen  — .  1  und  -(-  1  enthalten  sein. 

Für  Arctanx  =  z^  also  x  =  tanz  nimmt  die  Gleichung  8)  fol- 
jüde  Gestalt  an: 

;                           _Janz_         tanH     .     tan^z 
\  .        ^—      1      ~      3      +      5      ~ 

Für  X  ^  1  ist  die  Formel  8)  nicht  brauchbar ;  man  hilft  sich 

in  auf  folgende  Weise.    Wenn  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadran- 

bezeichnet,  und  x  seine  Cotangente,  so  hat  man  gleichzeitig 

1 
cotu  =  X  und  tanu  =  — 

X 

kr  umgekehrt 

1  u  =  Ärccotx  und  u  =  Ärctan — . 

1  X 

)    Es    ergiebt   sich  hieraus,    dass  die  Funktionen   Ärccotx   und 
fcUm —  identisch  sind,  und  dass  man  demnach  an  £e  Stelle  der 

X 

tleichung 

Arctanx  4-  Ärccotx  =  -r- 
I  2 

jlch  die  folgende  setzen  kann: 

Arctanx  -}-  Ärctan —  =  -r-. 

X  it 

Für  Ä  >>  1  ist  nun  —  <  1 ,  und  man  wird  in  diesem  Falle 

X 

Be  Entwickelung  nach  der  Formel  8)  auf  Ärctan  —  anwenden ;  dies 

pebt  für  a?  >  1 : 

10)        ^o*a».  =  f-j(^)  +  |(-i-y-^(-j-y+,.. 
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• 

und  für  Arctanx        z^ 

1 

woraus  — 

X 

—  cotz 

folgt: 

11) 

'-    2 

cotz 

1 

cot^z 
3 

4- 

cot^z 
5 

+  ... 

Die  Formel  8),  von  welcher  die  übrigen  nur  Folgerungen  sind, 
liefert  Mittel  zur  Berechnung  der  Ludolph'schen  Zahl.  Zunächst 
kann  man  bemerken,  dass  die  Gleichung  8),  obwohl  sie  nur  far 
a?  <^  1  bewiesen  worden  ist,  doch  noch  für  x  =  1  gelten  muss; 
Vereinigt  man  nämlich  die  Glieder  der  Reihe 

tf}\  1  1  J_  1  l,  _L 

IZ)  1  3  n^  5  7      I      •   •  •   •' 

SO  erhält  man  die  folgende  Reihe : 

2.22 

1.3"^  5.7  "T- 9.11  "+■ 

und  es  ist  unmittelbar  klar,  dass  man  immer  grössere  Summen  be- 
kommt, wenn  man  successiv  zwei,  drei  u.  s.  f.  Glieder  dieser  neuen 

2  2,2 

Reihe  addirt.     Diese  Zunahme  der  Summen  -— r ,    *; — r  +  r— r  etc. 

1-3      1.3    '    5.7 

kann  aber  nicht  in's  Unendliche  fortgehen,  weil  man  der  Reihe  12), 

sobald  man  ihr  die  Form  giebt: 

2 2__   _J 

3.5        7.9         11.13      .'•• 

sogleich  ansieht,  dass  ihre  Summe  weniger  als  die  Einheit  beträgt. 

Es  muss  also  die  Summe  der  Reihe  12)  eine  endliche  Grosse  seuif^ 

und  wir  können  diese  Summe  als  den  Grenzwerth  betrachten ,  den 

die  Summe  von 

X  x^  _,     x^         x'^  j^ 

1  ~"r^~  5  — T  +  "* 

erreicht,  sobald  ^  in  1  übergeht,  woraus  weiter  folgt,  dass  dieser 

Grenzwerth  =  Arctan  1  =  — —  sein   muss.      Wir  haben  daher  die 

4 

merkwürdige  Formel:  ^ 

Dagegen  darf  man  in  Nro.  11)  x  nicht  grösser  als  die  Einheit 
nehmen,  weil  sonst  die  Reihe  keine  bestimmte  Summe  mehr  besitzt. 

Die  Formel  13)  ist  zur  numerischen  Berechnung  von  Jt  nicht 
brauchbar,  weil  man  eine  sehr  grosse  Menge  von  Gliedern  vereinigen 
müsste,  um  eine  nur  massige  Genauigkeit  zu  erzielen;  bessere  For- 
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sc    ,  , 

mein  erhält  man  dadurch,  dass  man  -r-  in  zwei  oder  mehrere  Theile 

4 

(Bögen)  zerlegt  und  diese  einzeln  berechnet.     So  hat  man  z.  B. : 

—  =  Ärctan  |  -f"  Arctan  \ 

—  =  Ärctan  |  -|-  Arctan  l  -)-  Ärctan  |, 

wie  mem  mittelst  der  Formeln  fiir  tan  (u  -|-  v)  und  tan  (u  -|-  v  -f-  «') 
leicht  prüfen  wird,  ^md  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  in  rasch 
abnehmende  Reihen  verwandeln. 

in.  Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  zurEntwickelung  von  Ärcaina 
und  Arctan  X  bedient  haben,  ist  fast  wörtlich  auf  die  Funktionen 
Ün  (ji  Ärcsin  x)  xmd  co8  {iiÄrcsinx)  anwendbar.  Aus  den  Formeln 
12)  und  13)  des  §.  12.  erkennt  man  nämlich,  dass  jene  Funktionen 
nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  endlich  und  stetig  bleiben 
liir  alle  zwischen  —  1  und  -f-  1  enthaltene  x ;  bestimntt  man  ferner, 
yon/(0),  /(O)  und/'(0)  ausgehend,  /"(O),  f^(0)  etc.  nach  den 
genannten  Formeln,  so  findet  man  für /(or)  =  sin^fLÄrcsinx^  mittelst 
des  Theoremes  von  Mac  Laurin: 


14)  sin  QiÄrcsinx)  =  —^  x  —  — —  x^ 

1  X   »   Z   •   Ö 


fl(^2_12)(^2_32)^^ 


1.2.3.4.5 


X' 


und  zwar  gültig  für  1  "^  x  ^  —  1 ,  weil  der  Grenzwerth  zweier 
«if  einander  folgender  Coeffizienten  die  Einheit  ist.  Gewöhnlich 
stellt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form  dar : 

15)  siniiz  =  -^  stnz  — ^ /^    — -^  sin^z 

1  1  ,  A  ,  o 

ft(fi2— 12)(ft8— 32)      .    . 

^^ ^^ stn'^z  —  ... 


1.2.3.4.5 
Durch  Differenziation  in  Beziehung  auf  z  erhält  man  noch : 

1/Js     •  {  ß'^ — 1^ 

16)  cos  II  z  =  cosz  \1  —  — — —  sin^z 

+       1.2.?. 4        ""^^- 

1ä>2:>—  |ä. 

Ist  fi  eine  ungerade  Zahl,  so  brechen  die  Reihen  ab  und  gelten 
&  jedes  z  der  linken  Seite  gleich,  wie  man  leicht  aus  der  Bemer- 
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kung  schliessen  wird,  dass  beiderseits  die  Periodizität  der   Fankti< 
nen  dieselbe  ist. 

Nimmt  man  /(«)  =  coa((iATcnna)^  so  findet  sich: 

cosQiÄrcsina)  =  1  —  J=^  «3  +     1.2.S.4:         —  '  '  ' 

und  zwar  unter  der  Bedingung  1  >  a?  >  —  1.     Man  schreibt  du 
für  gewöhnlich: 

17)         cosfiz  =:  1  — -^  siri'^Z'^-  atn^z  —  .  .  • 

1*^  l./.o. 4^ 

Durch  Differenziation  erhält  man  daraus: 

in,  II  (u^  —  2^) 

-^  sinz  —     7^  Q    Q      sin^z  +  .  .  .  . 
1  1  •  z  •  o 


1«  >  -r  >  —  1«. 


Ist  f(  eine  gerade  Zahl,  so  werden  die  Reihen  in  17)    und    1< 
endliche  und  gelten  für  jedes  z  der  linken  Seiten  gleich. 

Man  kann  die  obigen  Formeln  auf  verschiedene  Weise  sp4 
^zialisiren,  namentlich  dadurch,  dass  man  fi  in  Null  überg^ehei 
lässt.  Dividirt  man  z.  B.  beide  Seiten  der  Gleichung  15)  durch 
und  setzt  dann  f£  =  0,  so  kommt  man  auf  die  Formel  4^  zurück 
die  Gleichung  16)  giebt  für  ^  =  0: 

1  =  QOBZ  |l  +  3  9in^t  -f-  -T—T  BxnSz  -f-  .  .  .  .  |, 

was  man  auch  unmittelbar  aus  der  Beziehung 

1  =  co5<2f  (1  —  sin^z) — 5 
durch  Anwendung  des  binomischen  Satzes  finden  kann.  ^ 

Subtrahirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  17)  von  der  Ein- 
heit, dividirt  darauf  mit  fi^  und  lässt  nachher  ft  zu  Null  werden  ^  so 
ergiebt  sich  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

19)        |,.  =  f^+|£^  +  |:4£^'  +  .. 


•  • 


3     4       '    3*5    6 

Durch  beiderseitige  Division  mit  ft  in  die  Gleichung  18)  und 
nachherige  Nullifizirung  von  f(  findet  sich  endlich  noch: 

'  ü  u  •  0 

oder  auch,  wenn  man  co%z  und  smz  durch  tanz  ausdrückt: 

^  ^~l  +  tan2^  r  "^  8    l  +  ton2^"^  3-5  Vl  +  ton^J  "+■•••$ 

Ja  >  2i>  — |3r, 
woraus  sich  wiederum  verschiedene  Reihen  für  n  ableiten  Hessen. 
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§.  35. 

I 

Reihenentwickelungen  für  Funktionen  mehrerer 

Yariabelen. 

Wenn  in  der  Funktion  /(«,  y)  zweier  Variabelen  x  und  y  die 
Zunahmen  h  und  k  erhalten,  so  kann  /(«-j"^  y  "f"*^)  ^^^^  Potenzen 
ton  k  und  Jb  entwickelt  werden;  es  genügt  hierzu  der  einfache  Kunst» 
piff,  dass  man  Ä=i|  und  k=li2  setzt,  nunmehr /(a?-|-^l»  y  +  *^) 
ib  Funktion  von  t  betrachtet,  und  auf  diese  neue  Funktion  das 
Theorem  von.  Mae  L aurin  anwendet.     Aus 

1)  F(o  =/(«+!«,  y+qO 

folgt  nim  durch  successive  Differenziadon : 

u.  s.  f., 

»ieman  leieht  finden  wird,  indera  man  provisorisch  «+!'  mit  «, 
|-f-ij{  mit  t;  bezeichnet  und  dabei  «  und  e  als  Funktionen  von  t 
ketraehtet.-    Für  t=0  erhält  man: 

U.  8.  W. 

Das  Theorem  von  Mac  Laurin  giebt  jetsrt: 
oder  vermöge  der  Werthe  |<  =  Ä  vmd  ijt  =?  i: 

BcblSmUcb,  AniaytU.  ^^ 


146        •  Cap.  Vn.    §.  35.    ReihenentMrickelung  für  Fanktionen  etc. 

2)  /(«+A,  »+«:)=/(«,  y)  < 

'     1.2-3  \^x^  '       c)x2öy  '      ^a?3y2  '      ^y»      f 

+ ;••• •• 

Das  Bildungägesetz  dieses  Ausdruckes  ist  sehr  leicht  zu  äbei( 

sehen ;  der  CoefEzient  von  - — r ist  nämlich  das  vollständig 

Differenzial  der  nt^n  Ordnung,   wenn  man  sich  in  demselben  h  «im 
dx  und  k  fiir  dy  gesetzt  denkt ;  man  könnte  demgemäss  auch  schreib^i 

3)  /(«+ A,  y+fc)  =  /(*,  y)  4-  (^  A  4-  ^  *)  -^       I 

^\3x      ^  ly     )  1.2.3 

+  •••; 

was  wenigstens  sehr  übersichtlich  ist.    Aehnliche  Formeln  gelten  fli 

Funktionen  mehrerer  Yariabelen  und  sind  leicht  genug  zu  entwickele 

Um  die  Gültigkeitsbedingungen  zu  finden,  muss  man  auf  den  Saft 

von  Mac  Laurin  zurückgehen,  indem  man  sich  7?*  für  /  und  t  fiiri 

geschrieben  denkt;  es  ergiebt  sich  daraus,  dass  erstens  die  Funktii 

/(^,  y)  nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  stetig  und    endlil 

•bleiben  muss,    während  x  bis  x-\-'h  und  y  bis  y -f- ^  zunehmei 

zweitens  muss  die  Determination  \ 

^n4-l  *                                 F('*+^)(0).< 
Lim 7 <C  1    oder  Lim — t-t <r  1 

^n  (n+l)i^'*^(0) 

erfüllt  sein ;  aus  dieser  folgt,  indem  man  für  JB^^  (0)  und  i^**""!"!)  (^ 
ihre  Werthe  substituirt,  eine  Bedingung,  welcher  die  |  und  r^  gei 
gen  müssen ;  und  wenn  man  in  dieser  ^ t  =  A  und  ii\t  •=.!&  setzt , 
erhält  man  die  Bedingung  für  h  und  h. 

Für  «  =  0,  y  =  0,  und  wenn  man  nachher  ^  für  A   sowie^ 
für  h  schreibt,  geht  die  Formel  3)  in  die  folgende  über: 
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yfm  die  angehangenen  Nullen  bezeichnen  sollen,  dass  nach  Aus- 
ImiDg  der  angedeuteten  Differenziationen  a  =  0  und  ^  =  0  zu 
teeo  ist.  Die  nöthigen  Determinationen  folgen  aus  den  bei  Nr.  3) 
machten  Bemerkungen. 

Bricht  man  die  Reihen  ab,  so  müssen  die  nöthigen  Beste  hin- 
gefugt werden;  ihren  Betrag  findet  man  aus  den  früheren  For- 
dn,  indem  man  wiederum  von  F({)  ausgeht. 

§.  36. 
I  Das  Unendlich-Kleine. 

I  In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
ist der  Differenzialquotienten  einer  Funktion  eine  Beihe  für  die 
inktion  zu  bilden;  es  kann  aber  auch  imigekehrt  das  Theorem  von 
ajlor  zur  Entwickelung  der  Differenzialquotienten  dienen,*  wenn 
e  Reihe  im  Voraus  bekannt  ist.     Wäre  z.  B. 

^htZit  Z2)  •  •  •  bekannte,  von  x  abhängige  Coeffizienten  bedeu- 
n  mögen,  so  würde  die  Yergleichung  mit  dem  Taylor 'sehen  Sätze 

Igleich  zu  erkennen  geben,  dass 

\  /(^)=Xo,/'W=l;ti./"(*)  =  l-2a:,,/'"W=l-2.3^,  ... 

Ire,  und  man  erhielte  so  die  Differenzialquotienten  von  /(^).  Es 
psse  sich  übrigens  selbst  die  Kenntniss  des  Taylor'schen  Satzes  un- 
ardrücken  und  man  könnte  zu  den  Gleichungen  3)  auch  dadurch 
^gen,  dass  man  das  frühere  Theorem 


)   Lim 


1.2.3...^ 
tt  Anwendung  brächte.     Aus  der   Gleichung  1)  folgt  nämlich  für 
=  0: 

lud  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  Nro.  1)  und  Division 

nitÄ: 

10* 
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woraus  sich  fßr  verschwindende  h  auf  der  Stelle  ergiebt  r 
7)  /(«)=l.Xi. 

Setzt  man  fQr  jo  und  %x  ihre  Werthe  in  Nro.  1),  so  folgt  weil 


8) 


/(*+Ä)— /(«)  — Y/'(«) 


K* 


=  &+%»*+•» 


mithin  för  verschwindende  h  unter  Anwendung  der  Gleichungd 

Wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  lässt,  übersieht  man  8< 
gleich,  und  es  bedarf  dasselbe  keiner  besonder^p  Auseinandersetzimj 
wohl  aber  ist  öne  solche  hinsichtlich  der  Gleichungen   6)  und 
nicht  überflussig.     Vergleicht  man  nämlich  Formel  6)  mit  dem 
ihr  abgeleiteten  Resultate  in  7),  so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  di 
in  Nro.  6)  das  Hinschreiben  der  Glieder  %<ih^  j^h^  etc.  eine   üb« 
flüssige  Mühe  war,  da  sie  für  A  :^=  0  verschwinden;  ebenso  -war 
in  Nro.  8)  unnöthig,  die  Glieder  jrgA,  ji^h^  etc.  hinzusetzen,   y^i 
sie  für  A  =  0  aus  der  Rechnung  herausfallen. 

Diese  für  die  Praxis  wichtigen  Bemerkungen  kann  man  leid 
zu  einer  Risgel  zusammenfassen,  indem  man  bemerkt,  dass  h  d« 
Zuwachs  des  j?,  also  =  ^x  ist;  man  wird  nämlich  sagen: 

Bei  der  Entwickelung  eines  Differenzialquotienten  oder  ein« 
Differenzialgleichung  hat  man    die    Glieder    weg^zulassei 
welche  höhere  Potenzen  von  ^x  enthalten,  als  die  Ordnunj 
der  Differenzialgleichung  beträgt 
Kennt  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Ex- 
ponenten, der  in  der  Tha.t  auch  ohne  Differenzialrechnung  be^ireisbar 
ist,  so  hat  man  zur  Entwickelung  des  ersten  Differenzialquotienten: 


10) 
oder 


(je-{-dxy^  =  a?^  -f- 


m 


jn — 1 


^x  -|-  etc. 


^  X 


=  mx"^     ^  -|-  etc.. 


und  hieraus  sogleich  für  ^«r=0  den  Differenzialquotienten  mx!"^'^^' 
will  man  die  Differenzialgleichung,  so  gebe  man  der  Gleichun|^  10) 
die  Form 

Cx-{-^x)^  —  a^  =  mx^—'^  ^a?  +  etc. 
oder  ^(j?^)  =  mx^--^  ^ar-f-eto.. 


r 
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Iffeibe  d  statt  ^d  und  lasse  „etc."  weg,  dann  wird  richtig 

Vielleicht  iat  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.     Be- 
Pig.  27.  deutet  f(ß)  die  über  der  Abscisse  x  stehende 

Fläche  BOMP^  z  die  Ordinate  MP^  v  den 
Berührungswinkel  ÜPT^  und  ^x  die  Zu- 
nahme MJd'  der  Abscisse  OM=tx  CFig.27), 
so  ist 


Fläche  BOMP  =  Fläche  BOMP 

+  Rechteck  MM*  UP 
4-  Dreieck    ÜPT 
4-  Abschnitt  TPP 

kr  in  den  obigen  Zeichen  ausgedrückt  und  mit  Bücksicht  darauf, 
188  der  Abschnitt  einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  ^PT  bildet: 

f(je-\-jdx)  =  f{x)  -\-  t^x  -\*\tanx  .  jdx^ 

-j-  ß  .  \tanz .  jdx\ 
}0  1  '^  ß  ])>>  0  ist;  hieraus  folgt: 


f(X  4-  ^X)   f(x)  11^        y*      I     />s 

i  -^^     ^     y :^-^^  =  i:  4"  l^^  (1+/*)  *ö«^i 

lithiQ  für  ^4?  =  0,  f(ß)=iz\  hier  siehf  man  gleich,  dass  die 
Genauigkeit,  welche  das  Dreieck  Z/PTund  den ^ Abschnitt  TPP  in 
iechnung  zog,  am  unrechten  Platze  angebracht  war;  man  hätte 
firzer  sagen  können:  je  kleiner  zi«  ist,  desto  eher  darf  man  den 
lawachs  MPPM  der  Fläche,  also  df{x)^  für  ein  Rechteck  an- 
shen;  man  hat  also  näherungsweise  ^ fix)  :=.  z  ^x^  und  genau 
!/(«)  -=.  z  dx. 

Ganz  dieselben  Bemerkungen  knüpfen  sich  an  das  Taylo  rasche 
Theorem  für  zwei  oder  mehrere  Yariabele;  so  kann  man  z.  B.  bei 
er  Entwickelung  von  d^f{x^  y)  alle  die  Grössen  weglassen,  welche 
on  höherer  Dimension  als  der  zweiten  sind,  also  z.B.  ^x'^udy^ 
IxJy^^  dx^^  /iy^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenze 
laben,  unendlich  klein  werdende,  oder  kürzer,  unendlich  kleine 
Crossen;  in  diesem  Sinne  sind  die  Differenziale  dx^  dy  etc.  unend- 
ich  kleine  Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Produkte  von 
c  iwei  solchen  Differenzialen ,  wie  z.  B.  dx^^  dx  dy^  dy^^  heissen 
mtsprechend  Unendlichkleine  der  zweiten  Ordnung,  und  man  kann 
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in  dieser   Weise  fortgehend  Unendlichkleine  beliebiger  Ordntmi 
bilden.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differenzialgleichung  sind  alle 
endlieh  kleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnungen  di^ 
Ordnung  der  gesuchten  Differenzialgleichung  übersteigen, 
und  man  vergegenwärtige  sich,  dass  eine  Ungenauigkeit  hierbei 
wegen  nicht  entstehen  kann,    weil  es  sieh  immer   nur  am   Orei 
werthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen    Grenzübergänge 
Gröfi^sen,    welche   der    Einfachheit  wegen  im   Voraus  weggeli 
worden  sind,  auch  in  der  That  verschwinden. 


I 
I 

t 


Cap.  vm. 

Die  Convergenz  und  Divergenz  der  unendlichen  Reihen. 

§.  37. 
Einfachste    Fälle    der    Convergenz    und   Divergenz. 

Dem  Probleme  der  Beihenentwickelung  gegebener  Funk- 
nen,  womit  wir  uns  im  vorigen  Capitel  beschäftigten,  steht  das 
gekehrte  Problem  der  Reihe nsummirung  gegenüber ;  dort  war 
ie  Funktion  gegeben  und  es  wurde  die  Reihe  gesucht,  hier  ist  umge- 
hrt  die  Reihe  vorgelegt  und  man  sucht  die  Funktion,  von  der  sie 
ie  Entwickelung  bildet,  oder  kürzer  ihre  Summe.  Im  Allgemeinen 
ort  dieses  Problem  der  Integralrechnung  an ,  aber  schon  die 
>lo8se  Kenntniss  derartiger  Aufgaben  nöthigt  zu  einer  Voruntersu- 
ung,  welche  hier  erledigt  werden  kann.  Es  ist  nämlich  die  erste 
rage,  ob  eine  solche  Summe  überhaupt  existirt  oder  nicht,  und  es^ 
versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Frage  beantwortet  sein  muss,  be- 
tör man  einen  Versuch  zur  wirklichen  Summirung  macht;  so  vdrd 
man  sich  «.  B.  sehr  leicht  überzeugen,  dass  die  Summe  der  Reihe 

^ter  allen  Umstanden  unendlich  gross  ist,  womit  zugleich  alle  et- 
waigen Summirungsversuche  abgewiesen  sind» 

Denken  wir  uns  unter  tzo  ?  ti^ ,  «2  ^  >  •  •  •  beliebige ,  nach  irgend 
^em  bestimmten  Gesetze  gebildete  Grössen  und  nennen  Sf^  die 
Siimine  der  n  ersten  unter  ihnen,  also 

1)  'S^  =^  Wo  +  «1  +  "2  +  •  •  •  •  +  «n— 1 ' 

%o  wird  die  rechter  Hand  stehende  ngliedrige  Reihe  unendlich,  wenn 
A  in'g  Unendliche  zunimmt ,   die  Summe  der  unendlichen  Reihe  ist 
^uz=Lim  S^  und  hier  sind  zwei   Fälle  denkbar;    entweder  ist^ 
Im  <S^  eine  bestimmte   angebbare   endliche  Grösse   S  oder  nicht, 
hn  ersten  Falle  heisst  die  endliche  Reihe  ti© -f-  m,  -|-  etc.  conver- 
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gent  und  S  ihre  Summe,  im  zweiten  Falle  nennt  man  die 
divergent  und  sie  besitzt  dann  keine  Summe. 

Nehmen  wir  sämmtliche  Beihenglieder  als  positiv  an  ,    so 
zur  Convergenz  vor  allen  Dingen  erfordert,  dass  die  Grössen  üq, 
%  . .  fortwährend,  und  zwar  in's  Unendliche  abnehmen  [d.  h»  Zjin 
=  0  für  n  =  00  ] ;  denn  betrüge  jedes  Beihenglied  mehr  als  ir^ei 
eine  Zahl  fi,   so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  mehr  a] 
s  -^  s  -\-  ,. .'  in  inf,  ausmachen,  d.  h.  in's  Unendliche  wachsen.   Du 
ses  Kennzeichen  der  Convergenz  ist  aber  nicht  ausreichend,  wie 
z.  B.  an  der  Reihe 


vr  ^  v/2"     v/3 


V« 


»ehen  kann,  deren  Summe  mehr  als 


\/n  \/n  ^n 


•  + 


Vir 


n  — yssr 


=  v^ 


beträgt,  und  also  mit  n  gleichzeitig  unendlich  wird,  obschon 
Reihenglieder  die  Null  zur  Grenze  haben;  man  muss  daher  eine  g< 
nauere  Untersuchung  vornehmen,  deren  Prinzip  darin  besteht,  di 
man  zwei  Reihen  vergleicht,  von  deren  einer  die  Convergenz  od« 
Divergenz  bereits  festgestellt  ist. 

Es  seien  zwei  unendliche  Reihen  mit  positiven  Gliedern  voi 
banden 

und  «0  H~  «1  -f-  t/2  ~h  Wg  -f-  .  .  .  . 

und  es  m^ge  darin  auf  folgende  Weise  bezeichnet  werden : 

—  ^t  z      —  —  Aj ,  -      —  =^ 

so  findet  man  sehr  leicht 

2)  ^m  +  'm+1  +  *m+2  +  ^m+S  H 

^^  ^m  (^  "r    ^  "T"  ^1  ^2  "T"  ^1  ^  ^8  "h  •  •  *  •)• 
Bezeichnet  man  in  ganz  entsprechender  Weise  wie  folgt : 
"m-fl  ^m+2  "m+3 

,;■  "  —  Fi>  — -^  =^  (h^  — -^  =  .  ,, 

^m  "m+l  "m+2 

so  ist  analog 

—  «m  (1  +  f*i  4-  f*i  Ms»  -f  #*i  f*3  f*«  4" )• 


'•3  5    •   •   •  •  , 


•    •    •    •  ( 
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(Finden  nun  zwischen  den  mit  A  und  n  bezeichneten  Quotienten  fol- 
{gende  Beziehungen  statt: 

10  ist  auch  Ih  fh  <i  ^i  ^i  Ih  (h  (h  <^  ^i  ^2  ^z  etc.,  ebenjo 

1   +  f*l   +  f*l   ^   +  ^   f*3   f*8   4-   •   •   • 

<^  1  -j-  kl  -f-  Aj  Xy  -|-  Aj  A3  Ag  -f-  .  .  * 
i  L  vermöge  der  Gleichungen  2)  und  3} 

-;r-  («m  +  «m+1  +  «»1+2  +  «m+3  + ) 

m 

<T'  Cm  +  *m-fl  +  *m+2  +  'm+8  + )• 

Vorausgesetzt,   dass   die    Reihe  ^  -4"  %  "4"  ^  ~f~  ®^*    convergirt, 
iko  dme  endliche  Summe  hat,  ist  auch  die  Summe  von  t^,  tf^^i^  etc. 

«me  endliche  (und  zwar  kleinere)  Gr&sse ;  der  blosse  Anblick  der 
vorstehenden  Ungleichung  lehrt  aber,  dass  die  linke  Seite  eine  end- 
liche Grosse  ist,  es  muss  folglich  die  iKeihe  «tu  -f"  w^J_l  -|-  etc. 
coQvergiren,  und  wenn  man  ihre  Summe  mit  der  jedenfalls  endlichen . 
iaame  ti^  -|~  ^  'H'  * **  ~h  ^m  'bereinigt 9  so  kommt  nothwendig  wie- 
der eine  endliche  Grosse  als  Summe  von  Uq  -j-  Ui  -j-  etc*  zum  Vor- 
ichem;  die  letztere  Reihe  convergirt  also  unter  den  gemachten 
Bedingungen.  Diese  bestanden  in  den  Ungleichungen  fh  <C  ^19 
hK,  ^  etc.,  d.  h. 

"m+1  ^  M-1    "m4-8   ^  ^m+2 
I  «1»  *m       «m+1         ^+1 

vnd  wir  können  demnach  folgendes  Theorem  aufstellen : 

Die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe  (|^  -|"  '1  H~~  ^^^'  l>edingt 
die  Convergenz  der  anderweiten  Reihe  Uq-J-Ui  etc.,  sobald  der 

«,^4-1 
Quotient  — -i—  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  (n  =  w) 

an  kleiner  bleibt  als  der  entsprechende  Quotient  — -^ — . 

Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse,  die  auf  einer  blossen  Vertau- 
ichung  der  Zeichen  <  und  >>  beruhen ,  ergiebt  sich  das  analoge 
Theorem : 

Aus  der  Divergenz  der  unendlichen  Reihe  ^  -f-  ^  ^^  etc. 

folgt  die  Divergenz  der  anderweiten  Reihe  «0  "h  «i  -f-  etc., 
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sobald  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  an  — ^^^—     g-rödsei 


^n 


bleibt  als   — ^^ 


i 


Die  Anwendungen    dieses    Theoremes   giebt  der  folgende   F 
ragraph. 

§.  38.  , 

t. 

Convergenzbedingungen  bei   positiven   Beihen- 

gliedern.  t 

I.    Wenn  wir  an  der  Stelle  der  Reihe  <o  -f-  ^  -j-  etc.  des  vo^ 
rigen  Paragraphen  eine  geometrische  Progression  setzen  wollen 

1  -|-  a  -(-  a^  -(-  a^  -|-  a*  -f-  •  •  •  •  .»  ' 

so  ist  zunächst  die  Frage,  unter  welchen  Umständen  diese  converl 
girt ;  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Summe  der  n  ersten  Progressions« 
glieder  durch 

•    1  —  a^  i 

1  — a  -  4 

ausgedrückt  wird,  erkennt  man  aber  leicht  die  Convergenz  für  de4 
Fall  a  <^  1  und  die  Divergenz  für  a  ^  1.  Denmach  convergirt  di# 
Reihe  tio  -|-  Ui  -f-  t^  4"  ^^*)  wenn  von  einer  gewissen  Stelle  &n 

! —  <^ und  a  <C  1  m 

ist ;  £iie  divergirt  dagegen,  wenn  die  umgekehrten  Bedingungen  statt^i 
finden;  statt  dessen  kann  man  auch  sageii: 

Die  unendliche  Reihe  tio  -}-  ti^  -^  tij  -f-  etc.  convergirt  odei^i 

divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von  — -^-—  für  tmend* 

lieh  wachsende  n  weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt, 

denn  wenn  sich  — -^—  einer  Grenze  g  <1  ^  nähert,  so  ist  für  hin- 

reichend  grosse  n  dieser  Quotient  nur  wenig  von  g  verschieden,  also 
gewiss  kleiner  als  eine  beliebige  zwischen  g  und  1   eingeschaltete 

Zahl  a;  ebenso  würde  für  g  '^  1  früher  oder  später  — -^  nahe   an 

g  bleiben  imd  mithin  immer  mehr  betragen,  als  eine  zwischen  1  und 
g  eingelegte  Zahl  o. 
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Mittelst  des  oben  ausgesprochenen  Theoremes  ist  meistentheils 
die  Entscheidung  ober  die  Convepgenz  nicht  schwer ;  für  die  Reihe 

'  ^  1  +  2      3    "*"   2  .  4     5    "+■  2  .  4  .  6     7    +  '  "  " 

wäre  z.  B.  für  iiq  =  0,  tii  =  -—  u.  s.  w. 

tt„  \     2n(2n4-l)  / 

md  mithin  convergitt  die  Reihe  für  x<^l  und  divergirt  für  a?  >  L 
Wenden  wir  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  Potenzen- 
leihe an 

-4o  -f-  -4i  j?  -4"  -^  **  "f"  -^8  *'  "h  •  •  • » 
K)  ergiebt  sich,  das  letztere  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 


Lim 


^n 


Ueiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist,  und  beachten  wir  die  früher 
für  das  Theorem  von  Mac  Laurin  aufgestellte  ganz  gleiche  Be-* 
dingong,  so  folgt,  dass  dieses  Theorem,  richtig  angewandt,  immer 
convergirende  Reihen  liefert,  wie  sich  von  selbst  versteht. 

II.    So  sicher  die  vorige  Entscheidung  ist,  wenn  der  Grönz- 

werih  von  — -^^~-  mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  un- 
«n 

jAcher  wird  sie  in  dem  Falle,  wo  jene  Grenze  der  Einheit  gleich  ist; 

^^^  gegebene  Beweis  hört  dann  auf  anwendbar  zu  sein,   und  man 

onus  sich  folglich  nach  einem  anderweiten  Kennzeichen  der  Conver- 

genz  umsehen.     Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  einer  anderen 

Äeihe  aus. 

Durch  gewöhnliche  Subtraktion  überzeugt  man  sicli  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  Gleichung 

1.2.3..  .  m  1  .  2  .  3  .  .  .  .  m  (m  -f-  1) 

tt(i+l)(a-f-2)..(a-fm— l)'~a(a4-l)(a+2)..(a-fm— l)(a+m) 

a  —  1  1.2.3 m 

~      a      '  ia~\-  1)  (a+2)  (a+S)  . .  .  (a-^ni)' 

Setzt  man  in  derselben  m  =  1,  2,  3,  .  .  .  n  und  addirt  alle  so  ent- 
stehenden neuen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  nach  gehöriger  He- 
bung: 


n 
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^.      1         1^.  2.3 n  '(n-4-  1) 


a         a(a4-l)  (a-f-2)  w  .  .  .  (a+n —  1)  (a-f-n) 

_fl— ir     1  1.2  . 1.2.3 

~"     a     La+l+(a  +  l)(a4-2)'^(a4-l)(a-f2)(flr4-3)+"'" 

1  1.2.3....n  I 

/    (a+l)(a-f2)(a+3)...(«+»)J' 

Für  unendlich  wachsende  n  wird  die  eingeklammerte  Reihe  nnend- 
lich  und  sie  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  die  linke  Seite 
ein«  endliche  Grenze  hat  oder  nichts  wobei  es  nur  auf  den  Ausdruck 
12  3  n  n+1 

a      a-|-l      a-|-2  a-f-n — 1      a-\-n 

ankommt ,  weil  er  allein  n  enthält.  Ist  nun  a  positiv  und  ^  1 ,  so 
ist  a  -f-  1  ]>•  2,  a  -f-  2  >  3  etc.,  d.  h.  alle  vorhandenen  Faktoren 
sind  positive  echte  Brüche;  je  mehr  solcher  Brüche  multiplizirt  ^rer- 
den,  desto  kleiner  wird  das  Produkt,  es  ninunt  also  der  Werth  des 
Ausd];uckes  3)  fortwährend  ab,  wenn  n  wächst.  Andererseits  kann 
aber  das  Produkt  nicht  negativ  werden  und  es  bleibt  daher  nichts 
Anderes  übrig ,  als  dass  sich  jenes  Produkt  einer  festen  Grenze  nä- 
hert, die  entweder  die  Null  oder  zwischen  0  und  —  enthalten,    je» 

denfalls  aber  eine  bestimmte  Grösse  ist.    Hieraus  folgt  nach  dem 

Früheren,  dass  die  unendliche  Reihe 

_1 1.2 1.2.8 

a+1  +  (a+  1)  (a  +  2)  +  (a  +  1)  (a4-2)(a:f  3)  +  *  '  '   • 

für  a  >  1   convergirt.     Vergleichen  wir   dieselbe    mit   der  Reihe 

ttoH~Wi-|-W8-f-tt8-}"  ®*^M  8^  ergiebt  sich  die  Convergenz  der  letz- 
teren, sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

-  <;  — j —  und  aj>l 


u 


n 


a-j-n 


ist;   diese  beiden  Ungleichungen  lassen  sich  in  folgende  Beziehung 
zusammenfassen : 


>a>l 

^+  '       . 

und  aus  dieser  entspringt  nach  ähnlichen  Schlüssen  wie  in  I.  das 

Theorem : 

Die  unendliche  Reihe  tie  "4"  «i  -h  «»  -f-  etc.  convergirt,  wenn 

für  unendlich  werdende  n  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes 

mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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In  der  Anwendung  auf  die  Reihe  3)  ist  z.  B.  f  ür  ^  =  1 

6-- 

fldthin  convergirt  nach  allem  Bisherigen  die  Reihe  3)  für  x  <Ci  1 
«owie  für  ä  =  1,  sie  divergirt  dagegen  für  a?  ]>•  1,  womit  die  Ent- 
scheidung vollständig  gegeben  ist. 

§.  39. 

Conyergenzbedingungen  für  Reihen  mit  positiven 

und  negativen  Gliedern. 

Wenn  in  einer  unendlichen  Reihe  die  Vorzeichen  auf  irgend  eine 
Weise  wechseln,  so  kann  man  zunächst  eine  neue  Reihe  bilden,  wel- 
che dieselben  Glieder  mit  durchaus  positiven  Zeichen  enthält;  con- 
vergirt nun  die  letztere,  so  convergirt  ganz  sicher  auch  die  erste, 
und  zwar  ist  ihre  Summe  kleiner  als  die  Summe  der  Hülfsreihe,  wie 
man  durch  äusserst  einfache  Schlüsse  leicht  finden  wird. 

Wechselt  das  Vorzeichen  von  Glied  zu  Glied,  wie  z.  B.  in 

SO  convergirt  diese  Reihe ,  wenn  dies  mit  der  folgenden  der  Fall  ist 

also  z.  B.  unter  der  Bedingung 

3)  Lim  ^^^^  <  1. 

«n 

Will  man  dieses  Kennzeichen  auf  die  Reihe  1)  unmittelbar  an- 
wenden ,  so  hat  man  zu  beachten ,  dass  der  Quotient  zweier  benach- 
barten gleichstelligen  Glieder  in  1)  und  2)  der  Grösse  nach  der- 
selbe und  nur  dem  Vorzeichen  nach  verschieden  ist;  man  braucht 

dann  nur  den  absoluten  Werth  von  — ^i^,   aus  Nro.    1)  genommen, 

in  Betracht  zu  ziehen. 

Meistentheils  kann  man  sich  diese  Untersuchung  ersparen  und 
viel  rascher  unmittelbar  über  die  Convergenz  entscheiden.  Ist  näm- 
Kcli  wie  immer  w©  >  mi  >  «2  etc.,  endlich  Lim  u^  =  0 ,  und  be- 
zeichnen wir  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  1)  mit  S^^ 
so  gelten  folgende  Schlüsse.    Es  ist 


n 
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Ss  =  Uq  —  («1  — tfa) 

Sb  =  ^  —  («1  —  «2)  —  («3  —  M4)  ' 

U.   8.  W.,  I 

und  da  die  Differenzen  Ui  — 1/2  ?  113  —  »4  etc.  sämmtlich  positiv  ain^ 
80  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen:  ^1  ^  Ss  !>>  fS^  et^ 
also  eine  fortwährende  Abnahme  der  Summen  von  ungeraden  Gli« 
dermengen.    Andererseits  hat  man  1 

S2  =  tiQ  —  «1  \ 

S^  =  Uo  —  Wi  -f-  (w«  —  Mg) 

Äß   =  «0  —  «1   +  ("2  —  **3)  +  ("4  ~  ^) 

U.  8.  W. 

und  dies  lasst  erkennen,  dass  die  Summen  82^  S^^  Sß  etc.  foitwab 
rend  wachsen.  Endlich  hat  man  für  ein  beliebiges  positives  anen4 
lieh  werdendes  k  i 

Lim  iS^jc^i  —  ^^2^+2)  =  ^^^  "2fc+l  ='^^ 
mithin  nähern  sich  >^2ik+l  ^^^  '^2k-\-'3i  ^^^^^  ^^^^  derselbe^ 
Grenze ;  diese  kann  aber  nur  eine  endliche  Grösse  sein ,  weil  ^  sonst 
durch  die  Abnahme  der  immer  positiven  Summen  Si^  Ss^  etc.  eine 
unendliche  positive  Zahl  herauskommen  müsste.  Es  folgt  hierauf 
der  wichtige  Satz: 

Eine  unendliche  Beihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  conver- 
girt  immer,  sobald  ihre  Glieder  die  Null  zur  Grenze  haben. 
Mittelst  dieses  Kennzeichens  ergiebt  sich  z.  B.,  dass  die  Beihe 


\/l         \ß  ^  \/I        y/i        \ß 
convergirt  und  dass  ihre  Summen  zwischen 


1^1  1 

und 


\/T           y/T         \/2 
_1 1 ,    J_  J. 1 .Jl 1_ 

v/r        \/'^        \/3    ^^    \/T        V^       V3        y/i 

u.  s.  w. 
enthalten  ist;  dagegen  würde  diese  Beihe  mit  positiven  Gliedern  ge- 
nommen, divergiren. 

§.  40. 
Grenzenübergänge  an  unendlichen  Beihen. 

I.    Es  kommt  sehr  häufig  bei  Beihenentwickelungen  der  Fall 
vor,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(jj)  :==  Aq  -f-  -^1*  ~h  -^8**  "{•  •  •  •;• 


r 


1 
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r 

jför  alle  a  bewiesen  wird,  die  zwischen  —  a  und  -f-  a  enthalten 
imid,  ohne  dass  man  erfährt,  ob' sie  auch  für  x  =  a  noch  gilt  oder 

Echt.  Man  hilft  sich  dann  mittelst  eines  sehr  einfachen  Satzes,  wel  < 
ler  folgendermassen  laatet:  sind  zwei  contiuuirliohe  Funktionen 
f)  und  ff>  (x)  identisch  für  alle  x  <^  a  und  bleiben  beide  Funktio- 
cn  für  X  =  a  noch  stetig,  so  muss  nothwendig  auch  /(a)  =  9?(a) 
;  denn  wäre  dies  nicht  d^r  Fall,  so  mui^sten  die  beiden  Funktio- 
n  entweder  schon  vor  der  Stelle  «  =  a  aufgehört  haben  gleich 
öl  sein,  was  der  ersten  Voraussetzung  f(x)  =  9?(^)i  ^ür  alle 
ir  <^  a,  widerspräche,  i>der  es  müssten  die  Funktionen  a  n  der  Stelle 
i=  a  plötzlich  verschiedene  Werthe  annehmen,  was  nur  mittelst 
einer  Discontinnität  möglich  wäre  und  wiederum  gegen  die  Voraus- 

Egen  streiten  würde.  Um  von  diesem  Satze  Gebrauch  zu  ma- 
muss  man  bemerken,  das^  die  Summe  einer  convergenten  Po- 
reihe  eine  Funktion  tp  (x)  von  a  ist,  in  welcher  zu  jedem  x 
ein  ganz  bestimmter  endlicher  Werth  von  (p  (x)  gehört,  dass  folg- 
lich eine  solche  Summe  jederzeit  eine  stetige  Funktion  von  x  ist 
uid  es  bleibt  so  lange  die  Convergenz  dauert.  Wir  können  dem- 
nach den  Satz  aufstellen : 

Findet  eine  Gleichung  zwischen  einer  Funktion  und  einer 
Reihe  für  alle  x  <^  a  statt,  so  gilt  diese  "Gleichung  noch  für 
4P  =  a,  wenn  in  diesem  Spezialfälle  die  Reihe  ihre  Conver- 
genz und  die  Funktion  ihre  Continuität  behält. 

So  gilt  z.  B.  für  alle  x  <^  1  die  Formel 

X     .    1  x^     ,1.3a?*      , 
Arc^tnx  =  -+__  +  ^—j  _  4- ; 

für  4?  =  1  -convergirt  die  Reihe  noch,  also  ist 
7t          1,11,1.31, 
'i  —  \^  '2    8^2.45^ ' 

I 

f ür  j;  ^  1  divergirt  die  Reihe,  mithin  kann  nunmehr  keine  Glei- 
chung zwischen  ihr  und  Aresin  x  bestehen,  in  der  That  entspricht 
weh  einem  Sinus  ^  1  kein  reeller  Bogen.  —  Ein  anderes  bemer- 
keoswerthes  Beispiel  bietet  die  binomische  Reihe  dar;  dieselbe  gilt 
für  alle  fi,  wenn  x  zwischen  —  1  und  -|-  1  liegt ,  sie  bleibt  richtig 
f ür  «  =  -|-  1^  liefert  also  die  Formel 

2^*-!+  1  +    1.2     + — TTYn — +•••' 

wenn  die  Reihe  convergirt,  und  man  wird  nach  den  Entwickeltmgen 
^«r  vorigen  Paragraphen  finden,  dass  dies  für  oo  >  f*  >  — ^  1  der 
^all  i8t;  sie  gilt  ferner  für  x  •=  —  1,  giebt  also 
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(i    ,    ftpt— 1)        ftQt— 1)0»— 2)    , 

'*-*~T  +  ^n  mrä     ^"••- 

und  zwat  für  oo  ]>  ft  >>  0;  sie  hört  dagegen  auf  ssu  oonvergir< 
wenn  die  genannten  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  oder  s  die 
heit  übersteigt,  und  es  gilt  dann  auch  das  Binomialtheorem  ni( 
mehr. 

n.    Eine  zweite  wichtige  Frage  >,  die  sich  mittelst  der  Untei 
snchung  über  die  Convergenz  der  Reihen  beantworten  ^Jasst,  ist 
nach  dem  DifTerenzialquQtienten  einer  unendlichen  .Reihe*    Für  d< 
Fall  einer  Fotenzenreihe  haben  w;ir  dieselbe  bereits  erledigt,  es  bleil 
nun  noch  die  allgemeinere  Untersuchung  übrig,  wenn  nämlich 

1)  /(«)  =  9>i(*)  +  ViOO  +  98(«)  + 

gesetzt  wird,  wo  g^i,  q)^^  qPs  etc.   ganz  beliebige  Funktionen 
zeichnen.     Zunächst  müssen  wir  die  Convergenz  der  Reihe  9>i0 
-f-  9^2  (/O  ~|~  ^^'  annehmen,  weil  es  keinen  Sinn  haben  würde, 
divergente  Reihe  einer  bestimmten   Grösse  f(x)  gleich  zu  setzei 
Lassen  wir  x  um  jdx  wachsen,  ohne  dass  dadurch  das  Intervall  d< 
Convergenz  überschritten  wird,  so  findet  sich  leicht 

^x  ^a      "'        jda        '        ^a     T*  •  •  •  • 

und  hier  convergirt  die  Reihe  rechter  Hand  wiederum.    Man  kann 
aber  überhaupt 


jdq)(x) 


=  ^I^  +  P 


^x  dx 

setzen,  wo  q  eine  nicht  ijtäher  bekannte  Grösse  bezeichnet,  von  der 
wir  jedoch  wissen,  dass  sie  mit  ^x  gleichzeitig  verschwindet ;  dem- 
gemäss  wird 
gN  ^/(^)  _  dtp^(x)        dfp^  (4?)    .    dys  (^)    , 

^x  dx        •*      dx      "^        dx       I    •  '  • 

+       ^1      +      Qu      +      Qi      +  •  •  • 
und  hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die  Reihe  der 

Differenzialquotienten  divergirt  oder  convergirt.     Fände  das  Erste 

statt,  so  musa  die  Reihe  ^i  -f-;  ^2  -|-  ©tc-  gleichfalls  divergiren,  denn 

im  Gegenfalle  würde  der  Widerspruch  zum  Vorschein  kommen,  dass 

eine  divergente  Reihe  mit  einer  convergenten  Reihe  vereinigt  eine 

bestimmte  Summe  gg.be.     Sobald  aber  die  Reihe   ^-4*92^"  ^^ 

divergirt,    lässt  sich   schlechterdings  nicht   angeben,    was   aus  ihr 

wird,  wenn  kJx  und  alle  Q  kleiner  und  kiemer  werden. 

Convergirt  dagegen  die  Reihe   der   Differenzialquotienten,   so 

muss  auch  die  Reihe  der  Q  convergiren  und  hier  l&sst  sich  leicht 


r 
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igen,  dass  für  verschwindende  ^x  auch  Um  (^i  ^  (^a  -[-  ^8  ~H  •  •) 
0  wird. 
Wären  nämlich  alle  q  positiv  und  r  ihre  Summe,  also 

Pl   +  P2  +  P8  +  ••••  =  »"i 

0  nun  r  jedenfalls  endlich  ist,  so  lasse  man  /^x  kleiner  werden; 
vermindern  sich  alle  p  und  erlialten  etwa  die  geringeren  Werthe 
i'i,  p'j  etc.,  wobei 

P'i  +  9'2  -f-  P'a  + =  ^ 

llin  möge  und  r*  <^t  ist.  Da  nun  sämmtliche  q  der  Null  beliebig 
ioahe  gebracht  werden  können,  so  ist  es  auch  möglich,  sie  beliebig 
jTielmal  kleiner  als  ihre  ursprünglichen  Werthe  zu  machen;  es  kann 
iko,  unter  m  eine  willkürliche  positive  Zahl  verstanden, 

9\  <  —  9ii  92  <  ~  P2»  P'a  <  —  98.1  •  .  .  . 
Verden,  woraus  auf  der  Stelle  folgt 

m 
Lassen  wir  m  in's  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass  r  eine 
endliche  Grösse  ist,  so  folgt  hieraus  die  unbegrenzte  Abnahme  des 
^}  d.  h.  Lim  r'  ==  0;  entspricht  also  dem  ursprünglichen  Werthe 
von  Jx  die  Summe  r,  so  entspricht  dem  Werthe  ^x  =  0  der 
Werth  r'  =  0.  Diese  Schlüsse  bleiben  im  Wesentlichen  dieselben, 
wenn  auch  die  Grössen  ^i ,  Q^  ^^c*  theils  positiv  theils  negativ  sein 
sollten;  man  kann  in  diesem  Falle  jedes  positive  Glied  der  Reihe 
fi  4"  ^2  -f-  etc.  mit  einem  negativen  Gliede  vereinigen  und  da- 
durch eine  Reihe  von  Differenzen  bilden,  welche  durchaus  gleiche 
Vorzeichen  besitzen;  nennen  wir  di,  dj,  etc.  diese  Differenzen, 
»0  ist 

9i  +  92  +  •  •  •  •  =  i  (*i  +  *2  +  •  •  •  0 

ond  jetzt  gilt  von  den  8  wörtlich  dasselbe  was  früher  von  den  Q 
bemerkt  Mrurde.    Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir  sagen: 

Der  Differenzialquotient  von  der   Summe  einer  unendlichen 
Reihe  ist  die  Summe  von  den  Differenzialquotienten  der  ein- 
zelnen Glieder,  jedoch  nur  dann,  wenn  sowohl  die  ursprüng- 
liche als  die  abgeleitete  Reihe  convergirt. 
Dass  in  der  That  dieses  Theorem  zu  gelten  aufhört,  wenn  die 
^ihe  der  Differenzialquotienten  divergirt,  kann  man  u.  A.  an  fol- 
gendem Beispiele  sehen.     Es  sei 

C08X      ,     cos  "Ix     .     COSSX     ,     008^  X     , 

/w  =  n~  +  ^ — ^  __+__  +  ..., 

BehlOmiloh,  Analyili.  11 
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80  conver^irt  die  Reihe  z.  B.  f ür  «  =  J  ä  und  giebt  /{ "5" )  =  "" 

"f"  J  —  J  "4"  •  •  =  —  J/2;  wollte  man  nun  ' 

f*(je)  =  —  ainx  —  8m2x  —  irin^x  —  sin^x  —  ..-..        ' 

setzen,  so  würde  fär  a?  =  ^ä  folgen /M—j= — 1  +  1  — 1"4"1  ^ 

und  diese  Reihe  hat  keine  bestimmte  Summe,  divergirt  also.  Deni 
nach  hätte  die  Tangente  an  dem  Punkte  der  Curve,  dessen  Abseid 

X  =:\  7C  und  dessen  Ordinate  y  =  /f --- j  ist,  keine  bestimmte  Lagii 

gegen  die  Abscissenachse ,  was  offenbar  keinen  Sinn  hat.  Der  rich- 
tige Werth  von  /'  (x)  findet  sich  hier  nicht  durch  Differenziation  dei| 
Reihe,  sondern  dadurch,  dass  man  erst  die  ursprüngliche  Reihe  son» 
mirt  und  die  so  erhaltene  Summe  f(x)  direkt  differenzirt. 


\ 


Cap.  IX. 
Die  imaginären  Funktionen. 


§.  41. 
Die  algebraischen  Funktionen  complezer  Zahlen» 

Man  hat  sich  ans  Gründen,  die  im  Verlaufe  dieses  Capitels 
ron  selbst  hervortreten  werden,  genöthigt  gesehen,  die  Betrachtung 
Her  Funktionen  auch  auf  den  Fall  auszudehnen ,  wo  die  Variabele 
täneZahl  von  der  Form  ay-j-yy^—l  ist;  man  nennt  solche  Zahlen, 
{die  aus  einem  reellen  und  einem  imaginären  Theile  bestehen,  com- 
flexe  Zahlen  und  bezeichnet  zur  Abkürzung  \/^  gewöhnlich  mit 
f)  80  dass  die  Gleichungen 

Ui«  =  — .  1,     i^  =  +  1,     1«  =  —  1,    i«  =  +  1,  .  .  . 
den. 

Was  nnn  die  Rechnung  mit  derartigen  Zahlen  betriffii,  so  heis- 
•Mn  zwei  complexe  Zahlen  gleich ,  wenn  die  reellen  und  imaginären 
Theile,  einzeln  verglichen,  gleich  sind;  also  ^-|-yi=|-|-ij2, 
wenn  a?  =  |  und  y  =  ly.      Man  versteht  femer  unter  der  Samme 

('"fyO -f- (|-f-^0  den  Ausdruck  («t+Ö  +  (^-h^)*i  so  dass 
£e  Addition  complexer  Zahlen  auf  dieselbe  Weise  geschieht,  als 
wenn  i  ein  reeller  Faktor  wäre.  Da  die  Subtraktion  das  Umgekehrte 
^Addition  ist,  so  folgt  leicht,  dass  auch  für  die  Subtraktion  com- 
plexer Zahlen  das  Verfahren  dasselbe  bleibt,  wie  bei  reellen  Zahlen, 
aUo  (Z+  Yt)  —  i^+yi)  =  (X—*)  +  (T-y)t. 

Unter  dem  Produkte  der  complexen  Faktoren  a-^yi  und|-f"iji 
versteht  man  den  Ausdruck 

vdcher  auf  dieselbe  Weise  gebildet  ist,  als  wenn  man  jene  Faktoren 

11» 


1 
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nach  gewöhnlicher  Art  mnltiplizirt  und  t^  =  —  1  setzt.     Zur  Auaii 
führang  der  Division  sei:  { 

so  folgt,  vermöge  des  hier  beibehaltenen  Begriffes  der  Division: 

mithin  * 

a  =  Xu  —  Yv  und  y  =  Xv  -f-  Yu, 

Bestimmt  man  die  Werthe  von  u  und  v  aus  diesen  Gleichun- 
gen, so  ist: 

g  +  y»  _  ^^-\-yy  ,  ^y  —  y^  . 

Dasselbe  würde  man  auch  erhalten,  wenn  man  Zähler  und  Nen- 
ner linker  Hand  mit  X —  Yi  multiplizirte  und  beachtete,  dass 
(X+rO  (X—Yi)  =  X^  +  r»  ist. 

Ei4e  andere  Art,  die  Multiplikation  und  Division  auszuführen, 
beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl  a-\-yi  auf  die 
Form  r(co8u-^i8inu)  gebracht  werden  kann.     Aus 

2)  4?  -j-y  i  =  r  (co«  u  -f- 1  sin  ü)  =  rco8u-\-ir  sinu 

folgen  nämlich  die  Gleichungen  a  =:  rcoeu  und  y  =  rainu,  und 
diese  geben: 

8)  »9^y3  =  r2,    also   r  =  v/af^+y», 

4)  -*^  =  tomu^  mithin  u  =  Ärctan  -*^  i  ifc^, 

< 
wo  k  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet;  von  den  so  be- 
stimmten Grössen  r  und  u  nennt  man  die  erste  den  Modulus,  die 
zweite  das  Argument  der  complexen  Zahl a'\-yu  Man  kann  jetzt 
die  Betrachtung  der  Zahlen  von  der  Form  x-^yi  verlassen  und  statt 
deren  immer  Ausdrücke  von  der  Form  r  (cos  «  -f-  * «»  ")  behandeln. 

Bei  der  Multiplikation  findet  man  leicht 
r(co«  w-f-t«ntt)  .  r*(^cosu*-\-isinu') 

=z  rr^  [jicos  u  cos  u'  —  sin  u  sin  u')  -j-  (cos  u  sin  u'  -|-  sin  u  cos  u'yi  ] 
=  rr*  [cos  (u  -f-  m')  -f"  *  ^^  (^  "i"  ^0]  • 
Durch  mehrmalige  Anwendung  desselben   Theoremes   gelangt 
man  leicht  zu  der  allgemeineren  Formel: 

5)  ri(cosui-^i sinui)  .  r3(co#t<s-|-s«tnu2)...r,„(eo«u^-|-tstnu^ 
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Ganz  ähnlich  verhalt  es  sich  mit  der  Division;  wenn  man  näm- 
ich  Zähler  nnd  Nenner  des  Quotienten 

r(co8u  -f-  isinu) 
r*  (coau* -\- i  sinu*) 

Init  —  (co8u^-\- isinu')  maltiplizirt,  so  geht  der  Nenner  in  die  Ein- 


b 


it  über  und  man  erhält 


T 

—  [(co«M  C08U*  -|-  ainu  sinu')  -\-  (ainu  coau*  —  coau  sinu')  i  ], 

i,  i.  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln : 

r(cosu-\-i8inu)  r    _      ,         .^    i    ,  .   ,         .n-i 

So  wie  man  bei  ganzem  positiven  m  unter  z^^  das  Produkt  ver- 
steht, welches  aus  dem  Produkte  ZiZ^* .  »  z^  für  ^^  =  ^2  •  •  •  =  ^m 
krvorgeht,  so  möge 

[r  (cos  M  -f-  f  sin  u)  ]*" 

dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Produkte  in  Nro.  5)  wird,  sobald 
sammtliche  r  und  u  gleich  werden;  man  hat  dann: 

7)  [r  (cosu  -4-  isinu)']^  ===  r^  (cosmu  -|-  isinmü). 

Diese  Formel  führt  den  Namen  desMoivre'schen  Theoremes; 
rie  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  eines  beliebigen  Exponenten  m  aus- 
dehnen, was  jedoch  für  unsere  Zwecke  nicht  nöthig  ist. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  Formel  7)  ist  folgende^  Man 
>etze  r  =  1,  wende  auf  die  linke  Seite  das  Binomialtheorem  an  und 
vergleiche  die  reellen  und  imaginären  Theile;  man  findet  dann 

8)  cosmu  =  wio cos^u  —  m2 cos"*    ^ u sir?  u 

-(-  WI4  coil"^^'^  u  sin^  u  — 

9)  sinmu  =  Ml  cotf^    ^  usinu  —  m^ cos"'*'''  u sirr  u 

-f-  m^cos^^^  umf^  u  — 

ein  paar  sehr  brauchbare  goniometrische  Formeln. 

§.  42. 
Die  binomischen  Gleichungen. 

I.  Dem  Mo i vre' sehen  Satze  zufolge  ist  für  ein  ganzes  posi- 
tives Jb: 


( 


cos 1-  t  sin  — —  j    =  CO«  2  fcÄ  +  t  «tn  2  Jb 3t  =  -f-  1, 

n  n  /  ' 


1 
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Hnd  hierin  liegt  unmittelbar  die  Auflösung  der  Gleichung  iv^  =  1 

denn  man  braucht  nur 

2k7C  j    .    .     2kx  j 

SB  =  C08  X  «  **w  

n  n  ^ 

zu  setzen  und  dem  k  irgend  einen  positiven  gaüzen  Werth  zu  geben^ 

'   lim  sogleich  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung  zu  haben.  ^ 

Für  ein  gerades  n  findet  sich  nun,    indem  man  ib  =  0,  1,  i^ 

3,  .  .  .  |n  setzt,   dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  ar**  =  -(-  1  fol- 
gende sind: 

2,2  2  2 

C03  —  7t  -j-  i  sin  —  ar ,        cos  —  ä  —  t  sin  —  3t , 
n  n  n  n 

4  4  4  4 

cos  —  «  -^  t  sin  —  jr ,        cos  —  jr  —  i  sin  —  ä  , 

n  n  n  -  n 

6,6  6  6 

cos  —  n  A-  i  sin  —  n ,        cos  —  jt  —  i  sin  —  n , 

n  '  n  n  n 


n— 2         ,     .    .    n— 2  .  n— 2  .    .    n—2 

cos jt  -4-  i  stn JT,        cos X  —  t  sm  — •■ —  «• 

n  '  n  n  n 

Wollte  man  dem  k  grössere  Werthe  ertheilen,  so  würde  man 
keine  neuen  Wurzeln  erhalten. 

Für  ein  ungerades  n  ergiebt  sich,  indem  man  n  r=:  0,  1,  2,  3, 
.  .  .  l(n  —  1)  setzt,  dass  die  Gleichung  a?**  =  -|-  1  folgende  Wur- 
zeln besitzt : 

+  1 

2         ...      2  2  2 

cos  —  7t  -¥-  i  sin  —  sr ,  cos  —  7t  —  i  sin  —  7t ,       1 

n  '  n  n  n 

4  ...      4  4  .    .      4  ! 

cos  —  7t  "j-  i  sin  —  7t ,  cos  —  7t  —  i  stn  —  7t , 

n  n  n  n 

6    ^    ...      6  6  .    .      6 

cos  —  7t  -4-  i  sm  —  7t ,  cos  —  7t  —  t  sin  —  7t , 

n  n  n  n 


n — 1         ,     .    .    n — 1  n — 1  .    .    n — 1 

cos 7t  -¥-  i  sin Ä,         cos 7t  —  i  sm 7t, 

n  *  n  n  n 

n.    Zufolge  des  Mo ivr ersehen  Theoremes  hat  man  auch 

und  darin  liegt,  indem  man 

(2fcH-l)^    .,  .    .    (2k±l)7t 

X  =  coe  • — ^—  -r  t  stn  ' ' — ^— 

n  n 
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itzt,  die  AnflösuDg  der  Gleichung  af^  =  — ,1.  Hier  sind  wiederum 
Se  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n  zu  unterscheiden. 

Für  ein  gerades  n  ergeben  sich  für  äj  =  0,  1,  2, .  .  .  .  |  n  —  1 
»Igende  Wurzeln  unserer  Gleichung : 

1  1.1  1  .1 

n  n  n  n 

3,3  3  3 

cos  —  Ä  +  t  sin  —  Ä,  cos  —  ic  —  t  sin  —  jr, 

n  n  n  n 

5,5  5  .5 

cos  —  Ä  +  t  sin  —  »,  cos  —  7t  —  i  sin  —  «, 

n  n  n  n 


n — 1         ,     .    .    n — 1  n — 1  .    .    n — 1 

eo8 Jt  -f-  i  stn Ä ,         cos  7t  • —  «  «in ä  , 

n  *  n  n  n 

reiche  sämmtlich  imaginär  sind ,  wie  sich  erwarten  liess ,  da  jede 
gerade  Potenz  einer  reellen  Zahl  positiv  sein  muss. 

Bei  ungeradem  n  setze  man  ^.=  0,1)2,...  \(n — 1)  und 
man  bekommt  folgende  Wurzeln  unserer  Gleichung: 

-  1, 

1  ...      1  1  .    .      1 

cos  —  7t  -f-  t  sin  —  7t^  cos  —  7t  —  i  sin  —  sr, 

H'  n  n  n       * 

3    ^A    .3  3    ^        .    .      3    ^ 

cos  -; —  7t  -+-  t  Sin  —  Ä,  cos  —  7t  —  i  sin 3t, 

n  ^  n  n  n 

cos  —  7t  -4-  i  s%n  —  ar,  cos  —  or  —  i  sin  —  ä, 

n       '  n  n  n 


n— 2        ,    .    .    n— 2  n— 2  .    .    n— 2  ^ 

cos 7t  "{-  i  sin 7t*        cos  7t  —  i  sin 7t. 

n  ^  n  n  n 

In  allen  Fällen,  wo  sich  die  Theilung  der  Kreisperipherie  in 
2n  Theile  ausführen  lässt,  kann  man  die  Werthe  der  einzelnen  Co- 
sinus und  Sinus  näher  angeben ;  so  sind  z.  B.  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 0?^  =  —  1 : 

_i   i-L^.-      i_vL,-. 

ebenso  findet  man,  dass  die  Ausdrücke 

1  +  i         1—2        —  l-fl        —1—t 

VT'   VT'     VI    '     V2" 

die  Wurzeln  der  Gleichung  a^  =  —  1  darstellen. 
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I 

S-43.  I 

Die  Exponenzialgrössen  mit  complexen  Variabelenj 

Unter   der   Zahl    e   wurde    der    Grenzwerth    des    Ausdracl 
(  1  -| j    für  unendlich  wachsende  o  verdtanden;  demgemäss 

e^  =  ^4(l+-L)'"], 
oder,  wenn  ioz  mit  m  bezeichnet  wird,  woraus  —  = folgt: 

1)  ^  =  Lim[{l  +  j^J\ 

und  hier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wacii|| 
thum  von  m.  Behalten  wir  die  vorstehende  Gleichung  als  Definitioi 
von  ^  für  alje  Fälle  bei,  so  ist  auch: 

2)  ^.  =  z..[(i+^)'»].  I 

Der  angedeutete  Grenzwerth  lässt  sich  näher  angeben;  setz« 
wir  nämlich  ' 

tß      (       2/2  X  II  ■ 

80  folgt: 

L  w      '         m^     j 

4)  ton  -ö*  =   , 

i  +  - 

und  die  Gleichung  2)  geht  unter  Anwendung  des  Mo  i  vre 'sehen 
Theoremes  in  die  folgende  über:^ 

5)  c^+y  *  =  Lim  Iq^  ico8  md'-{-i  sin  m  -Ö«)  ]. 

Daria  ist  für  q"*  zu  setzen: 

1, 


f  1  4-  2£   ,  ^±tT 


2  X  x^  -\-  v^ 

wobei  man  beachten  mag,  dass  der  Ausdruck  —  -1 ^     die 

m  m^ 
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11  zur  Grenze  hat.    Bezeichnen  wir  denselben  mit  — ,    so  ist   fi 
£  unendlich  wachsende  Zahl  und  man  kann  jetzt 


'"  =  ('+ t)  =[(' + i)  ] 


=  [('  +  m 


,  woraus  hervorgeht,  dass  Q^  für  unendlich  wachsende  m 
H  gegen  die  Grenze  «^  convergirt.  —  Was  femer  md'  anbe- 
te 80  ist  offenbar 

m9  =  ' — -  mtand' =z 


tan  d'  tan  d'  ^^    x 

1  — [- 

m 

k  .  .  ^ 

I  unendlich  wachsenden  m  hat  d'  die  Null  und ^    die    Einheit 

I  tan  9 

ir Grenze,  mithin  geht  md'  in  y  über;  statt  der  Gleichung  5)  kommt 

^ehr  die  folgende 

eF'^y^  =  e*  (cosy-^-isiny)^ 

sie  enthält  die  Definition  der  Exponenzialgrösse  mit  complexer 
iabelen. 

Für  X  =  0  verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  einfachere 

c^*  =  coÄy  -f-  t  «my, 

pche  man  leicht  mittelst  der  Reihen  für  e^,  coaz  und  sinz  prüfen 
pn. 
Setzt  man  in  Nro.  ß)  x  =  k^  und  y  =  kij^  so  ist 

kI  man  erkennt  daraus,  dass  die  bekannte  Eigenschaft  (e^^  =  tr^ 
^  für  complexe  z  gilt.     Nimmt  man  k  =  la^  so  folgt  einerseits 

tdererseits 

^/a  .  (5  +  ^t)  _  g/a  .  I  (co«ya.ij)-f-t«mGa.i2)) 

=  a^  [cosirjla)  -f-  t«m(ij/a)], 

Bd  wenn  man  dies  mit  dem  Ersten  vergleicht ,  so  hat  man  als  De« 
"■"tion  der  Exponenzialgrösse  mit  beliebiger  Basis : 

)  a^  +  ''*  =  a^  [cosi^la)  +  i«m(ijZa)]. 


1 


^ 
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Eine  brauchbare  Anwendung  dieser  Theoreme  ist  folgen^ 
Die  Gleichung  7)  giebt,  wenn  man  einmal  y  =  m,  das  andere  Jl 
fl  =  —  u  setzt: 

e^^  =  cosu  -(-  i  sinu^       e     ***  =  cosu  —  tsinu^ 
mithin  durch  Addition  und  Subtraktion 

2isinu  =  (e«*  —  e"" «*). 

Durch  beiderseitige  Erhebung  auf  die  mte  Potenz  unter  Anw< 
düng  des  binomischen  Satzes  folgt  hieraus: 

10)  2'^i^sin'^u=  moe'^'''  —  mie(^-2)«t  ^  ^  g(m— 4)m  _  ^ , 

Hier  kann  man  jede  Exponenzialgrösse  wieder  in  CosinuB  a 
Sinus  umsetzen,  und  nachher  die  reellen,  sowie  die  imaginären  Ths 
beiderseits  vergleichen.    Aus  Nro.  9)  erhält  man  auf  diese  Weise; 

2?»  ^Qgin  y^  __  r%cosmu  -\-  micos  (m — 2),w  -\-  %  cos  (m — 4)  « -j- . . 

Dabei  lassen  sich  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden 
unterscheiden.  Für  m  =  2n  giebt  es  einen  mittelsten  Binomia 
coeffizienten  (2  n)^  und  jeder  andere  Coeffizient  kommt  zweimal  vo 
weil  immer  7nj^  ==  rn^^-j^  ist;  vereinigt  man  daher  die  Gliedern 
gleichen  Coeffizienten  und  dividirt  nachher  durch  2,  so  findet  sich 

f 

11)  22^^— 1  coÄ^'i  w 

=  (2  n)o  C05  2  ww-|-(2n)i  cos  (2  w— 2)  w-|-(2n)2  cos  (2w — 4)m-(-m 
...4-(2n)„    lCos2w  +  l(2«)n- 
Für  ein  ungerades  m  dagegen  erhält  man: 

12)  22«cos2^+1m 

=  (2n-f  l)o  cos (2 n+l)w  -(-  (2n+ l)i  cos (2 n— l)w 

-f-  (2»  +  l)2  cos(2n— 3)M  +  ..• 
.  .  .  -[-  (2n-(-l)^__i  cos3w  -)-  (2n-|-l)n  ^^sw. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  in  Nro.  10)  die  Fälle  eines  g< 
raden  und  ungeraden  m  unterscheiden  und  gelangt  dadurch  zu  fol 
genden  zwei  Formeln: 

13)  (—1)^  22^-1  cos^^w 

=  (2  n)o  co8  2nu  —  (2 n\  cos  (2n —  2) w -f- (2  n\  cos  (2n — 4) m — •  • 

.  .  .  +  (-1)^-1  (2n)^_i  cos2m  +  (—1)^  \(2n\\ 
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=  (2n+l)o  ««(2n4-l)tt  —  (2n-{-l\  «in(2n— l)u 

-f  (2n-f  l)a  «tn(2n— 3)«--... 

..-  +  (—  l)**"^  (2  n  +  l)^_i  «m  3  u+C— l)**  (2iH-l)n«n  w. 

Die  hier  entwickelten  Gleichungen  bilden  gewissermassen  die 
kehnmgen  der  unter  Nro.  8)  und  9)  in  §.  41.  gewonnenen  Be- 
dingen. 

§.  44. 
Complexe  Logarithmen. 

Behalten  wir  die  Definition  der  Logarithmen,  derznfolge  i  =  lz 
I,  weni^  e^  =  z  war,  unverändert  bei,  so  zieht  die  Gleichung 

ßX-j-yi  __  ^  (coay  -f-  isitiy) 
e  folgende  nach  sich : 

x-\-yi  =  l  \tF  (cosy  4-  «  ««y)]. 

Hier  kann  man  6^  =  r,  also  x  =  Ir  setzen  und  y  durch  m  er- 
ben; es  ist  dann  bei  umgekehrter  Anordnung: 

I  l  [r  (co8u  -f-  %  «n«)]  =  /r  -f-  Ml. 

'  Da  sich  jede  Zahl  auf  die  Form  r  (cosu  -j-  i  sinu)  bringen 
JBt,  so  kann  man  mittelst  dieser  Formel  auch  den  Logarithmus  je- 
kr  reellen  oder  complexen  Zahl  finden.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für 
= -|-  l'und  M  =  +  2fc;r,  wo  k  eine  beliebige  ganze  positive 
ihl  bedeutet : 

)  Z(-f  1)  =±  2ifc«t, 

Bdfärr  =  1,  M==  + (2]b+l)  7C: 

)  Z(— 1)  =  + (2ifc+l)3rj. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  auch  für  complexe  Logarithmen  die 
^ormel  logz  -\-  log  z'  =  log(zz*)  richtig  bleiben  muss;    denn  es  ist 

iese  Eigenschaft  der  Logarithmen  eine  Folge  der  Gleichung  o^ .  cf' 

=  a^  1  ^;  letztere  bleibt,  wie  man  leicht  finden  wird,  bei  complexen 
^gestört  und  also  muss  es  auch  die  Folgerung  von  ihr  bleiben. 

Verbindet  man  nach  dieser  Bemerkung  die  Gleichung  2)  «mit 
Iw  folgenden 

Z  [r  (jnoau  —  »  «nw)]  =  Ir  —  ui 
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durch  Subtraktion,  so  erhält  man 

-  (cos  M  -f-  i  hin  m\        ^     . 

l  \ ■ — T-. —  )  =  2Mt, 

\coBu  —  I  Sinuj 

oder 

1        /l  +  »tonu\ 
^  2t       \  1  —  itanuj 

/l  4-  ä\  i 

Dies  kann  man  auch  durch  die  für  l  ( — — ■ I  und    Arctm 

gefundenen  Reihen «verifiziren,  jedoch  nur  unter  der  besonderen  "Vi 
aussetzung ,  dass  tan  u  ein  echter  Bruch  ist.  1 

I 

S.  45.  ( 

Goniometrische  und  cyklometrische  Funktionen 
mit  complexen  Variabelen. 

I.    Die  in  §.  43.  entwickelten  Gleichungen 

1)  C08U  = '- ,     8tnu  = --: 

^  2  '  2  t 

können  wir  als  die  allgemeinen  Definitionen  von  cos  u  und  sin  u  a| 
sehen,  weil  sie  in  der  That  zu  denselben  Reihen  führen,  wie  d| 
^  Theorem  von  Mac  Laurin  bei  seiner  unmittelbaren  Anwendui^ 
auf  C08U  und  sinu.  Behalten  wir  diese  Definitionen  auch  für  da 
Fall  eines  complexen  u  bei,  so  ist  z.  B.:  , 


2)  co8(vi) 


2  2 


3)  sin(vi)  = j-. = ^ t, 

und  überhaupt  allgemein: 

g(x+yi)i    I    ^^(x+yt)i         ^-y    i    g— a:t+y 
coa(Ä+yt)=  ^ = L ^^ 

8m(x-^yi)  = j-, =  ^ . 

Mittelst  einer  kleinen  Reduktion  und  unter  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 1)  kann  man  diesen  Formeln  die  folgenden  Gestalten  ver- 
leihen : 


w 
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«n(af-|-yt)  = ^^5 sin  X  -\-  % coax^  . 

cosQx-^yt)  = -r 008  w  —  t  8tna. 

Behält  man  für  die  übrigen  goniometrischen  Funktionen  die 
ähnlichen  Definitionen  bei  (z.  B.  tan  z  = u.  s«  w.)«  so  lassen 
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I 

nunmehr  alle  goniometridchen  Funktionen  des  complexen  Bo- 
t  x-\-yt  auf  die  Form  U-\-  Vi  bringen. 

II.  För  die  cyklometrischen  Funktionen  benutzen  wir  ebenfalls 
gewöhnlichen  Definitionen  ungeändert;  so  verstehen  wir  z.  B. 
IT  Aresin  (^yi)  den  mit  y  gleichzeitig  verschwindenden  reellen 
r  complexen  Bogen, 'dessen  Sinus  =  yt  ist.     Setzen  wir 

Arcain  (^yi)  =  ü-^Vi^ 

folgt  nach  dieser  Erklärung: 

yi  =  sin  (Z7  -}-  Vi) 


_  6^4-g 


e'  —  e 


,        -  sinü  A-  i ; cos  Z7. 

Diese  Gleichung  kann  nur  dadurch  erfüllt  werden,  dass  9mC^=:0, 
fhia  cos  U  =  1  und  zugleich 


2 

*;  ans  diesen  Bedingungen  ergiebt  sich  erstens ,  dass  £7  =  +;  ä;  sr 
in  muss,  wo  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  dass  zwei- 

u 

*  Durch  Substitution  in  Nro.  6)  hat  man  nun  weiter 

Aresin  iyi)  =  ±  2kn  -}- il  (y  ±  \/T+^; 

enn  aber  Aresin  (y  i)  mit  y  gleichzeitig  verschwinden  soll,  so  muss 
=  0  sein  und  es  darf  nur  das  positive  Zeichen  der  Wurzel  ge- 
bucht werden ;  demnach  ist : 

)  Aresin  (yt)  =  tW  (y  +  \/l  +  y^-). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestatten  die  allgemeineren 
•öadrücke  Aresin  (a-\-yi)^  Breton  (.r-f-yO  etc.,  nur  fallen  die 
Berthe  von  ü  tmd  V  etwas  verwickelter  aus. 
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§.  46. 
Reihen  mit  imaginären  Yariabelen 


Einer  der  grossen  Yortheile,  den  die  Benutzung  compU 
Zahlen  bietet ,  liegt  darin ,  dass  man  aus  jeder  Reihenentwickel 
eine  neue  ableiten  kann,  indem  man  die  Yariabele  imaginär  wei 
lässt.     Gehen  wir  z.  B.  von  den  beiden  Formeln  aus : 

1)  .  X  ,  . 


C08  a  =z  1 


2) 


8tna 


1.2  ^~  1.2. .4        1.2. .6  "'"'*' 
1  1.2.3  "^  1.2. .5  ~  1.2. .7"'' 


so  bemerken  wir  zunächst,  dass  dieselben  nicht  nur  für  reelle, 
dern  auch  für  imaginäre  x  gelten ;   denn  man  erhält  für  a  =  i;  t : 

«„(«o  =  [-^  +  nT:i+r:^  + ]<, 

und  wenn  man  sich  an  die  für  e^  und  e~^^  geltenden  Reihenenf 
ckelungen  erinnert,  so  wird  man  bald  finden,  dass  die  erste 
l(e^  -|-  e""*')  und  die  zweite  |  (e^  —  ß^*')  zur  Summe  hat; 
mit  gelangt  man  zu  den  in  §.  45.  unter  2)  und  3)  verzeichne 
Formeln.  Wenn  nun  aber  die  Formeln  1)  und  2)  für  reelle 
imaginäre  a  gleichf.örmig  gelten,  so  müssen  auch  die  aus  ihnen 
geleiteten  Gleichungen  dieselbe  Eigenschaft  besitzen.  Die  Sekante 
reihe  z.  B.  ist  nichts  Anderes  als  das  Resultat  einer  Division  mit 
Cosinusreihe  in  die  Einheit,  welche  Division  für  imaginäre  Zahl« 
auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  reellen  Zahlen  geschieht ;  es  muss  dah^ 
auch  die  Formel 


8) 


seca 
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(ü  '    1.2       ~  1.2. .4       ~ 


f  ür  a?  =  V  i  gültig  bleiben ;  man  erhält  so  auf  sehr  kurzem  Weg^ 
das  Resultat:  1 


4) 


-v~  1.2  "^1.2.3.4        1.2. ..6"'"' 


c^  +  6- 

Dasselbe  bleibt  offenbar  so  lange  richtig,  als  die  Reihe  ein« 
bestimmte  Summe  besitzt,  d.  h.  convergirt ;  da  nun  die  Reihe  nur  in  den 


Cap.  IX.    §.  46.    Reüien  mit  imaginären  Variabelen.  175 

rzeichen  von  der  Reihe  3)  differirt  und  diese  fürjÄ>a?>»  —  ^ar 
(,  so  kann  die  Richtigkeit  der  Formel  4)  ebenfalls  nur  unter  der 
lingung 

^ürgt  werden. 

Dieselbe   Substitution  x  =.  vi  giebt,  auf  die  Tangentenreihe 
^wendet: 


1  1.2.3'     1.2.. 


-«  1  1.2.3    '     1.2..  5 


• . 


ftk  der  linken  Seite  Hesse  sich  auch 
fhi« 


iiben ;  setzt  man  nachher  2v  =  u  und  dividirt  beiderseits  mit  2, 
|B  findet  sich  leicht: 

ew-f-l~2         1.22"'    1.2.3. 2*        1 .  2. .  5  .  2«  "^' " 

Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  nach  derselben  Methode: 

2  _  J__  C^jy        _CVü^  _ 

e«'  _  e-t'  ~  V         1 .  2    '    1 .  2  .  3  . 4 

Ä  ;>  V  ]>  —  3t, 

ilich  aus  der  Cotangentenreihe : 

gt^  _  e-«'  ~  V  "^  1 .  2        1.2.3.4"*" 

Ä  ]>  v  >^  —  sr. 
Die  linke  Seite  lässt  sich  hier  in  folgender  Form  darstellen: 

iid  wenn  man  darin  2 1?  =  w  setzt,  so  wird : 

10)        _1 ^  1     I        F,u  Fau« 

.       ö**  — l""w         2^1.2.22        1.2.3.4.24^ 

2ä>w>  —  2ä. 

!      Die  Coeffizienten  J  Fi,  ^^g  Fs  etc.  führen  den  Namen  der  Ber- 
^oulli' sehen  Zahlen,  indem  man  bezeichnet: 
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11) 


Cap.  IX.    §.  46.    Bdhen  mit  imaginären  Variabden. 

^2«-l__'  2«  _ 

^2n--l  —  -°2n— 1. 


12) 


22n  22*»  (22»» 1) 

Die  Formel  10)  nimmt  dami,  a  für  u  geschrieben,  die  folgei 
Form  an: 

x  X     .    Si  x^  S$  x^         . 

23t>>aj>'  —  2«. 

Ganz  ähnliche  Ableitungen  neuer  Formeln  aus  früheren  gej 
ten  unter  Anderm  die  Resultate  des  §.  34.  III.,  indem  man  die 
vorkommende  willkürliche  Grösse  ^  imaginär  werden  und  zuglei 
an  die  Stelleil  von  ain^z  und  coaf/Lz  ihre  neuen  Bedeutungen  tr< 
lässt 


\ 


r 
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Die  höheren  Differenzialquotienten  zusammengesetzter 

Funktionen. 

I.    Allgemeine  Formeln. 

Die  Leliren  des  §.  12.  enhalten  insofern  eine  Lücke,  als  nicht 
nachgewiesen  wurde,  auf  welche  Weise  die  höheren  Differenzialquo- 
tienten einer  zusammengesetzten  Funktion  von  der  Form  z  =  /(y), 
wo  y  =  y  (je)  ist,  entwickelt  werden  können,  vorausgesetzt,  dass  die 
Differenzialquotienten  von  /(y)  in  Beziehung  auf  y  und  die  von  9  (je) 
in  Beziehung  auf  x  genommen ,  bekannt  sind.  Wir  tragen  nun  das 
in  neuerer  Zeit  über  dieses  wichtige  aber  nicht  leichte  Problem  Ge- 
leistete nach,  und  zwar  erst  an  dieser  Stelle,  weil  einerseits  die  ge- 
gebenen Entwickelungen  für  die  gewöhnlichen  Fälle  ausreichen,  an* 
dererseits  weil  die  folgenden  Untersuchungen  erst  dann  fruchtbar  wer- 
den, wenn  man  die  Theorie  der  complexen  Beziehungen  damit  ver- 
knüpft. 

Wir  gehen  von  der  Gleichung 

dx  dx 

aus,  in  welcher /' (y)  den  Differenzialquotienten  bedeutet,  der  da- 
durch entsteht,  dass  man /(y)  so  differenzirt,  als  wenn  y  unabhän- 
gige Variabele  wäre.  Wendet  man  dieselbe  Hegel  mehrmals  nach 
einander  an  und  berücksichtigt  dabei  die  Formel  zur  Differenziation 
der  Produkte,  so  gelangt  man  ohne  Mühe  zu  folgenden  Gleichungen 

d«»  ■'  ^^  dx*  ~  ■'   ^-'  \dxj 

dx»    —  >^  w  ^^3  -r  **/  W   ax  dx^  -T  f  W  \^J 

u«  s«  w» 

BohlOuiloh,  AnAlyiif.  12 
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Aus  ihnen  geht  hervor,  dass  man  überhaupt  setzen  darf 

wo  Ii,  ^t  •  •  Y^  gewisse,  noch  nicht  näher  bekannte  variabel 
Coeffizienten  bezeichnen,  die  von  der  Natur  der  Funktion  /  anal 
hängig  sind.    Nehmen  wir  überhaupt 

-Pik 


Pn^n 


!•  üu  •  ö  u  •  •  h 

WO  nun  Pj^  eben  so  unbekannt  wie  Yj^  ist,  so  stellt  sich  die  obi| 
Gleichung  in  die  für  das  Folgende  bequemere  Form 

Da  Yj^  mithin  auch  Fj^  nicht  von  der  Natur  der  Funktion  /  ab»! 
hängt,  so  kann  man  fiir  f(y)  irgend  eine  speziellere  Funktion  wäh«] 
len,  wenn  man  auf  eine  Bestimmung  jener  Unbekannten  ausgebti 
Nehmen  wir  f(y)  =  y^,  so  wird  aus  Nro.  1).  unter  Benutzung^  der^ 
bekannten  Symbole  für  die  Binomialcoeffizienten 

m 

oder  durch  Division  mit  yf^ ; 

yi*    d^  y  y»  y" 

Setzen  wir  voraus,  dass  sich  die  linker  Hand  angedeutete  DiflTerenzia- 
tion  ausführen  lasse,  was  in  vielen  Fällen  (wie  z.  B.  y  =  e^)  sehr 
leicht  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  be&annte  Grösse,  die  wir 

P      P 

mit  Ä,,  bezeichnen  wollen;  rechter  Hand  können  wir  — K  — ^  etc.  als 

^  y    y^ 

neue  Unbekannte  ansehen  und  dafür  die  Buchstaben  Qx,  Q^  etc. 
brauchen;  für 

ist  demnach 

^/i  =  f*i  Qi  +  f*2  Qa  + -f  f*n  ^• 

Um  die  mit  Q  bezeichneten  n  Unbekannten  zu  finden,  setzen  wir 
für  fi  der  Beihe  nach  1 ,  2,  3 «...  n  und  haben  so  die  n  Glei- 
chungen 


r 


Aslumg.  17$ 

Äi  =  li  Qi 


-4^  =  ni  Qi  +  «2  Q3  +  »8  Qs  +  •  •  +  «n  Qn* 

Aus  dieäen  könnte  man  der  Reihe  nach  Qi,  Q3,  ...  entwickeln, 
indem  man  den  Werth  jeder  Unbekannten  in  alle  folgenden  Glei- 
chungen einsetzte;  kürzer  ist  folgendes  Verfahren.  Man  denke  sich 
die  ersten  k  Gleichungen  von  den  obigen  n  hingeschrieben,  wobei 
h<  n  ist,  multiplizire  sie  der  Reihe  nach  mit  ib^,  —  ^9  -^  A%  6tc. 
und  vereinige  darauf  Alles,  so  wird 

j  =  (ij  fci  _  2i  Ä^a  +  3i  ^^3  — )  Qi 

—  C^s  ^  "■"  "»  *<»    1"  ^s  ^*  —  .  •  •  •)  Qj 
+  (3$  *S  —  4s  *4  +  5j  *8  —  .  .  .  .)  Qj 


Die  allgemeine  Form  der  in  Parenthesen  stehenden  Reihen  ist 

hh  -  (ä+i)ä  *ä+i  +  (ä  +  2)ä  kJ,J^.^  ^ 

=  Äo  Ä^Ä  —  (^+l)i  *Ä+1  +  (Ä+2)a  Ä:^^2  — 

oder  wenn  man  kj^^i^  ^A+2>  ^ä+8  •  •  •  ^^^^^  ^Ä  ausdrückt  und 
statt  Ä07  (Ä-|-1X?  (Ä-f-l)«  ®te«  ihre  Werthe  setzt 


+  ....J. 


,  r.     ^—^  .  (k—k)(k—h—i) 
h[^-T+ rT2 

(k  —  h)  (k-^h^l)(ik  —  h^2) 
1.2.8 
Für  fe  ^  Ä  ist  dies  so  viel  wie 

h  (1  - 1)*~*  =  0. 

In  der  Gleichung  4)  verschwinden  demnach  alle  Reihen,  für 
welche  h  <^  k  ist,  d.  h.  die  Coeffizienten  von  Qx,  Qj?  •••  ^ib— 1  ^^^ 
demnach  bleibt  rechter  Hand  nur  (—l)^+^Qk  übrig;  man  findet 
hieraus  sogleich 

oder  vermöge  der  Werthe  von  Q  '^od  Ä  aus  Nro.  8) : 
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6)    P,  =  (-l/+.[^/-.^--^/->^ 


+hy 


Jk— 3 


Kann  man  also  überhaupt  den  Differenzialquotienten 

dx^ 
für  ein  ganzes  positives  {l  entwickeln,  so  ist  jetzt  P^  vollständig 
stimmt  und  nach  Formel  1)  lässt  sich  nunmehr  auch  der    nte  Diff(| 
renzialquotient  von  f(y)  ableiten.     Spezielle  Anwendungen   hierv( 
geben  die  nächsten  Abschnitte. 


IL     Entwickelung  von 


^/(^) 


dai 


,n 


Nehmen  wir  in  dem  allgemeinen  durch  die  Gleichungen  1) 
6)  ausgedrückten  Theoreme  y  =  a?  ,  so  ist 

^^^^  ==  ^^^^  =  ^X  OtA— l)OtA  — 2)...  OtX-n4- 1)*."*- 

=  1  .  2  .  3  .  .  .  n  .  (ftl)„  «■"*-" 
und  folglich  wird 

P;fc=  (  -  l)fc+ 1 1 . 2 . .  n  [fci  A„  -  *^  (2  A)„ + fca  (3  X)„  - . . .]  :^»-» 

Bezeichnen  wir   den  von  x  unabhängigen   Theil  dieses  Ausdruckes 
mit  -EJj.,  setzen  also 

6)    £;(.=(-l)'^+ll.2...n[fciÄ„—Ä^(2A)„+X^(3A)„— ....], 
&0  haben  wir  die  sehr  elegante  Formel: 


•■•+i:^^"'"'/'"'(''>]- 

Auf  die  speziellen  Fälle  f(y)  =  (a-|-y)^  und  fQ/)  =  l(a-j-y) 
angewendet,  liefert  sie  z.  B.  die  Differenzialformeln 

8)  d;^(a+*y 


d«" 


(a+aV 


^K-^)+-<-^)+-+''.-.(4^)"} 


'•' 


9) 
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So  lange  der  völlig  willkürliche  Exponent  X  nicht  besondere 
Werthe  erhält,  besteht  der  für  E^  gegebene  Ausdruck  immer  aus  k 
trliedem  und  lässt  sich  nicht,  kürzer  zusammenziehen.  Es  giebt  je- 
doch drei  Spezialwerthe  von  A,  bei  welchen  eine  Reduktion  jenes 
Ausdruckes  durch  Summirung  der  Reihe  k^  k^  —  ^2  (.^^)n  ~h  ®*^' 
eintreten  kann.  Das  hierzu  nöthige  Verfahren  beruht  indessen  auf 
fern  liegenden  Eigenschaften  der  Binominalcoefßzienten  und  ist  über- 
idies  so  umständlich,  dass  wir  uns  mit  einer  Angabe  der  gefundenen 
pBesultate  und  mit  einem  Fingerzeige  zur  Prüfung  ihrer  Richtigkeit 
l)egnugen  müssen,  v 

A-  Für  A  =  —  1  lässt  sich  der  in  6)  verzeichnete  Coeffizient 
^uf  folgenden  Ausdruck  bringen : 

I     Y72^33  Bk  =  C—  1)"  («—  1)  (n-  2)  . . .  (fc+ 1)  fc . n„_;fc 

innd  die  Formel  7)  nimmt  jetzt  bei  umgekehrter  Anordnung  ihrer 
! Glieder  die  folgende  Gestalt  an: 

^f  (7) 

10)  (-i)" )±L  = 

(ft-l)(n-2)...8.2.1n„_i      /j_\ 

Sieht  man  dieselbe  als  ein  vorgelegtes  Theorem  an,  so  kann 
fflan  sich  leicht  dadurch  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugen,  dass  man 
beiderseits  noch  einmal  differenzirt;  man  erhält  dann  nach  Vereini- 
gtmg  aller  gleichartigen  Grlieder  ein  Resultat,  welches  sich  von  dem 
obigen  dadurch  unterscheidet,  dass  n-f-1  an  der  Stelle  von  n  steht. 

B.  Für  A  ==  2  lässt  sich  die  Formel  7)  bei  umgekehrter  An- 
ordnung folgendermassen  darstellen : 

11)    iV(f^=(2*)»/"^(**)+^^^^(2«)— 2 /"-')(**) 


rf«» 


+  n(n-l)(«-2)(n-3)^,^^„_4^(„_2)^^,^ 

+  »(»-!)  •••(»- 5)  (2  ^)n-6  ^(u-  3)(^,)  ^  . . . 

1    •    /    .    d 
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und  eine  ganz  ähnliche  Probe  wie  Yorhin  zeigt  auch  hier  die  Bi< 
tigkeit  des  Beaultates. 

Nimmt  man  beispielweise  n:=m  —  1  und  f(y)  =  (1  — y)"*~~fi 
so  ergiebt  sich  eine  sehr  bemerkenswerthe  Formel,  nämlich: 

(_-l)»»—ll.3.5..(2m— l)r       ^    1    j ^    q    / 3   j 

=  i —-^ ^miÄ'"»— V^— ^^— "»3*         Vi— **    4 

Für  a  =  C03U  verwandelt  sich  die  eingeklammerte   Reihe  ii 
die  unter  Nro.  9)  §.  41.  summirte  Reihe;   es  lässt  sich  daher  stal 
der  vorigen  Reihe  die  Summe  ainmu  =  sin (m Ärecos »)  subatituire^ 
und  dies  giebt  ä 

,..  <p-Vl-.ry-|     (-l)"'-^1.3.5...(2m-l)  j 

12) ; = sm  (m  Arecoa  *)a 

C.    Für  A  =  5  geht  die  Gleichung  7)  in  die  folgende  über: 

dt«"        '(y/«)"  2       (V*)""^^ 

■    (n+l)n(«-l)(n-2)/»-^)(v/J)  ^ 

"^  2.4  (\/«)"+2  , 

(»4-2) (n  -  8)/»-»)(v/J)  j 

2.4.6  (v/x)''+3    -r-'-^ 

die  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  Nro.  10)  und  Nro.  11)  prüfen  lässt. 

Für  f(y)  =  (1  -f-  ayf^^^  findet  man  z.  B. 

14^     ^(l+«v/^)^"^^^l>3.5..(2n~l)  «    /  ,        l\»-l 

Die  hier   mitgetheilten   Sätze    sind  von  der   mannichfaltigaten 
Anwendung,  theils  beim  Gebrauche  der  Theoreme  von  Taylor  und^ 
Mac  Laurin,   theils  in  der  Integralrechnung;   sie  sind    zugleich 
die  Mittel,  um  zahlreiche  algebraische  Sätze  zu  entdecken.    Sobald 
es  nämlich  glückt,  eine  und  dieselbe  Funktion  auf  awei  verschiedene 

Weisen  zu  diflerenziren  1  z.  B. nach  Formel  3)  in  §.  12.  und 

L  1  —  a?2 

nach  Formel  11)  für/(y)  =  - 1,   so    giebt    die    GleichstelluDg 

der  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Diflerenzialquotienten  au- 
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genblicklich  ein  algebraisches  Theorem,  welches  meiatentheils  mit 
dem  binonaischen  Satze  einige  Aehnlichkeit  besitzt. 


m.    Entwickelung  von 


Die  in  Nro.  I.  verzeichneten  Formeln  gehen  fiir  y  =  eF  in  die 
Iblgenden  über: 

-Pfc  =  (— l)*^+l  6^^  [ifcil'»  —  Ä:22'».+  Ä'aS'»  —  .  .  .  .]. 

Bezeichnen  wir  den  von  a?  unabhängigen  Thfeil  des  Coeffizien- 
len  Pj^  mit  K^ ,  so  dürfen  wir  die  vorstehenden  Formeln  durch  die 

Iblgenden  ersetzen: 

'    l.z..n 
16)  -Ki,  =  (_  1)^+1  [i«A:i  —  2";t2  +  3«*3  —  .  .  .]• 

Auf  den    Spezialfall  f(y)  =  («-f-yy*  angewendet,    giebt  die 
ksrleichung  16): 

I 

nnd  noch  spezieller  fttr  ft  =  —  1 : 
18)  ^  \a+«V 
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Etwas  symmetrischer  wird  diese  Formel,  wemi  man  rechter  Hanc 

setzt  und  die  angedeutete  Multiplikation  ausfuhrt ;  man  findet  so : 

19)  _a-Al±fZ 

und  darin  ist  überhaupt  Jj^  =  Kj^ -^  Kj^ ^  oder,  nach  Einsetzung- 

der  Werthe  von  jKjj.  und  Äjjj___  j,  sowie  nach  hinreichender  Reduktioi^ 

20)  JJi.^(_i)fc+l  [in(fc_i)^_2n(jfc_i)j_|.3n(;fc_l)^_^-]^ 
Für  a  =  1   und  wenn  man  nach  geschehener    Differenziatioii! 

X  =  0  setzt,  ergiebt  sich  aus  Nro.  19), mit /(^)  bezeichnet,; 

/(»)(0)  =  -  ^A+j^J.  -  .  .  .  +  ^^j^-'n+l-  \ 

Denken  wir  una  n  als  ungerade  Zahl ,  so  folgt  andererseits  auii 
Nro.  7)  in  §.  46 :  '  .  j 

An)  (Q)  __  1 — tu 2  1 

f      ''"-'—  2"+l  -  \ 

mithin  durch  Vergleichung  der  fiir  /W  (0)  gefundenen  Werthe : 

2 1)    r„  =  ■(_  1)1  (rt+i)  [J^i-  2 1  j; + 2 v„_i  -  2 v„_2  + . . .]. ; 

Hierin  liegt  eine  direkte  Bestimmung  der  Taugentencoeffizien- j 
ten,  insofern  man  TL  findet,  ohne  die  Vorgänger  dieses  Coeflfizienteni 

berechnet  zu  haben.  Für  den  praktischen  Gebrauch  ist  es  indessen; 
bequemer,  die  Formel  6)  des  §.  83  zu  benutzen  und  aus  ihr  succes-: 
sive  die  Taugentencoeffizienten  so  wie  die  damit  verwandten  Zahlen.' 
abzuleiten.  '  ^ 

Um  noch  eine  elegante  Anwendung  der  mehrfachen  Difi'eren- 
ziationen  zu  zeigen,  gehen  wir  von  der  Gleichung 

1  +  e-  +  ,2x  ^  ,3^  _!_  .  .  ^  _f_  ,(.-1)0:  _  -^  ^  ^     .     """  -  ^ 

aus,  bezeichnen  den  ersten  Faktor  rechter  Hand  mit  9>(a?),  den 
zweiten  mit  ^(a?),  differenziren  mmal  nach  der  Regel  für  die  Diffe- 
renziation  der  Produkte,  und  setzen  zuletzt  o;  =  0 ;  es  ergiebt  sich  so : 


^ 
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I  im  ^  2»»  4-  3"»  +  .  .  .  +  (5  —  1)'» 

Mittelst  der  Formel  12)  in  §.  46  findet  man  augenblicklich: 

<jp(0)  =  1,  9'(0)  =  —  h  <)P™(0)  =  9^(0)  .  .  .  =  0 
^(2ä:)  (0)  =3  (_  i)fc+l  i?2Ä;-i. 

Ferner  hat  man  vermöge  der  Exponenzialreihe : 
Inthin 

I  'Setzt  man  diese  Wcrthe  ein  und  fiigt  beiderseits  s"^  hinzu,  so 
jvgiebt  sich  die  Formel 

82)  1^  +  2*»  +  3"»  +  .  .  .  .  -f  -5^ 

Die  Werthe  der  Bernoulli' sehen  Zahlen,  aus  den  Tangenten- 
jpoefjfizienten  abgeleitet,  sind  Bi  =  \^  Bq=^^^  i?5  =  J2,  jB^-rr^^  etc. 

Durch  die  allgemeine  Formel  zur  Differenziation  von  /(c*)  er- 
ledigt sich,  zugleich  die  Differenziation  zusammengesetzter  trigono- 
betrischer  Funktionen;  drückt  man  nämlich  die  vorkommenden 
Binus,    Cosinus  etc.  durch   ExponenzialgrÖssen   aus,    so  bleibt  am 

Ende  immer  nur  eine  Funktion  von  e^*  übrig,  die  sich  nach  den 

• 

obigen  Formeln  behandeln  lässt. 

IV.    Entwackelung  von — . 

Die  Methode,  deren  wir  uns  in  Nro.  I.  zur  Entwickelung  der 
höheren  Differenzialquotienten  von  f(y)  bedient  haben ,  passt  nicht 

*ttf  den  Fall  y  =  Za?,  weil  der  nte  Differenzialquotient  von  yf^=(la!)f* 
niclft  unmittelbar  bekannt  ist.  Wir  schlagen  daher  einen  anderen 
Weg  ein.  Differenzirt  man  f(lx)  mehrmals  hinter  einander,  so  wird 
man  bald  zu  folgendem  Bildungsgesetze  geführt: 

dl\ß}x)^  J^  r/W  (/^)  —  Ci/('»-l)  (Ix)  -f  Cb/«^2)  (;^)_,^ 

...  +  (_l)n~lC^l/(Z4?)], 

12* 


186  Anhang. 

worin  Q,  Q,  .  .  .  ^yi_i  gewisse  Zahlencoef&zienten  bedeuten, 

deren  Bestimmung  es  sich  nur  noch  handelt.     Man  gelangt  hie 

am   einfachsten  durch  ,die  spezielle    Supposition  f(y)  =  e    ^y, 
welcher  es  sehr  leicht  ist,    sowohl  rechter  Hand  die  Differenzial< 
quotienten  /'  (y) ,  /"  (tj)  etc. ,  als  auch  links  unmittelbar  den   Diff« 
renzialquotienten  von  /(/r)  =  x    f^  zu  entwickeln.    Nach  gehörige 
Hebung  findet  man: 

24)  ^(^+i)(^4.2)  .  .  .  (^+n-l) 

=  fi^  -f-  Cif**»-!  +  C2fi^-2  -f  . .  .  -f  C^_i^ 

und  eX  ergeben  sich  jetzt  die  Coeffizienten  C  durch  wirkliche  A 
führung  der  angedeuteten  Multiplikation,  nämlich 

Q  =  1  +  2-f  3+.  .  .-f-n— 1 

Q  =  1. 2  +  1. 3-f-l. 4  +  . ..  +  1.(^—1) 
+  2 . 3  4-2 . 4-f. ..+ 2  .(w  —  1) 


+(«  — 2)^n— 1) 
u.  s.  w.; 

überhaupt  ist  Q  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .  (n — -1),  C^  di^ 
Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ohni 
Wiederholungen),  jede  solche  Ambe  als  Produkt  angesehen,   Q  iat  „ 
in  gleicher  Weise  die  Summe  der  Temen  u.  s.  f.     Nennt  man,    wie 
es   in  neuerer    Zeit  üblich  geworden  ist,  den  Ausdruck  ft-Cft-j-l) 
(ffc-)~  2) . . .  (/[t -|- n  —  1)  eine  Fakultät  des  nten  Grades  [in  Zeichen 

(/!-,  -|-1)"],  so  sind  Q,  C2,  .  .  .  die  Fakultätencoeffizienten  des 
Exponenten  n\  zur  besseren  Hervorhebung  des  Grades,  zu  welchem 
die  Coeffizienten  gehören ,  schreibt  man  gewöhnlich : 

nn     nn     nrt  nn 

^01     Kl?     ^2,  .  .  .     t/^_i' 

wobei  der  erste  Coeffizient  jederzeit  den  Werth  1  besitzt.  .  \ 

Aus  der  Formel  23)  ergiebt  sich  z.  B.  für  /(y)  =  y"  und  bei 
umgekehrter  Anordnung  der  Glieder: 

Bei  ganzem  positiven  f(  muss  man  hier  unterscheiden ,  ob  n<^\x 
oder  ob  ft  > /Lt  ist;  im  ersten  Falle  kommen  in  der  Formel  25) 
innerhalb  der  Parenthese  rechter  Hand  n  Glieder  vor,  beim  zweiten 
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Wie  dagegen  werden  die  Glieder  =  0,  in  denen  die,  Anzahl  der 
;emachten  Differenziationen  grösser  als  fi  ist ;  die  Formel  lautet  dann 

dx  so 

+  ...  +  (-  iy+1  »c«.^  ,*ot- 1). .,  2 . 1]. 

Hieraus  folgt  z.  B.,  wenn  (i^V  kurz  niit/(«)  bezeichnet  wird: 

6)  /")  (1)  =  (- 1)"+/'  %_^  1,2.3.../*. 

Eiqe  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.   Erhebt  man  beida 
Ipten  der  Gleichung 

Z(14-Ä)  =  1Ä  — JA»  +  1A»-...     . 
1>Ä>—  1 

nf  die  fite  Potenz,'  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

[1(1 -4- A)]."  =  ^Ä"  +  ^iA«+l  +  ^A."+2  4-  .  .  . 

1>Ä>-  1 

tnd  vermöge  des  Taylor 'sehen  Satzes  mQsSSn  hier  die  GleichQUgen 
itattfinden : 

trorin/(x)  =  (Z*)-"  ist     Mittelst  der  Formel  26)  erhält  man  jetzt: 

1    >    Ä    >    —     1. 

.  Ein  zweites  Beispiel  für  die  Formel  23)   bietet  die  Funktion 
dar,  indem  man /(y)  =  - — j —  setzt;  in  ähnlicher  Weise 


wie  vorhin  führt  die  gewonnene  Dlfferenzialforrael  sogleich  weitet, 
indem  sie  unter  Anwendung  des  Theorem  es  von  Taylor  die  Coef- 
fizienten  der  lieihe 

l  +  i(l+A)  =  ^  +  AÄ  +  AA«  + 

bestimmt.  Die  vorstehende  Gleichung  gilt  übrigens  aus  nahe  lie- 
genden Gründen  nur  von  solchen  ä,  welche  zwischen  den  Grenzen 

— —  1  und  +  1  enthalten  sind. 
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C  a  p.   X. 
Fundamentalßätze  der  Integralrechnung. 

§.  47. 
Bestimmte  und  unbestimm'te  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Funktion  F(ß)  und  ihrea  Differenzial- 
Ipotienten   F'  (jxs)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben ,   nämlich 

Citweder  F*  (,x)  aus  F{x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  i^(^)  zu  finden, 
enn  F*  (/e)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
|ie  Differenzialrechnung ,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Funktion  mit  /(a?),  so  würde  es  darauf 
imkommen,  die  unbekannte  Funktion  FQe)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f{x)  der  Differenzialquotient  ist. 

Eine  direkte  Lösung  dieses- Problemes  lässt  sich  aus  dem  Be- 
iriffe des  Differenzialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
iie  Gleichung 

V 

benutzt,  in  welcher  Q  eine  mit  d  gleichzeitig  verschwindende  Grösse 
bezeichnet.    Giebt  man  der  Gleichung  die  Form 

FCx+d)  —  F(x)  =  /(^)  S  +  QÖ, 
setzt  darin  der  Reihe  nach 

j:  =  a,    ä  -f-  *i»    a  -^  Äi  -f-  da,  .  .  .  a  -1"  *i  4-  •  •  •"f-^n— li 
d  =  Ji ,      Äj ,  Jg ,  ...  8^ 

und  bezeichnet  die  verschiedenen  Werthe  von  Q ,  welche  jenen  Sub- 
Btitationen  entsprechen,  mit  p] ,  Q^^  »  »  »  Qn'>  ^^  finden  folgende 
Gleichungen  statt: 
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F  (a  +-Ä,)  —  F(,a)=/  (a)  *i  +  q^^ 
FCa+S^  +  Si)  —  F(a-]-8i)=fia-\-d{)  «»-fp,«. 


if:(aM+,.+Ä^— J'(*^-«l+..+«„_l)=/(«^-«l^-..+«„_l)«„+p„3j 

Die  Addition  aller  dieser  Beziehungen  giebt  linker  Hand 
einfache  Resultat  F(a-\-Si-\-di-\-...-\- Ä„)  —  F(a),   jedoch  n 
unter  der  Voraussetzang,  dasa  F(x)  innerhalb  des  Intervalles  x  = 
bi3  X  =  a  -(-  Ol  -f-  .  .  .  -f-  ö^  keine  Unterbrechung  der  Stetigkej 
erleidet.    Denn  wenn  sich  F^(a  -f-  di)  gegen  —  F  (a-{-  Äi),  ebe 
F  (a  -\-  Si  -\-  82)  gegen  —  -F(a-[-  ^1  "f"  ^2)  ®*c-  heben  oder  übe 
haupt  F  (ai)  —  F  («)  der  Null  gleich  sein  soll,  so  darf  der  Minue 
dus  keinen  anderen  Werth  als  der  Subtrahendus  besitzen,    es  m 
also  F  (x  —  0)  =  F  (a  -j-  0)  sein ,   wenigstens  für  alle  hier  vo 
kommenden  speziellen  Werthe  von  ^,  und  hierin  liegt  unmittelb 
die  oben  ausgesprochene  Bedingung  der  Continuität  von  F  (je).    D 
mit  diese  sicher  stattfinde,   müssen  wir  nach  §.29  (Seite  121)  vo 
aussetzen ,  dass  F*  (je)  =  /Or)  stetig  bleibe  von  a?  =  a  bis  x  = 
-f-di-=f-..-(-dyj,  und  haben  jetzt- durch  die  erwähnte  Addition 

i^(a  +  *i  +  «2  +  .  .  .  +  «n)  ~  ^(«)  ' 
=  /(«)  «1  +/(«  +  »i)  «2  +/(a+*i  +  ff2)  «3  +  •  •  • 
...  +/(«  +  *l  +  *2  +  •  •  •  +  *n~l)  *n 

+  ^1  *i  +  ^2  ^2  +  ^3*8  +  •  •  •  +  Qn  an- 
wählen wir  die  beliebigen  Grössen  äi  ,02,...  S, 
ihre  Summe  b  —  a  beträgt,  so  ist  auch 

2)  Fib)  -  F{a)  -  [9iÄi  +  9,d2+  .  .  .  +  p„«J 
=  /(a)«i  +/(a+»i)  «9  +/(«+«i  +  «2)  «8  +  . 

.  .  .  +/(a+*i+*2  +  •  •  •  +  *n-l)  *n^ 
wenn  nämlich  f{x)  innerhalb  des  Intervalles  4?  =  a  bis  j?  =  6  keine^ 
Unterbrechung  der  Continuität  erleidet  Den  Betrag  der  Produk- 
tensumme (>i  Äi  -f-  92  ^2  -}-...  -f-  ^^^n  können  wir  leicht  in  zwei 
Grenzen  einschliessen ;  ist  nämlich  ^'  die  grösste  und  ^''  die  kleinste 
unter  den  Grössen  ^ ,  ^2  9  •  •  •  9n  9  ^o^^^  ^^  ^^^  &^  <^^^  absoluten 
Werthe  ankommt,  so  hat  man  offenbar,  wenn  einmal  q*  und  das  an- 
dere MaL^"  an  die  Stelle  aller  9  gesetzt  wird 

Ä        I  A        I  1  A       (  <  9'  («1   +  *2  +  •   •  +  *n) 

Ml  +  ?2«2  + . . .  +  Mn  j  5  j.(3^  +  Ä,  I . .  4:  tf;;) 

und  weil  di  -|-  d,  -(-.,-(-  d„  =  6  —  a  war 

3)  9'(i-a)>^i«i  +  9,«, +..9«*„>«"(6— a). 


'n 


so 


w 
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Xiasfien  wir  jetzt  a  und  b  unverändert,  verkleinern  dagegen  die 
Mliebigen  Grössen  di,  ^2,  .  .  .  d^,  wodurch  sich  ihre  Anzahl  fort- 
rährend  vermehrt,  so  werden  auch  Qi^  Q^^  •  •  *  Q^  immer  kleiner, 
md  Tvas  von  jedem  g  gilt,  muss  gleichförmig  von  q*  und  q"  gel- 
en;  wenn  demnach  sänomtUche  d  die  Null  zur  Grenze  erhalten,  so 
rerschwinden  p',  ^",  ebenso  die  Ausdrücke  q'  (b  —  ä)  und  Q"(b  —  ä) 
ind  es  ist  folglich 

Lim  [91  Äi  -}-  ^2  *2  +  •  •  •  +  Qn  *n]  =  Ö- 
Indem  wir  dieses  Resultat  benutzen,  ergiebt  sich  aus  der  Glei- 

I  m 

ioing  2): 

b  Fib)  —  F  (a) 

,     =  Lim  [/(a)  di  +  /(a+Äi)  *2  +  /(«+*i  +  ^2)  *8  +  •  • 

d  damit  ist  die  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende  freisteht, 
für  b  zu.  schreiben,  und  da  im  Uebrigen  die  Operationen,  mittelst 
ren  F(x)  aus  f(x)  abgeleitet  werden  kann,  klar  vorliegen.  Nimmt 
um  grösserer  Einfachheit  willen  die  beliebigen  5i ,  A3 ,  .  .  .  Ä^ 
eich,  also  nS  =  b  —  a,  so  wird 

)  F(b)-Fid)  

,   =  iim{[/(a)+/(a-|-Ä)+/(a+2Ä)  +  ...+/(a-j-n— lÖ)]«} 

n 
JBCier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachs- 

tum  der  Zahl  n,  in  Folge  dessen  ö  die  Null  zur  Grenze  hat;  f(x) 
U88  continuirlich  bleiben  von  a  =  a  bis  a?  =  &  *). 


*y  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  wäre  folgendes  Es  sei  einfach 
f(pc)  =  X,  mithin  F(x)  die  unbekannte  Funktion,  deren  Difierenzialquotient 
X  wäre,  so  wird 

F(5)~F(a)  

=  Lim  {la  +  ia  +  d)  +  (a  +  2d)  +  ..,-\-(a  +  n—lö)]d} 
=  Lim  {na<r  +  (l  +  2  +  3  +  ...  +  ;r^=ä)(r*  } 

^  Lim  {anJ  +  2i2^^  cf«} 

und  wenn  naan  für  (T  seinen  Werth einsetzt: 

n 

F(6)  —  F{a)  =  Xm  {   flr(&-a)  +  l  (h  —  a)  (b-a ^)} 

=  a  (Jb-a)  +  l(h  —  ay 

Sclilömilch,  AnalyBis.  ^^ 
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Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzel 
Glieder  von  der  Form  f(ß)  8  sind,  dass  man  also  schreiben  könni 

F{h)  —  F  (a)  =  Um  2  f{x)  d, 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Glieds 
bezieht,  welche  für 

a?  =  a,  a-j-5,  a-(-2S,  ...a-f-n  —  1  8 
aus  f{x)  8  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 


F(h)  —  F  (a)  =  Lim  27  f(jcj  8, 


a 


wobei  nur  zu  merken  wäre,  dass  a  der  erste  Werth  von  4?, 

folgende  Werth  um  8    grösser   und  dass  endlich  b  —  8 

Werth  von  x  sein  soll.     Insofern  hier  8  die  Differenz  zwisch&l^ 

Nachbarwerthen  des  a  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^e^ji^' 

ser  als  Ö,  also 

5 
F  (b)  —  F  (a)  =±:  Lim  2  f(x)  Jx. 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe 

erspart  werden,  wenn  man  sich   erinnert,   dass  bei  unendlich  wa< 

b  —  a 
senden  n  der  Ausdruck  =  o  =  /^x  die  Null  zur  Grenze 

(Seite  10),  und  dass  diese  unendliche  Abnahme  di^^jd  x  kürzer  di 

das  Zeichen  des  Differenziales  (ßx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt 

h 
F(b)  —  Fid)z=:2J  fix)  dx, 

a 

wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  Üblich  geworden  ist,  statt  dl 

griechischen  Buchstaben  einen , lateinischen  zu  gebrauchen;   dje 

Zeichnung  ist  nun 


6) 


Fib)  —  F  («) 


/  /(«)  dx. 


Daraus  folgt,  indem  man  x  für  b  schreibt: 

Fix)  =  |a:»  +  J-(o)  -  |  a«, 

oder,  wenn  der   von  x  unabhängige  TheQ  F  (a)  —  2^*  °^^*  ^  bezeichne^ 
wird : 

F(.x)=lx*+C, 

wo  nun  C eine  willkürliche Constante  bedeattt.  In  der  That  wird  F*(pc)  =  x^ 
wie  verlangt  wurde. 
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Den  Anadruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Irenzen  x  =i  a  und  j?  =  6  genoipmene  Integral  von 
(«)  dx  oder  auch  das  bestimmte  Integral  von  f{x)dx^  ge- 
kommen von  X  =:  a  bis  x  =  b* 

r     Es  ist  nichts  weniger  als  überflfissig^   die  geometrische  Bedeu- 

hpg  dieses  Ausdruckes  kennen  zu  lernen,  wenn  wir  auch  jetzt  nicht 

Fig.  28.  '      tiefer  darauf  eingehen.  In  Fig.  28 

sei  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
03f  =  SU  die  Abscisse,  MF=f(x) 
die  Ordinate  und  die  von  einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
QRnn  gerechnete  Fläche  QRPM 
=  F(x),  dann  bedeutet  F(b)  — 
F(a)  eine  Fläche,  welche  die 
Strecke  b — tj  der  Abscissenachse 
nr  Basis  hat;  für  OÄ  =  a  und  05  =  ^  ist  demnach 

F  ib)  —  Fid)  =  Fläche  ABDC. 

Man  wird  sich  ferner  diiroh  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
ißht  überzeugen,  dass  der  Differenzialquotient  von  F  (je)  gleich  der 
pdordinate  der  Fläche  F(jc)  ist  oder  in  Zeichen 

d  F  (x) 

8  also  hier  zwischen  F(x)  und  /(/c)  dieselbe  Beziehung  stattfindet 
ekhe  wir  vorhin  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F(x)  oder 
(h)  —  F(a)  durch  f(x)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische 
merkung,  dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABDC 
hält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteckf  ör- 
iger  Streifen  vorstellt ;  für  MM*  z=z  ^  x  wäre  die  Fläche  eines 
lohen  Streifens  =/(.r)z^a?,   mithin  näherungs weise 

h 
F(h)—  F{ä)  =  2:  f{x)^x 

[nnd  genau 

h  r 

Fib)  —  F(a)  =  Lim  E  f{x)^x  —    /    f{s:)dx. 

a  J 

a 

.was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F{b)  —  F(a) 
aus  f(ß)  hat  nun  zwar  den*  Y ortheil ,  ganz  direkt  zu  sein  und  die 
aoäzuführenden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachheri- 
gen Grenzenübergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet 

la* 
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an  der  .Schwierigkeit ,   dass  die    genannten  Operationen  nur  sei 
ausführbar  sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden 
Man  ist  daher  genöthigt,  einen  indirekten  Weg  einzuschlagen,  wc 
eher  darin  besteht,  dass  man  von  einer  Funktion  FQe)  den  Differ< 
zialquotienten /(^)  oder  das  Differenzial/(«)  ^^  entwickelt  und  dur^ 
ein  neues  Zeichen  den  Bückgang  von  f(x)dx  zu  F(je)  aiisdrä< 
Demgemäss  versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  Jfiäf)dx 

jede  Funktion ,  deren  Differenzial  =  /Qb)  dx  ist  und  nennt  den 
8)   verzeichneten   Ausdruck    das    unbestimmte   Integral     v< 
f(jjß)  dx.     Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  =  f(x)dx  ist, 
kann  man  umgekehrt 


9) 
oder  auch 

10) 


/ 


/  (x)  dx  =  F  (x) 


f  (x)  dx  =  F  (x)  -f-  Const 


setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ansj 
sprochenen  Bedingung;   es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unl 
stimmten  Integrale  eine  willkürliche  Constante  anzuhängen.  —  Dur« 
beiderseitige  Diflerenziation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  si< 

d    I  f  (x)  dx  =  dF(x)  =/(a?)  dx^ 

woraus  zu  ersehen  ist ,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und  /  sich  ^egei 
seitig  aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  nunmehr  auch  d^ 
bestimmte  Integral  wiederum  herleiten;    denn  setzt  man  nach  g< 
schehener  unbestimmter  Integration  einmal  o?  =  6,  dann  x  ==.  a, 
folgt  durch  Subtraktion 

(x  =x  &)  h  \ 

j   f(x)  dx  —    j    f(jc)  dx  =  FQi)  —  F^ä)  —    1  /(o?)  da^.       { 

{x  =  ä)  a  I 

Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Difieren^  zweier 
Spezialwerthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass/(a?)  innerhalb  der  Grenzen  x=ia^ 
und  X  z=z  b  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine' 
Modifikation,  die  wir  später  erörtern  werden. 


r 
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'•  §•  48. 

Die  Fnndamentalformeln. 

'.^  Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
fereq^zialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
iem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
rf.    Aus  der  Differenzialformel 

d  (  — r— l  =  V  da?, 


/ 


/' 


vh-1. 

liehe  für  alle  ft,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  fi  ±=  —  1, 
iQtigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

xf*  da  =  — r— -  -[-  Const.  ß  ^^  —  1. 
Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

or-fi)i  J  =  (''+**)^  ««* 

80  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

Ca-j-bä-)fdx=  ^"^^f^/  +  ConsU,  ft  ^  -  1. 
Die  Differenzialformel 

b .  dlx  "=  —  dx 

a? 

ebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt, 

/dx  , 

—  =1  Ix  -f-  CofisU ; 

llgemeiner  folgt  aus  Formel  3)  in  §.  7: 

/- — I — r—  =  -7-  i  (a-4-6a?)  4-  Con««,, 

Nnit  für  den  Ausnahmefall  ft  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 

e  Entwickelung   des  Integrales  gegeben  ist.      Mittelst    desselben 

erfahrens  leitet  man  aus  der  Difierenzialformel  4)  des  §.  7  die  fol- 

mde  Integralformel  ab : 

I  /^       dx         _  1 

'  J  (a-f  hxy  —  ~  h(a^hx)  +  ^"^^^    . 

eiche  nur  den  speziellen  Fall  ft  =:  —  2  von  Formel  2)  darstellt ; 
rner 


/ 


dx  1      ^  ß^     i    ^     . 
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oder  für  a^  =  a^  ß^  =z  b^  wo  nun  a  und  b  nothwendig  positiv 
müssen : 

r  ^^        1    .     «VT  ,  ^ 

6)  /  — p-r-^  =     ;  Arctan     ,y —   +  Const. 

Die  Formel  6)  in  §•  7  giebt  bei  gleicher  Behandlung 

oder 

J  a  —  bs^        2V^      Vy^a— «VT/^ 
wobei  a  nnd  i  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Aus  Formel  7)  in  §.  7  folgt 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeli 
in  denen  algebraische  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Int^ 
gralzeichen  stehen. 

Die  Gleichung  8)  in  §.  7  liefert  femer  die  Integralformel 
oder  fül"  a*  =  o,  /J^  =  ä,  wo  nun  a  und  b  positiv  sein  müssen 

aus  der  Gleichung  9)  des  §.  7  erhält  man  auf  dieselbe  Weise 

/r-F=====  =  -T"    Ärcsin 1-  Const.^ 
Va2__|32^2          ß                   a    ^  ' 

oder  für  positive  a  und  b  ' 

/:,/'•       =•  =  T7=^  Ärcsin    •    r^—  -f-  Const, 
y  a~bx^        W  Va 

Die  Differenzialformeln   10),   11)  und  12)  des  §.  7   führen  zi 
den  entsprechenden  Integralformeln: 

12)  /  ,y  ^=     1/       ■    r    ^+'^^tW^t., 

^  J  Ya^bx^  aVa-^-bx^  ^ 

/xdx  1 


10) 
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Hiermit  ist  die  Beihe  derjenigen  Grundfornjeln  beendet,  welche 
tiionale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
Iten. 

Aus  der  Gleichung  13)  in  §.  7  folgt  weiter 

Ixdx  =  X  (Ix — 1)  -j-  Const, 
Ferner  aus  der  bekannten  Formel 


/' 


/f,ax\ 
d( \=L  e^^dx 


Igekehrt 


/■ 


ax 


e'^^dx 


-^  ConsU 

damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
l^garithmischen  oder  Exponenzialfunktionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  ferner  die  vier  Gleichungen  um: 

,  /      cosax\                        _          _  /sinax\ 
dy j     =8inaxdXj    a\ j     =co3axdx^ 

,/      1 008  ax\                     ,         ,/lsinax\ 
d{ : — )  =  tanaxdx^    dy ^\=.cotaxd 

ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln: 

cosax 


/sin  ax  dx  =  —  ^^^^^^j^;^      i    Conat, 

I  C08  ax  dx  =  -] -f-  Const 

/l  cos  ax    ,    ^ 
tan  ax  dx  = f-  ConsL^ 

/,    Isinax    ,     - 
cot  ax  dx  =  H -f-  Const. 

Die  Gleichungen  16)  und  17)  in  §..7  geben  femer 

,  r dx __      1  /'a-\-ßtanx\    ^^ 

n  J  a^cos^x—ß^sin^x  —  2aß   ^  \a  —  ßtanxj  '^  ^'''^^' 

>«  r  dx  ^      .  fß  tanx\    ,    ^ 

21)  /  -:; — z — ro.   •  o     =  S  ^»-c^n  1^- )  4-  Const 

^  J  a^ cos^ X -\- ß'^ sin^ X        aß  \     «     /    ' 


Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aus  den  Diffe- 
renzialgleichungen 

[,    Vi  — a2j?2-| 
X  Aresin  ax  -| 1  =  Aresin  ax  dx^ 


A      A  i(l4-a2a?'^)l  ,    ,  , 

d  I X  Arctanax  — =  Arctan  ax  dx 

L  2a        J 
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entspringen,  nämlich 

/y  1 — a^x'^ 
Ärosin  ax  da  r==  x  Aresin  aa  -\ (-  Const, 

ÄTCtan  aa  da  =:  a  Ärctanax ^^ — ^ -|-   Oi 

§.  49.  i 

Allgemeine  Reduktionsformeln. 

Sind  die  Differenziale ,  um  deren  Integration  es  sich  handelt^ 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so  mussf 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in'  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welchogi 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Tiitef4 
gral  der  complizirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestand-' 
theile  zusammensetzen.    Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

I.  Es  sei  eine  Funktion  F(ßi)  aus  zwei  anderen  Funktionen-, 
0  (^)  und  W(a)  auf  die  Weise  zusammengesetzt,  dass  die  Gleichung 

1)  F(x)  =  AOCaO  -j- B  WCai)  * 

stattfindet,  worin  Ä  und  B  gegebene  Constanten  bedeuten.     Bezeich-  i 

nen  wir  F'(as\  0'(ß\  ^'(o?)  der  Reihe  nach  mit  /(o?),  g>(x),  ^  (o:), 

so  zieht  die   Gleichung    1)  durch  Differenziation  die  folgende  nach 

sich:  I 

f(a})dx  =  A(p(a)da! -^  Bfl;(a!)da  ^ 

=  lAq)(jü)  -|-  Bfl;(x)]  da 

und  es  folgt  daraus  durch  Integration 

2)  I f(x)da=    I  lA(p(a)-^  Bilfiay]da.  { 
Andererseits  hat  man  wegen  dF(a)  =  f(a)da  umgekehrt 

F(a)  =       f(a)da 
und  ebenso  ^ 

^(a?)=  j  (p(jß)da^     ^(a?)  =    I  il;(a)da^ 

mithin  durch  Substitution  in  Nro.  1) 

3)  /  f(.a)da  ^=z  A  1  fp(js)da-\'B  1  '^{a) da. 

Die  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  NrQ^  2)  und  Nro.  3) 
führt  nun  zu  der  allgemeinen  Formel 

4)  /  lAq)(a)'^Bil;iay]da  =  Al  q>(a)da-\-BJ  ii>(ß)dx^ 
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oder  kürzer,  wenn  u  und  t;  Funktionen  von  a  bedeuten : 

6)  /  (^Au-j-Bv)  da  =  Ä  I  uda'-\~B  1  vdx^ 

Fia  vollkommen  analog  der  Formel  8)  in  §.  6  (S.  29)  ist.     Zufolge 
r  obigen  Formel  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  n 

=   I  (1+^+«^+^^+  .  .  .  +ä"""^)  da 

=   I  dx  -^^  I  X  d  X  -\-   I  x'^  d  X  -{'  ,  .  .  -\-  I  a^—'^  dx 

=  T  ^  +  1  ^^  +  i  ^^  +  •  •  •  +  —  ^"  +  Const, 

to  nun  ConaU  die  Summe  aller  der  willkürlichen  Constanten  ist,  die 
an  den  einzelnen  Integralen  beifügen  kann. 

n.     Aus  der  Differenzialformel 

d  [0(x)  .  ^(xy\  =  <^x)  .  dW(x)  -f  W(x)  .  d^Cx) 

fclgt  durch  Integration  imter  Anwendung  der  vorigen  Regel  und  bei 
Umgekehrter  Anordnung 

JO (x)  d  W(x)  -p  ]W(x)  dO^x)  =  0(x)  ^(^). 
Setzen  wir 

dV(x)  =  ^(a?)rfa?,  also  V^x)  =    1  ^(x)dx, 
K)  geht  die  vorige  Formel  in  die  folgende  über 

l^{x)^{x)dx  -{-  J       I  ^ix)dx\  d0(x)=0(x)  lilf(x)dx, 
»der  wie  man  gewöhnlich  schreibt 

f)        I  ^(jß)  ^ (je) dx  =  0(x)  I  tl}(x)dx  —  I  dO(x)  1  tl;(x)dx. 
Sind  also  u  und  v  Funktionen  von  ^,  so  hat  man 

1)  I  uvdx  =  u  I  vdx  —  I  du  I  vdx 

md  dies  ist  die  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integra- 
tion, welche  eines  der  Hauptmittel  zur  Auffindung  der  Integrale 
nisammengesetzterer  Ausdrücke  bildet. 

Hiemach  ist  beispielsweise  für  m  =  i  (1  -|- a!%  v=  x 

1 1  (l+a?2)  xdx  =  f(l-{-a?2)  I  xdx  —  /  rTTT/  ^^'"^ 

Px^dx 

=  /(i+x3).|.._y^-P^, 
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und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

so  ergiebt  sich  schliesslich 

a!l{l-\-x^)dx  =  \  (ar^-f-l)  I(l-f-^2)  _  1^.2  -j_  ConsL 


ß 


*  III.  Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen^ 
gesetzte  Funktion,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der 
Form  ! 

1  f[Sp{x)']dx^  \ 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Variabelen  häuiSg  gute  Diensten 
man  kann  nämlich  (p  {x)  =  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  unab^ 
hängige  Yariabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichunf 
{p  (x)  =  y  auf  X  zu  reduziren ,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
,der  Form  a?  =  ^(y)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch,  dy  aua, 
indem  man  durch  Differenziation  der  vorigen  Gleichung  c?Ä=^'(y)'<if 
erhält^  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung  ^  | 

ff  [<)P  W]  dx  =  Jf  (y)  i^'(y}  dy.  j 

Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 


/ 

edei 

ß 


f(y)^'(^)dy  =  F(y)  +  Const 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

f  l^  W]  dx  =  Fl(p  (a?)]  -j-  Const.^ 

womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist.     So  z.  B.  wird  man 
in  dem  Integrale 

r       1 

dx 


/; 


-f-  e 


dv 
e^  =  y  setzen,  woraus  x  =  ly^  dx  =^— ^  folgt;  das  Integral  ver- 
wandelt sich  jetzt  in  das  folgende 


/l  dy  r     dy 


y 

dessen  Werth  Arctan  y  -f-  Comt.  ist;  man  hat  daher 

— —  =  Arctan  (c^)  -|-  ConsU 


/; 


«*  -(-  e 


■X 
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Hinsichtlicb.  der  vorhin  erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
p(a!)  =  y  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

nehrere  verschiedene  Werthe  für  a  geben  kann  (aus  — =  ^ 

B.  B.  folgt  ebensowohl  ^  z=f  y  -\-  Vy^-f-l  als  a?  =  y  ~  yy^  -\-  1) 
md  es  -wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
men »ei.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
IV"erthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  a 
ftuagedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  (p  (ar)  zurück- 
koTnmt,  von  welchem  man  ausgegangen  war. 

rV".  Enthält  ein  Integral  ausser  der  Variabelen,  in  Beziehung 
PHif  Vielehe  integrirt  wird,  noch  eine  willkürliche  Constante,  findet 
idso  eine  Gleichung  von  der  Form  statt 

J'f  ix,  ry  dx  =  F  ix,  r) +  C, 

j^BO  würde  die  Aenderung  des  r  die  entsprechende  Gleichung  hervor- 
rufen : 


/ 


/  (ä,  r  -j-  ^r)  da  =  F  Qc^  r  -^  jdr)  -f-  C, 

wobei  es  nicht  gerade  nothwendig  ist,  dass  die  neue  willkürliche 
Constante  C  denselben  Werth  wie  die  frühere  C  habe^  Durch  Sub- 
traktion erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die-  Lehren  von  Nro.  I. : 


/ 


setzt  man  noch  beiderseits  den  Faktor  —t-    zu  und  nimmt  C*  —  C 

=  ConaU^r^  so  folgt 
rf(jc,r^^r)  —  Fix,r)  ^^  ^  F {x.r^Jr^  —  F{x,t)    ,   ^^^^^ 

Der  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Quotient  ist  nichts 
Anderes,  als  der  partiell  in  Beziehung  auf  r  genommene  Differenzen- 
quotient von  /(a?,  r) ;  derselbe  kann  dem  entsprechenden  Differenzial- 
quotienten  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  ^r  klein  ge- 
nug wählt;  wir  dürfen  ako  setzen 

indem  wir  uns  s  als  willkürlich  klein  angenommene  Zahl  und  dr 
so  bestimmt  denken,  dass  die  Gleichung  besteht;  wir  haben  dann 
PJ^  äx  +  efäx  =  ^(-^r+^rJ-Fix,ry  ^  ^^^^^ 
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Lasten  wir  s  in  Null  übergehen,  so  wird  auch  jdr=  0,  zu- 
gleich verschwindet  s  1  da  =  £fl?,  vorausgesetzt,  dass  a?  keine 

unendlich  grossen  Werthe  erhält;  die  vorige  Gleichung  verwandelt* 
sich  nunmehr  in  die  nachstehende : 

9)  /       ''^  '   ^  dx  =  ^^  '    ^  4-  Const. 

J  er  dr  ' 

Will  man  also  eine  Gleichung  von  der  Form  8)  in  Beziehung 
auf  eine  willkürliche  Constante  differenziren ,  so  kann  linker  Hand 
die  Differenziation  unter  dem  Integralzeichen  vorge- 
nommen werden. 

Dieses  Theorem  bietet  die  Mittel,  um  aus  jeder  schon  gewon- 
nenen Integralformel  beliebig  viele  neue  Integralformeln  abzuleiten. 
Aus  der  Gleichung 


/; 


1  X 

dx  =  —  Ärctan  —  -}-  C 


folgt  z.  B.  durch  beiderseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  r 
2r       _  Ix  1       .     .        ^ 


f-, 


dx  =  — r-T— « — IT  ^^^^^  "r  "h  ^' 


(,.2_j«^2)2  :  ,.      ,.2-|--c2  ,.2  r 

und  wenn  man  den  constanten  Faktor  —  2  r  vor  das  Integralzeieh.en, 
dann  auf  die  rechte  Seite  bringt  und  —  r—  =  Const  setzt : 

; dx  =  TT-k  I  -k—, — ::  +  Ärctan  —  1  -f-  Const. 

(^2»|_^2)2  2r3  Lr2+a?3  7^  r  J     ' 

Begreiflicherweise  könnte  nun  dasselbe  Verfahren  wiederum  an- 
gewendet werden. 


Cap.   XL 
Integration  rationaler  algebraischer  Differenziale. 

§.  50. 
Fixirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Unter  einer  rationalen  algebraischen  Funktion  versteht  man  ei- 
nen Ausdruck  von  der  Form 

1)  {p(a!)  ==  ^ — J ^ ! , 

a -f- 5  a? -|- cay2  ^ . , , . -^  fc  ^w 

worin,  wie  sich  von  selbst  versteht,  fi  und  n  ganze  positive  Zahlen 
sind,  welche  den  Grad  des  Zählers  und  Nenners  bestimmen.  Ist 
ft  >  n ,  so  heisst  die  Funktion  unecht  gebrochen  und  kann  da- 
durch umgewandelt  werden,  dass  man  die  Division  so  weit  ausführt, 
-bis  der  Rest  niedrigere  Potenzen  von  x  als  der  Divisor  enthält  wie 
in  dem  Beispiele 

'       a?3  _j_  5  J.2  _j^  7 
Den  Quotienten  nennt  man  jetzt  eine  ganze  und  den  Rest  eine 
echt  gebrochene  algebraische  Funktion.     Für  ft  >  «  darf  man 
also  immer  setzen: 
2)  (p{x)  =  ^/  -f  5' jr  +  C  d?2  -)-  .  .  .  -f  K'  a?i"-« 

,   Ä^'  4-  5''ar  4-C7"^2  _|_  .  :  .  _|_  jy/'j.^-! 

— I ■ , 

a  -\-  bx  -{-  ca^  -j-  •  •  •  "l~  ^^'^ 
wobei  sich  die  Werthe  der  mit  Ä',  B\  C  .  .  .,   A'^,  B"^  0"  .  .  . 
bezeichneten  Coeffizienten,  die  zum  Theil  auch  der  Null  gleich  sein 


/< 
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können,  durch  AosHihrang  der  angedeuteten  Division  von  selbst  ergebe 
Wenn  es  nun  auf  die  Entwickelung  des  Integrales  von   q>  (je)  dx 
kommt,  so  folgt  aus  Nro.  2),  indem  wir  den  echt  gebrochenen  Thefl 

kurz  mit  -=--r  bezeichnen : 
Fix)  . 

und  durch  Integration  der  einzelnen*  Theile 

.  +/^- 

Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  gebro- 
chener algebraischer  Funktionen  überhaupt  auf  die  Integration  echt 
gebrochener  algebraischer  Funktionen  zurückkommt,  dass  wir  un» 
also  nur  mit  dieser  näher  zu  beschäftigen  haben. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wäre  das  Integral 

J  a-\-hx  J  a-\-hx'^ 

dessen  Werth  unmittelbar  mittelst  der  Grundformel  4)  in  §.   48  ge- 
funden wird* 

^  Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  handelt  es  sieh  um  daa 
Integral  P     A-^Bx        ^ 

I  1 — ; i :;  »^^ 

J   a  -f-  hx  -\-  cx^ 


welches  in  zwei  andere  Integrale  zerfällbar  ist,  nämlich 

xdx 


aC—^^—^bC-     

J  €t-^  bx  -]-  cx^~     J  a-\-hx  -{-  ca^^ 
deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.    Man  hat  zunächst  identisch 

=('^+iFr)"+("-S 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  zweite    benu- 

tzen,  je  nachdem  —  grösser  oder  kleiner  als  a  ist.    Im  ersten  Falle 
wäre  also 

g.         r        dx  r dx 
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[irobei  wir  zur  Abkürzung 

4) a—a^,    -7=- — =a 

'  4c  '2   VC 

setzen  und  zugleich  eine  neue  Variabele  y  einführen  wollen,  indem 

wir 

5)  X  VC  -f-      ^ —   =  y ,  also  dsp  =  -rydr 

2  V  c  y  c 

nehmen.      Aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folgende 

r  dx 1__    r     dy       _  _  J_   f     dy 

auf  welche  sich  die  vor  Nro.  7)  in  §.  .48  vorhergehende  Formel  un- 
mittelbar anwenden  lässt;  man  erhält  so 

f  das  11     ,{a-\-'y\    ,    ^ 

J  a-\-bx-{-cx^  Yc  -     2a     \a  —  y/    \ 

und  indem  man  die  Werthe  von  a  und  y  wieder  einsetzt  und  über- 
flüssige Brüche  wegschalft 

r  da 1  /V  62— 4oc4-&+2ci?\ 

J  a-^bx-\-cx^  ~       Yb^—iac     Vy  b^^iac—b—'IcJ'^ 

4c 
£ine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von 
der  identischen  Gleichung 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  l  ( —  1)  in  die  willkür- 
liche Constante  der  Integration  einrechnet;  so  ist  dann 

J  Ä+^jr  +  cj?»  y^2_4^     \2oa?4-6— V^äHJac/    ' 

(52  —  ^ac  positiv). 
Im  zweiten  der  oben  genannten  Fälle  wird  man  schreiben 

und  ähnlich  wie  vorhin  setzen 

h^  ,  V4ac  — J3 
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de  vorige  Gleichung  6)  gestaltet  sich  jetzt  wie  folgt 


h 


dx 


—  ^  y^    M  ^--j — -  =  r7=="  •  —  Ärctan  — -4-  Cot 

wobei  die  vor  Nro.  6)  in  §.  48  verzeichnete  Formel  sogleich,    an^ 
wendet  worden  ist;    vermöge  der  Werthe  von  a  und  y  erhält 
aus  der  obigen  Gleichung  die  Integralformel 

dx  2  .    .        h  -\-  2cx 


7) 


h 


Arctan 


VTä7—b^ 


+ 


J^hx-^-cx^        y  4:ac  —  ^2 

(4  a  c  —  b^  positiv). 
"Wäre  endlich  4ac  =  h^^  mithin  a  =  0,  so  geben    diesell 
Substitutionen  wie  vorhin 

dx  1__    Cdy  11 


h 


oder  vermöge  des  Werthes  von  y 

/dx 
a 


Vi 


y 


-\-  ConaUy 


-}-  ConsU 


-\-hX'\-cx'^  b-\-2,cx 

(4ac  —  ^2  =  0). 
n.     üin  den  Werth  des  zweiten  Integrales  zu  findet^,    ^ehei 
wir  von  der  Gleichung 

aus,  deren  Umkehrung  ist 

h  -\-  ^cx 


f: 


dx 


a-\-  bx  -j-  cx^  ^      '  ' 

Zerlegen  wir  das  Integral  in  die  beiden  folgenden 

r  dx ,     2 ^  r  xdx 

J  a  -f-  ^^  +  öa?2    '         J  a  -\-  bx  -^  cx^ 
und  bringen  das  erste  auf  die  rechte  Seite,  so  wird 


J  a+iar-f-ca?2         2c     ^     '  '         -^         2eJ  a  + 


d  xe 


J  a-\-'bX'{-cx^         2c  '         '  2cJ  a  +  6a?-j-cjr 

und  hiermit  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  schon  bekanntes  zu- 
rückgeführt. 

Vermöge  der  Gleichung  9)  findet  man  noch 

r     Ä  +  Bx 

2c     ^      '  '.         ^     '  2c        J  a-^  bx -f-  cjc^ 

und  da  man  den  "Werth  des  rechter  Hand  verzeichneten  Integrales  , 
mittelst  einer  der  Formeln  6),  7),  8)  jederzeit  entwickeln  kann,   ao 
liegt  in  der  Gleichung*  10)  die  Integration  der  echt  gebrochenen  al- 
gebraischen Funktionen  mit  quadratischem  Nenner. 


^ 
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§.  51. 

I « 

Unmittelbare  Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

,  Bevor  wir  noch  die  Integration  solcher  echtgebrochener  Funk- 
pnen  betrachten,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  überichreiten, 
i3sen  Tvir  die  Folgerungen  erwähnen,  die  sich  mittelst  des  in  §.49 
'0.  IV.  entwickelten  Prinzipes  aus  den  Formeln  des  vorigen  Para- 
iphen  ziehen  lassen.     Setzen  wir  nämlich 

a + J^+^s  =  "^  ("'  *'  "'  ')  +  ^''*'" 

^  (o^  5,  c,  x)  oder  auch  nur  ^  den  Werth  des  Integrales  bezeich- 
.,  so   giebt  die  wiederholte  partielle  Difierenziation  in  Beziehung 
a 

/dx  "hilf 

(a-\-  bx  -^  cx^)^  "^  Yä 

dx  ?2^ 


/; 


1    V  (a-\-hx 


u.  s.  f. 
Hieraus  lassen  sich  die  Werthe  der  links  stehenden  Integrale 
bestimmen  und  zwar  hat  man  allgemein  für  ein  ganzes  positives  ft 

2yi+l        1.2.3.../A      la^ 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  mmal  in  Beziehung  auf  h^  so 
Indet  sich  weiter  ' 

x'^dx  (_!)"+'»       irn-\-fi^ 


^   (ja-^-hx-^-cx^^" 


f, 


(a_|_^j.-|-ca?2)"+"*+l         1.2...(ft+m)   jJi^'^^a^' 
oder  für  m  -^  fi  =  n  also   fi  =  n  —  tt»,    was  voraussetzt,    dass 
n>fn  sei, 

r  !^dx  _  (— 1)^         V''^ 

Diese  Gleichung  liesse  sich  wieder  beliebig  viele  Male  in  Be- 
ziehung auf  c  differenziren ,  und  bei  jeder  solchen  Differenziation 
würde  der  Grad  des  Nenners  um  eine  Einheit,  der  Grad  des  Zählers 
dagegen  um  zwei  Einheiten  steigen.  Aus  diesen  Bemerkungen  geht 
hervor,  dass  man  durch  mehrfache  Diflerenziationen  in  Beziehung 
auf  a,  h  und  0  den  Werth  des  Integrales 

x^dx 


f-, 


(a  +  6ä  +  cx^y+^ 
entwickeln  kann. 

SehlOmilch,  Analyiis.  1^ 
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Zu  demselben  Resultate  führt  noch  ein  anderer  Weg.     Hezei< 

nen  wir  das  Trinom  a  -^  bx  -^  ca^  kurz  mit  T,  so  ist  durch 

wohnliche  Differenziation 

,A4-2ca?\                  (6-f2ca;)«           ,     ^     dx 
d  \  — ■ )  =  —  n  ^ — ■ — f-r-^  dx  A-  2  c , 

oder  unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(&  +  2ca?)2  =  UT—{4:ac  —  h^) 

und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

(h  A-  2ca?\                                 dx                   ^                 cLx 
^         )  =  (4ac— ft2)n  -^  —  2c  (2n  —  1) 

Die  Integration  giebt  jetzt 

5  4- 2 CO?         ,.  _^         r  dx  ^    ^        ^^    Cdx 

-It__  =  (4«c-J^  „  y  __  _  2c  («-l)y  — ; 

reduzirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur 

kürzung 

4)  4ac  — 62  =  Ä, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

C  dx     _  5-f  2cj?        (2n  — l)2c  Cdx 

Diese  Beduktionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  v< 

/dx        r  ^^        C^lE. 
T^'  J  T^  '  J  T^' 

indem  man  successive  n  =  1,  2,  3,  .  •  .  nimmt  und  jeden .  ge'womM 
nen  Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt;  der  Anfang*  dies< 
Rechnung  wäre 

Cdx  h-\-2cx    ,    2c  'Cdx 

"* ""    '        J  T^~      XT     "^  Tj    T  ' 
wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vori{ 
Paragraphen  bekannt  ist ;  femer 

Cdx  h-\-2cx  j^  3c^  Cdx 

^—     1      J  T^  —    2kT^    "*"  TJ  T3 

_  54-2cfl?    ,    3c(6+2ca?)        6£2    rdo! 

—  2 AT«  "^        Pr        '    i^J't 

u.  s.  w« 
Ist  man  auf  diesem  Wege  zu  einem  Integrale  von  der  Form  2^^ 
gekommen,  so  geht  man  folgendermaassen  weiter.    Mittelst  gewöhn- 
licher Differenziation  ergiebt  sich 

dl )  =:(m — 1)  dx  —  n ^^ — pr das ^ 
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er,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
M  Gleichartige  vereinigt 

—  (2n — »i+l)c ; — • 

Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 

—  =  C*n-l)aJ  -^;;;^    -    (»-«+1)  bj   —^^^ 

Sieht  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an, 
findet  man: 

^       r^^  dx 1  Ä^ 

J  j'w-)-l  (2n  —  jn-f-l)c        2^« 

_  (n— ^4-1)5    Cx^-'^dx  {m^X)a       Cx^-'^dx 

(2n  —  m-\'l)cj      rpn+l    "^  (2n — m-\-l)cJ     jn+1 

Geht  man  von  dem  Werthe  w  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
von  da?  :  r'*+^  als  bekannt  an,  was  der  Formel  5)  zufolge  erlaubt 
ist,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die  Integrale 

i  P  xdx  r  x^dx  p  x^dx 

entwickeln;  der  Anfang  dieser  Rechnung  wäre 

/xdx  1  ^  p  dx 

__  j.  P  x^dx X  (n — l)b    p  xdx 

""    '       J  T^+^  ~  ""  (2»— l)cT**  ~  (2n— l)^o/  T'^+l 

■^  (2n—l)cJ  yn+l' 

wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vo- 
rigen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  An- 
wendung der  Formeln  5)  und  6)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes 
Integrales  von  der  Form 


m=  1, 


) 


f 


dx 


(a  +  fta?  +  ca?2)w+l 
vollständig  ermittelt  werden; 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  6)  fi 
negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  eiw 
für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  Differenz! alfoi 
darstellt.  Lassen  wir  nun  — m-(-2  an  die  Stelle  von  m  treten, 
nimmt  die  Gleichung  6)  folgende  Form  an: 

da  11 


J  ^OT-2  2^n+l 

(n-|-m — 1)5.     r         dx 
(2n-(-TO — 1)(?  J  /pWi— 1  2^« 


i2n-{-jfn — l)c  a?^-l  T'w 


da; 


+1 


X 


m 


T'H-i 


(2n-[-wi— 1) 

und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  b< 
trachtet,  so  ist 

dx  1 

7) 


/dx         


da: 


1)  a  ^»»-^  T^ 

(n-\-m — 1)6   r         (io?  (2n-(-m — l)c   /* 

^^     (m — l)a     o/  ^m— 1  jn+1  (m— l)a      ^7  a?"*— ^  2^«+! 

Für  m  =  1   ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;   man    kann  ii 

d^iesem  Falle  die  Substitution  x  =  —  anwenden  und  erhält  dadurcl 

z 

direkt 


r dx _  r 


:^''+^dx 


c-fii^-f a^2)^  +  l  ' 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  5)  un( 
6)  auszuführen  und  nachher    rückwärts    z  =  —    zu    setzen    ht 


X 


Nimmt  man  hierauf,  in  Nro.  7)  m  =  2 ,  3,  •  .  • ,  so  kann   man   die 
Integrale 


/dx  r     dx 


der  Reihe  nach  entwickeln,   überhaupt  nun  auch  den  Werth  jedes 
unter  der  Form 


/i 


■^  a?   "^a;2  "^  *  *  •  "^   -pÄ  I  (a_^^^^c^2)n+i 


stehenden  Integrales  ermitteln. 
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I 
r  §•  52. 

Ibtegration  beliebiger  echtgebrochener  Funktionen. 

I 
I 

Wenn  es  darauf  ankommt,  den  Werth  eines  Integrales  von  der 
form 


f 


da 


^  bestimmen,  so  ist  zunächst  die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  dass 
lan  dafür  schreiben  darf: 


k    l     a      ,      b       ,     c 


1      P  -^    I    ^^  "T"  ^*' — r    •  •    T"  ^^^       "  ^ 
k  j     a      , b^ 


J8  man  also  der  höchsten  Potenz  von  a  im  Nenner  den  Coefficien- 

a  b 

1  verschaffen  kann,  indem  man  -—  ==  Ai^  —  =  Bi  etc.  setzt. 

fc  fc 

nach  kommt  es  nur  darauf  an,  einen  Ausdruck  von  der  Form' 


J     F{x) 


in  integiiren ,  wobei  F  (x)  und  /  (ai)  ganze  rationale  algebraische 
Punktionen  von  a  sind,  etwa 

L         C  /(j?)  =  ^  -f  j5jr  -f  0^2  +  .  .  .  +  ^a?*-l 

Man  weiss  nun,  dass  ein  Ausdruck  der  letzteren  für  2^(4?)- an- 
|€nommenen  Form  jederzeit  in  Faktoren  zerlegbar  ist ;  nennen  wir 
iiämlich  a  =|>,  CB=zq  etc.  die  x  Wurzeln  der  Gleichung  F(ß)  =  0, 
80  8md  X  —  p^  X  —  q  etc.  Faktoren  von  F  (ä?),  und 

F  (x)  =z  (x  — 1>)  (^  "—  ?)  («2?  —  r)  .  .  .  . 

Diese  Wurzeln  p^  q^  r  ,  .  .  können  entweder  sammtlich  verschie- 
den oder  theilweise  einander  gleich,  sie  können  auch  reell  oder  ima- 
ginär sein  und  wir  haben  daher  im  Ganzen  vier  Fälle  zu  betrachten. 

I.    Sind  sämmtliche  Wurzeln  p^  q^  r^  ,  *  ,  w  verschieden  und 
sogleich  reell,,  so  kann  man  die  gebrochene  Funktion 
8)  /(^)  _  ^  +  jBj?  +  Ca?2  >f  .  .  .  4-  Hx*-^ 

F(x)        (x — p)  (x  —  q)  (x — r)  .  .  .  (x  —  w) 

in  eme  Reihe  einzelner  Brüche  zerlegen,  deren  Nenner  die  einzelnen 
Faktoren  x  —  p^  x  —  g,  .  ,  ,  x  —  w  sind;  in  der  That,  wenn  man 

F(x)        X — p    '    X — q    '    X — r  '   x — w 
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setzt,  wo  P,  Q,  i?,  .  .  .  W  noch  unbekannte  Goefficienten  bedeuten,! 
rechter  Hand  alle  Brüche  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  zuletzt  diel 
Goefficienten  derselben  Potenzen  von  x  in  beiden  Zählern  vergleicht, 
so  erhält  man  x  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  den  x  Unbe- 
kannten P,  Q ,  22 ,  .  .  .  TT,  welche  letztere  demnach  jederzeit  Tölligl 
bestimmte  reelle  Werthe  besitzen.  Hat  man  diese  Werthe  durcl 
Auflösung  jener  Gleichungen  ermittelt,  so  kann  die  verlangte  Int 
gration  auf  der  Stelle  ausgeführt  werden,  nämlich : 

J    F(jc)  J   [x — p    '    X — q    '  '     X — w) 

J  X — p    '       J  X  —  q   '  '       J  X  —  w 


~  Pl(jc—p)  +  Q/(^— 5)-[-...+TF/(a?— «;)4- 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Integration  des  Falles 

fix)  x^  —  7 

F(jü)  ~  «3  _^  2ay2  _  5  -c  _  6 ' 

löst  man  zunächst  die  Gleichung  x^  -\-  2iX^  —  5a?  —  6  =  O  auf, 
so  findet  man  die  drei  verschiedenen  reellen  Wurzeln  x  =  —  1, 
«  =  -j-2,  X  '=.  —  8  und  es  ist  demnach 

0.3  ^  2j?2  _  5 -c  —  6  =  (o?  +  1)  (je  —  2)  (a?  -f-  3); 

man  setzt  nun  weiter 


5) 


a?2  _  7 P_    ,    _Q ,    _B 

X — 6       a?4-l  ''"  a;  — 2    '    X' 


a?8-|-2a?2  — 5d7— 6        a?+l    '    a;  — 2     '    ä+3 

und  hier  wird  die  rechte  Seite  durch  Reduktion  auf  gemeinschaitli» 
chen  Nenner 

_(P4-Q+^)a?2+(P+4Q— iZ)a?  — (6P— 3Q4-2^) 
—  (,.-fl)(-,_2)(^-f3) 

Die  Vergleichung  der  beiderseitigen  Zähler  liefert  für  P,  Q,  J2 
die  drei  Gleichungen 

P^Q-|_Ä  =  1,  P-j_4Q— Ä  =  0,  6P— 3Q+2Ä, 

aus  deren  Auflösung  die  Werthe  P==  1,  Q  =  —  ^,Ä  =  -(-,|  fol- 
gen ;  setzt  man  diese  in  Nro.  5)  ein,  multiplizirt  darauf  die  Gleichung 
mit  dx  und  integrirt,  so  erhält  man 

/»2  —  7 


/ 


dx 


o?»-}-  2aj2  _  5a?  —  6 
=  l  (a?+l)  —  \  l  (a?— 2)  +  \  l  (Ä-f^)  +  ^»wt 
Eine  nicht  zu  verkennende  Unbequemlichkeit  bei  diesem  Ver-^ 
fahren  liegt  in  der  Auflösung  der  zur  Bestimmung  von  P^  Q^  .  .  ,  W 


r 
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Böthigen  Gleichungen ;  sie  lässt  sich  auf  folgendem  Wege  beseitigen, 
b  sei  II  irgend  eine  von  den  Wurzeln  p^  q^  .  .  .  w  und  ü  die  ent- 
sprechende der  Grössen  P,  Q,  .  .  •  TT,  so  stelle  man  die  Gleichung 

■  ■  I  I      •  •   •     ■[       "^"""~~"  ■"  I      •   •    •      I 


k 


imter  der  kurzen  Form  dar 

g.  /(£) ^    I    iKf) 

'  •       Fix)  ~  x—u  "^  ?F(a?)' 

=r--  die  Summe  aller  der  Brüche  bezeichnet,    in  denen  die 

orzel  u  nicht  vorkommt.    Diese  Summe  ist  ein  Bruch,  dessen  Nen- 
icr  die  Faktoren  x — p^  x — ^,  .  ..  x — w  mit  Ausschluss  von  x — u 
ithält,  mithin 

F[x)  =  (x  —  u)  ?F(a?); 

ch  Substitution  dieses  Werthes  von  F(x)  geht  die  Gleichung  6) 
in  die  folgende  über : 

f(x)=  U  Wix)  -f  (x  —  u)  il^(x) 

und  für  07  =  ti  erhält  man  daraus  spezieller 

8)  /(ti)=  üW(u)odeT  l^  =  ^y 

Um   das  unbekannte  V(u)  zu  entfernen,  difierenziren  wir  die 
Gleichung  7),  nehmen  also 

F'(x)  =  (x—u)  W  (x)  +  V  (x) 

tmd  setzen  hier  gleichfalls  ^  =r  n ;  dies  giebt 

F*  (u)  =  ^  (u). 

Nach  Formel  8)  wird  nunmehr 

F'  (u) 
und  die  Coefficienten  P,  Q,  B  etc.  sind  also  der  Reihe  nach 

9)  p-flEl      Q-IS^     R-^l^      ' 

^  ^  —  F^(p)'    ^  —  F'(q)'    ^  —  F(r)''" 

was  jedenfalls  eine  einfachere  Bestimmungsweise  der  Coefficienten  ist. 

n.  Die  soeben  auseinandergesetzte  Integrationsmethode  bleibt 
im  Wesentlichen  ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln 
Pi  9)  r, .  .  .  von  complexer  Form  sind.  Da  nämlich  die  Zerf  ällung 
nach  dem  Schema  4)  auf  identischen  Gleichungen  beruht,  deren  Be- 
bandlung  ganz  gleichförmig  für  reelle  imd  imaginäre  Zahlen  ist,  so 
erhellt  unmittelbar,  dass  jene  Zerlegung  jetzt  ebenso  wie  früher  ge* 
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schehen  kann;  nur  findet  der  Unterschied  statt,  dass  einige  der  Fi 
tialbrüche  complexe  Zähler  und  Nenner  besitzen.  Das  Imaginäi 
lässt  sich  aber  leicht  Yermeiden,  wenn  man  immer  je  zwei  solcl 
Partialbrüche  vereinigt,  deren  Nenner  zwei  conjugirte  Wurzeln  de 
Gleichung  F(jc)  =  0  enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläutern,  w( 
len  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(je)  =  0  habe  nur  zwc 

imaginäre  Wurzeln  m  =  A  -}-  fi  V — 1  und  v  =.  X  —  f*  V  — li 

ist  (V — 1  niit  t  bezeichnet): 

-*      Fix)  ~  x—p     •    x—q'"'^x-l—(i,i    "^  *— A-f-fit" 


a? — w 
Durch  Vereinigung  der  beiden  Partialbrüche  mit  den  Zählern  U 
V  ergiebt  sich  für 

U-\-  Vz=  üi,  ^üß—(ii)—  Fa-)-ftO=  Vt 
die  neue  Form 

Die  beiden  zu  zwei  conjugirten  imaginären  Wurzeln  gehören- 
den Partialbrüche  liefern  also  zusammen  einen  Partialbruch,  dess 
Nenner  vom  zweiten  und  dessen  Zähler  höchstens  vom  ersten  Grade 
ist.  In  der  Gleichung  11)  hat  man  derartiger  Partialbrüche  so  viele 
vorauszusetzen ,  als  in  der  Gleichung  F(ai)  =  0  Paare  von  conju- 
girten Wurzeln  enthalten  sind.  Um  nun  die  Coefficienten  Ui  und  Vi 
zu  bestimmen,  kann  man  entweder  die<sämmtlichen  Brüche  rechter 
Hand  in  Nro.  11)  über  gleichen  Nenner  bringen  und  die  Zähler  auf 
ähnliche  Weise  wie  früher  vergleichen,  oder  man  kann  sich  der  For- 
mein  9)  bedienen,  um  zunächst  die  Coefficienten  U  und  V  in  der 
Gleichung  10)  zu  entwickeln;  man  erhält  dann  Ui  und  Vi  von  selbst 
durch  Vereinigung  der  conjugirten  Partialbrüche.  Ist  in  jedem 
Falle  die  Zerlegung  auf  die  Form  11)  gebracht,  so  hat  man  nur^ 
noch  mit  dx  zu.  multipliziren  und  zu  integriren,  wobei  rechterseits  I 
alle  Integrationen  mittelst  der  Formeln  des  §.  50  ausführbar  sind.     | 

Als  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

7x  —  3 

dx\ 


L 


man  findet  zunächst  als  Wurzeln  der  Gleichung  a? 3  —  ^x^-\'X'^h^=^0 
die  Werthe  x  =.  —  1,  j?  =  2  -(-  t,  ä  =  2  —  i,  es  ist  also 

«»  —  3aj2  +  j?-|-5  =  (flJ-fl)  Cr  — 2—0  (a?— 2-f  0 

=  G^  +  1)  (^2  — 4a?-f-5)9 


r 
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^  mithin  muss  gesetzt  werden : 

f  7a— S  P       ,        Qa-^R 

^    Durch  Reduktion  auf  denselben  Nenner  und  Vergleichung  der 


t 


er  ergeben  sich  für  P,  Q,  Ä  die  drei  Gleichungen  P-j-Q  =  0, 
4P4-Q  +  i?  =  7,  5p4-J2  =  —  3,    aus  denen   P  =  —  1, 
^=  -f  1 »  Ä  =  2  folgt     Es  ist  daher 

1  r      7^—3      _  _  r_^  ,  r    2+^ 

|d  bei  Ausführung  der  Integrationen  rechter  Hand : 

7a?— 3 

da 


f: 


t—  l  («+!)  +  JZ(a?2  — 44?4-5)  +  4^rcton(ay  — 2)  +  Con««. 
I  Einige  allgemeinere  Anwendungen  dieses  Verfahrens  giebt  der 
khste  Paragraph. 

§.  53. 
Fortsetzung. 

L   Da  nach  §.42   die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  1  =0 
paimt  sind,  so  kann  der  Bruch 


a?^-l 


für  m  —  1  <^  n 


Herzeit  in  Partialbrüche  zerlegt  werden,  und  zwar  geschieht  dies 
p  folgende  Weise. 

7t 

Ist  n  eine  gerade  Zahl  und  zur  Abkürzung  —  =  -ö* ,  so  sind 

n 

pß  Wurzeln 

cos  hd*  -\-  i sitihd"^     cos  hd'  —  i  sink  %' 

—  1, 
*nn  man  h  der  Reihe  nach  =  2,  4,  6,  8  ...  (n  —  2)  setzt  (Seite 

56);  jede  Wurzel  r  der  Gleichung  P'(ar)  =  0  erzeugt  nun  einen 
wtialbruch  von  der  Form 

,  wo  IC  =  --— — , 

"^tWn  haben  wir  in  unserem  Falle  für  /  (a)  =  jj^""^   und  F(a) 

*— ;  =  -{coshCm — nW-\-ismh{m — nWK 

nicosh^-^-isinh^y-^        n<  ^  ' 

*obei  von  dem  Mo ivre' sehen  Satze  Gebrauch   gemacht  wurde. 
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Mit  Rücksicht  anf  den  Umstand ,  dass  nd'  =  tc  und  h  eine  gen 
Zahl  ist,  ergiebt  sich  einfacher 

R  =  —  \coshmd'  -}-  t  8inhmd'\ 

Der  Wurzel  a  =  coshO'  -\-  isinhd'  entspricht  also  der  Partialbru< 

1    cos  k  md'  -\-  i sin  hm  9" 

n    X  —  (jio$ h9-\'  isin Ä -Ö") ' 
ebenso  würde  die  conjugirte  Wurzel   x  =  cos  h  d'  —  t  sin  h  9 
conjugirten  Partialbruch  liefern: 

1      cos  h  1719  —  isinhm9 

n    X — (coshd' — isinhd')' 

Vereinigt  man  diese  beiden  Fartialbrüche ,  so  geben   sie  d< 

reellen  Bruch 

2    coshmd'Qc  —  cosh9) — sinhmd'  sinkd" 

n  x^ — 2xcosh9-^l 

und  dieser  bildet  in  der  Zerlegung  von  a?'^~~^  :  (a^  —  1)    den 

standtheil,  welcher  den  conjugirten  Wurzeln  x  =  coshd"  — )-  i  sinh\ 

und  X  =  cosh9  —  i sink 9  zusammen  entspricht.     Rechnen   wir  ü 

ner  hinzu,  dass  die  Wurzel  a?  =  -j-  1  den  Partialbruch 

J. 1_ 

n  X —  1 

und  die  Wurzel  *  =  —  1  den  Partialbruch 

1    (—l)»»-!      1 


n    ( 1)'*""^  ^-|-1 

erzeugt,  so  ergiebt  sich  für  gerade  n  folgende  Zerlegung: 


1) 


zc"*-! 


x^—1 
11        ,      2    _  coshm9(x  —  cosh9)  —  sinhm9  stnh9 
n  X — 1    '      n  x^  —  2xcosh9-f-l  1 


n         a?4-l  ' 

wobei  sich  das  Summenzeichen  (II)  auf  die  Werthe  ä  =  2,  4,  6  • . , 

(n^—  2)  bezieht.  ^ 

Bei  ungeraden  n  ändert  sich  wenig  an  dieser  Rechnung,  wiJ 

man  daraus  ersieht,  dass  in  diesem  Falle  f  ür^  die  Werthe  gelten  (S.  166) 

cos  h9  '■\'  i  sin  h  9^      cosh  9'  —  i  sin  h 9 
[Ä=2,  4,  6,  ....(n— 1)], 
es  kommt  also  nur  die  Wurzel  x  =  —  1  in  Wegfall,  mithin  igt  auch 
der  entsprechende  Partialbruch  wegzulassen,  so  dass  übrig  bleibt: 


r 
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■ 


a?"»-l 


I  or"— 1 

, 1       1      _±_    ^  y  coshmd'ia!  —  coshd")  —  sinhmd'  stTihd" 

[      n   X — 1    '"    n  d?2 — 'lxco8h%'-\-\  ' 

obei  Ä  ==  2,  4,  ^^  .  ,  *  (n —  1)  zu  setzen  ist. 

Multiplizirt  man  nnn  die  Gleichungen  1)  und  2)  mit  dx  und  in- 
gnrt  mit  Hülfe  der  leicht  zu  prüfenden  Formel 

coahm^ix  —  coshd^)  —  sin h m d"  sink d' 


ß 


dx 


a?2  — 2a:co5Ä'9'-|-l 

X  ~^~  Cos  7l  V 

=  coshmd'.llCx^ — ^xcoshd"-]-  1) — sinhmd'.Ärctan  —- — 

■  sinhd' 

e  einzelnen  Glieder  der  endlichen  Beihen  in  1)  und  2),  so  ergeben 

ch  die  nachstehenden  Integralformeln : 

a.    für  gerade  n  und  d'  = 


n 


k) 


/•füll.. 


=  —  i  (jß—l)  -j Z  [coshm%'.l{x'^  —  2xcosh%'^l)'] 

^  E  \sinhml&  .  Ärctan  fll££fA^]  _^  (-J^  /(or  +  l), 

n         L  smhd'    j    *         n  ' 

robei  /*  =  2,  4,  6,  .  .  .  (n  —  2)  zu  setzen  ist; 

b.    für  unfi^erade  n  und  -9"  =  — : 

'^  '  n  - 

m — 1 

dx 


J  x^^—l 


:—  i(«?  — 1)  H ^  [coshmd'.l(x^—2xcoshd''^iy] 

2  isinhm^  .  Arctan .  ,  ,  —  L 

n  L  sinh^    J 

worin  h  die  Werthe  2,  4,  6,  .  .  .  («—  1)  erhält. 

U.    Eine  völlig  analoge  Rechnung  führt  zur  Kenntniss  des  In- 
tegrales 

m — 1 


/: 


X 

dx^ 


wobei  wir  wiederum  die  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n  zu 
^terscheiden  haben. 


220  Cap.  XI.    §.  53.    Fortsetzung. 

Für  ein  gerades  n  besitzt  die  Gleichung  jj**  -f- 1  =  O  nur  ii 
ginäre  Wurzeln  von  den  Formen 

coshd"  -f-  t  «nÄO",       coahd'  —  isinhd'^ 

wo    -ö"  =  —  und  Ä=l,3,5,...(n  —  1)  zu  setzen   ist  (§. 
n 

S.  167).     Der  Wurzel  ä?  =  cosä-Ö*  -f-  isinkd'  entspricht   'wie  frül 

ein  Fartialbruch,  dessen  Zähler 

B  =  —  J  co8h(m — n)'9'-f-t  5mÄ(m — w)'0'/ 

ist,  wofür  man  wegen  nd'  =  Jt  und  wegen  des  ungeraden  h  schi 
ben  kann 

R  = I  coshmd'  -f-  i  sinhmd'  j« 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  a  =  cos  h  d"  -j-  i  sin  h  d" 
X  =  coshd'  —  i  sin  hd^  liefern  also  die  beiden  conjugirten  Parti« 
bräche 

1      coshmd''-\-i8inhmd'  1^   coshmd" — isinhm^ 

n    X  —  {cosh^-\-isinh^)  n  x — {cos Ä O — i sin h d'Y 

deren  Summe  ist: 

2     — coshmd' (x — coshd')-^  sinhmQ' sinh^ 


5) 


n  ar^ — 2xcoshd'-\-l 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Zerlegung 

2     -,    — coshm%'ix — cosh%)  +  sinhmd'sinh& 
n  x^ — 2xcoshd-\-l  ' 


\ 


wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe'  ^=  1, 8, 5,  . . « (n — 
bezieht. 

Für  ein  ungerades  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  «**  -|- 1  =^ 

-1, 

coshd" -\-isinhd'^      coshd' — isinhd'^  i 

wobei  ^  =  —  und  ä  =  1,  8,  5,  .  .  .  (n — 2)  zu  setzen  ist.      Dii 

w  i 

Zerlegung  geschieht  also  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  nur.  kommt 

noch  ein  Fartialbruch  hinzu,  welcher  der  Wurzel  x  =  1  entspricht; 

dieser  Partialbruch  würde  sein 

(_  1)^-1  ^j (—  iyn-1      1 

n(— 1)^-1  «+1~  n  x+1' 

indem  man  beachtet,  dass  n —  1  gerade  wird.     Somit  ist  non 


w 
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«t»— 1 


ÄJ'^+I 


2     ^  — coshmd'Qe — coahd) -}- sinhmd'sinhd' 


+ 


(-  ir-i 


Aus  den   Zerlegungen  5)  und  6)  ergeben  sich  durch  Multipli- 
ion  mit  dx  und  Integration  die  nachstehenden  Integralformeln: 

c  für  gerade  n  und  «d*  = 


/: 


n 
dx 


n 


+   2         r                             X — cos  h  'Ö'l 
—  JS  Xsinhmd' .  Ärctan .   .^     U 
n         L                                   stnhd'    J 


UMÜ  ^  =  1,  8,  5,  .  .  .  (n — 1)  zu  setzen  ist; 
,    d.  für  ungerade  n  und  -Ö*  =  — : 

,m — 1 

dar 


^+1 
p Z  Icoshmd'.lix^— 2 xcoshd' -{-!)] 


n 


i 2;  IwnÄm'ö'.  Ärctan  — r~--w —    n ^(^+1), 

n         L  8inh9'     J    '  n  v     ,     ^7 

Orin  sich  die  Summenzeichen  auf  die  Werthe  Ä  =  1, 3, 5, . . .  (n —  2) 
^ehen. 

Aus  dieser  Untersuchung  geht  hervor,  dass  man  den  Werth  des 
ktegrales  Px"^-^  dx 

J     ^^±1 
derzeit  vollständig  entwickeln  kann ;  und  es  lassen  sich  aus  diesem 
Imitate  noch  einige  allgemeinere  Folgerungen  ziehen.     Handelt  es 
ich  nämlich  um  das  Integral 

*^'"-"l  d  z 


ß 


az^'  +  b    ' 

to  setzt  man  für  z  eine  neue  Variabele 

1 


=  \-7)    *'     *  =  ItJ    '' 


^ 
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es  verwandelt  sich  dann  das  obige  Integral  in  das  folgende 


m 


h    \  a  )     J    x^ 


dx 


h    \  a  J      J     ^n  ^i 

und  ist  also  auf  das  frühere  Integral  zurückgeführt  —  ^Endlich 
nen  wir  noch  bemerken,  dass  nunmehr  auch  jedes  Inte^al  von 
Form 


P 


dz^  ft  <;  n 


az""  ±  b 

völlig  entwickelbar  ist,    indem  man  auf  die  einzelnen  !Bestanddi4 
desselben  die  soeben  beschriebene  Substitution  anwendet. 


§.  54. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

I.    Das  in  §.  52  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Zerleg 
einer  echtgebrochenen  Funktion  erleidet  eine  wesentliche  Abändei 
in  dem  Falle,  wo  die  Wurzeln  p^  q^  r  .  .  .  der  Gleichung  F^(jz) 
nicht  sämmtlich  verschieden  sind.     Wären  z.  B.  auch  nur  zwei 
ser   Grössen  gleich,  etwa  q  und  r,  wäre  ferner  F(ai)  vom   drit 
Grade,  also  F(a)  =  (a? — p)  (je — q)  (x  —  r)  =  (a? — p)  (a — * 
und/(a?)  =  Ä-\-Bx--\-Cx^^  so  würde  die  Gleichung 

F(jß)        X — p    '    X — q    '    a?  —  r 
in  die  einfachere  Gleichung  übergehen: 

F(js)        X — I?         « — T^ 
wobei  manQ-|-i2  kürzer  mit  einem  Buchstaben /S  bezeichnen  könni 
Bringt  man  jetzt  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 

A-^Bx-^Cx^ P       ,       aS 

{x — p)(x  —  €[)^  X — p  '  X — q 
auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  die  Zähler,  so  würden  sich  d» 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  zwei  Unbekannten,  P  und  /S,  fb 
den;  man  erkennt  daraus  die  Unmöglichkeit  einer  Zerlegung  diesi 
Form.  Dieselbe  Erscheinung  würde  sich  in  noch  stärkerem  Maa« 
wiederholen,  wenn  die  Gleichung  F(x)  =  0  mehrere  gleiche  Wm 
zeln  besässe  und  überhaupt 

Fix)  =Cx—p)^  (jß—qT  *  .  .(x-^sY 
wäre,  wo  A,  fi,  .  •  .  <5  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.    Man  gelang 
dann  auf  folgendem  Wege  zur  Zerlegung  von  f(x)  :  F(x). 


r 


;  Cap.  XI.    §.  54.    Fortsetzung  und  Schluss.  22S 

r       Zonächat  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  setzen  darf: 

ro  fpi  (ß\  9)3  (x),  .  .  .  ganze  rationale  Funktionen  bedeuten ,  deren 
trad  niedriger  als  der  Grad  des  Nenners  ist,  über  welchem  sie  ste- 
iiL  Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  indem  man  für  91  (jß\ 
hi^)t  -  •  •  Ausdrücke  von  den  Formen 

^1  "f"  ^1  ^  "f"  ^1  ^^  ~h  •  •  •  -(-  ^  ^^""^ 


insetzt,  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  die  Coefficienten  der 
beiden  Zählern  vorkommenden  Potenzen  von  x  vergleicht;  man 
hält  A  -f-  fi  -|- ...-(-  Ö  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung 
E  A-(-(t-}-...Ö  Unbekannten  ai,  ^,  .  .  .  äji,  Og,  i^2i  •  •  •  ^  u. s.  w., 
0  eine  jederzeit  mögliche  Bestimmung  dieser  Unbekannten  *).  Be- 
ichnen  wir  mit 

\  (x—r)^ 

gend  einen  der  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  1)  vorkommenden 
räche  und  wenden  das  Theorem  von  Taylor  auf  den  Zähler  an, 
können  wir  die  Zerlegung  noch  weiter  treiben.     Zufolge  des  ge- 
kannten Theoremes  ist  nämlich  (Seite  124,  5.) 

qPW  =  q>[r-\-(x—ri\ 

f 


*)  Um  z.  B.  den  Bruch 

8  —  8a;  -|-  9a;« 


1  —  X  —  a:*  -|-  a;* 
^zu  zerlegen,    bemerke  man  zunächst,    dass   die  Wurzeki  der  Gleichung 
L«*  — X«  — a;-|-l  sind  a;=  —  1,  a;=— 1,  a;=-j-l,  dass  also  x^  —  a:* — x-\-l 
>  =  (x— l)*(a;-|-l)  ist.    Man  setze  nun 

9^*  —  8ar  +  8        _     a^  -^  h^x  a, 

^  a;»  —  «*  —  a;  +  1     ""       (a:  —  1)*        '      a;  +  1  ' 

'  Bo  ergeben  sich  nach  dem  obigen  Verfahren  die  Gleichungen 

Os  +  &i==9,    Oi-f-^i  —  2  02  =  —  3,    «1  +  08  =  8 
und  diesen  entsprechen  die  Werthe  OicsS,   &|=:4,   Ogssö;   demnach 
,.  gilt  die  Zerlegung 


a;» 


9  a;'  —  8a?  +  8      ^     4a;  +  8       ,         6 
—  a;«  —  a;  +  1    *"     (a;— 1)*     "^   a;+l' 
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wobei  das  letzte  Glied  den  Best  der  Reihe  darstellt.     Da  nun 

9>(.r)  von  niedrigerem  Grade  als  («— r)^  ist,  also  unter  der  F( 
steht 

q>(a)  =  a  -f-  5x  -j-  cx^  -(-•••  "f"  *^^     ^^ 
so  giebt  die  p malige  Difierenziation  tp^-^  (x)  =  0,     mithin 
9^     [**"h®(^ — *')]  =  0;  demnach  bleibt,  wenn  wir  die  Coefficiei 
von  a?— r,  (x  —  r)^  etc.  kurz  mit  Äj,  2?29  •  •  •  bezeichnen: 
q>ix)  =  Ro  +  Biia—r)  +  R^dx—ry  +  .  .  .  +  Ä^_i(«— i 
Der  obige  Partialbruch  gestaltet  sich  nun  wie  folgt: 

(p(x) 


(x  —  r)^ 


Rt 


4- 


A 


(«— r)9        («— r)9-^    '    (x— r. 
Wenden  wir  diese  Zerlegung  a:if  alle  in  Nro.  1)  vorkommeni 
Partialbrüche  an,  so  erhalten  wir  folgende  Grleichung: 


2) 


(ß — p)^  (x  —  5)'*  ....  (a — «)' 
•Po       j A 1 


+ 

+ 
+ 


ix—pf 

Qo 


+ 


(x  —  p) 

Q 


+ 


*~i 


(«— «y      (ß—q) 


- — ?  +  ••••  + 


X — p 
X  —  q 


(^  —  5)^    ^  ^• 


(-P 5)<^     ■      (r. si^"-^      '  X S 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  Pq^  Pi,  .  .  .  Qo  9  Qi  9  •  •  -  ^ 
kann  auf  dreierlei  Weise  geschehen ;   er.tweder  hält  man  den  bishi 
im  Allgemeinen  beschriebenen  Weg  auch  in  jedem  speziellen  FaU 
ein,  oder  man  geht  unmittelbar  von  der  Gleichung  2)  aus,  brini 
Alles  auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  darauf  die  Zähler*),  od 


*)  Wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Zerlegung  von 

8  —  3ar  +  9x* 
1  —  X  —  X*  -\-  x^ 

handelte,  so  könnte  man  entweder  die  Rechnung  der  vorigen  Note  benutzen 
und  in  der  dadurch  gewonnenen  Zerlegung 


8  -|-  4a? 


+ 


ix—iy     '     x-\-i 

3-|-4a;=  7-|-4(a; — 1)  setzen,  wodurch  man  erhielte 


ix-1)* 


x—1 


x+1  • 
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bedient   sich  folgenden  Verfahrens.     Sei  r  eine  der  Wurzeln 

das  Aggregat  aller  der  Partialbrüche,  in  denen 


+ 


Äi 


R 


g-1 


tCs) 


^1+   •••  +«  — r'^.ü'C»)' 


•  •  •  ""^  VC*) 

;ht  vorkommt,  so  ist 

Fix)         (a?— r)e    '    (je  —  r, 

f)  und  "^(ai)  sind  zwei  rationale  ganze  Funktionen  und  zwar  be- 

3^(j?)  aus  dem  Produkte  der  Qrossen  (js — p)\  (je — <[f^  etc., 

Ausschloss  von  (jt — r)^,  so  dass 

Fix)  =  ix—rfi  Vix) 

Multipliziren  wir  die  Gleichungen  3)  und  4),  indem  wir  zur 
Lürzung 

Äo  4-  JBi  ix—r)  -f  Ä2  i^—ry  +  . . .  +  Ä^_i  (ar— r)?  =  X 

ien,  so  folgt  die  Gleichung 

fix)  =  XWix)  +  (0?— r)e  tl;ix). 

Wir   differenziren  dieselbe  (9  —  1)  mal  und  setzen  in  jeder  so 
ronnenen  Differenzialgleichung,  so  wie  in  Nro.  6)  selbst,  ^  =  r, 
durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  -vrerden  möge;  dies  giebt 

/  (r)  =  ^  V(r) 

/' (r)  =  X,  y'(r)  +  (^)^  «'(r) 

/"(r)  =  X,  5r"(r)  +  2  {^l  Wir)  +  {^^  W^r) 

"  U.  8.   W. 

Andererseits  hat  man  aus  Nro.  5) 

6nn  überhaupt  n'  das  Produkt  1 . 2 . 3. . . n  bezeichnet.    Die  vorigen 
Crleichungen  gehen  jetzt  in  die  folgenden  über: 


oder  man  hat  nach  Nro'.  2)  unmittelbar 


+ 


A 


+ 


Q. 


1  _  a;  ~  x«  +  Ä«  (x—1)*       '       x— 1      ^       x+l 

^  durch  Kedaktion  auf  gleichen  Nenner  ergeben  sich  bei  Yergleichuog 
^f  Zähler  die  Bedingangen 

Po-  Pi  +  Qo  =  8,    i>,  -  2  Qo  =  -  3,     -  P»  +  Q,  ==  9, 

öereo  Auflösung  P<,  =  7,  Pj  =:  4,  Qo  ==  5  liefert.    Dieses  zweite  Veriah- 
Kn  ist  etwas  kürzer  als  das  erste  und  wird  nicht  selten  benutzt 
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f(r)=RoV(r) 

^^       j/''(r)==i?o5»*''(r)+2.ri?i3^'(r)-f  2'i?29**(r) 

[/"  (r) = Bo  y'"(r)  +  3 .  VE^  V'(r) + 3 . 2'2?2  W^r) + S'Äg  9^( 

U.  8.  W., 

aus  welchen  Rq^  J?i  ,  ^2  etc.  der  Beihe  nach  bestimmbar  sind. 

Sobald  die  in  der  Gleichung  2)  vorkommenden  Coefficient< 
nach  irgend  einer  der  angegebenen  Methoden  ihre  Bestiminung  g 
funden  haben,  kann  die  Integration  unmittelbar  yorgenommen  wai 
den ;  denn  man  erhält  unter  Benützung  der  Formeln  2)  und  4)^f 
§.  48: 


f 


Fix) 


dx 


(A— i)(^~p)^-^   a— 2)(^--p)*-2      x—p    ^  1  ^ 

^ ^ , fc?+o  _,,,(^ 

(fi— l)Or— ^)^-l      (fA— 2)(x— 5)A*-2  x  —  q       ^     ^ 

U.  8.  W. 

Um  das  Verfahren  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  sei  | 


; dx 

x^{x—iy  (a?-f-l) 


das  zu  entwickelnde  Integral,  also  f(x)  =  1;  das  Schema  der  Zer^ 
legung  ist  hier  1 

\ i  I 

x^ix—iyix-[-i)  I 

Um  zunächst  Po  1  -^i  1  A  ^i^  bestimmen ,  hat  man  in  den  For- 
meln 7)  P  f  ür  Ä,  r  =  0  und 

W(x)  =  («—1)2  (af+1)  =  «8  — a?2— ar-fl 
zu  setzen,  woraus  folgt 

W(x)  ==  3a?2— 2a?— 1,     a^'^Co:)  =  6a?  — 2. 
Die  Gleichungen  7)  werden  jetzt: 
l  =  Po,     0  =  Po(-l)+Pi,     0  =  Po(-2)  +  2Pi(— 1)+2P, 
und  geben  Po  =  1,  Pj  =  1,  P2  =  2.  —  Um  Qo?  Qi  z^  finden,  ist 
in  den  Formeln  7)  Q  für  i?,  r  =  1  und  ferner  zu  setzen 

W{x)  =  ar8(a?-|- 1)  ==  x^-^-x» 
«»•'(0?)  =  4a?3-f.3aj2, 
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Ifolglich  wird 

1  =Qo  .  2,     0  =  Qo..  7  +  Qi  .  2, 
.▼oraus  man    0^=1,  Qi  =  —  |  findet.  —    Zur  Bestimmung  von 
endlich  gehören  die  Substitutionen  r  =  —  1  und 

Idie  erste   Gleichung  in  Nro.  7)  giebt  jetzt    1  =  Eq  ( —  4)  oder 
\B^=  —  \.     'Vermittelst  dieser  Werthe  der  Coefiicienten  hat  man 

1 

""««•"    a^    '*    4?    "^  2<ä?— 1)2        4(0?  — 1)        4(a?4-l) 
mid  durch  Integration 

ic^{a!—iy  (or+l) 

=■"27«  —  T  +  ^'^- 2(^)-i^^^-^^-^^(^+^)  +  ^^^**- 

U.  Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach 
[dasselbe,  wenn  die  gleichen  Wurzeln  zum  Theil  imaginär  sind;  es 
werden  in  diesem  iB'alle  auch  die  Coefficienten  Po?  Ai  •••  Qoi  Qu-»- 
imaginär;  aber  es  lässt  sich  diese  imaginäre  Form  dadurch  vermei- 
den, dass  man  wie  früher  diejenigen  Partialbrüche  vereinigt,  welche 
zu  conjagirten  Wurzeln  gehören.  Man  erhält  dadurch  Ausdrücke 
von  der  Form 

deren  Integration  keinen  Schwierigkeiten  unterliegt  (§.  51).  Ein 
Beispiel  wird  hinreichen,  um  die  Methode  kennen  zu  lernen.  Wenn 
es  sich  um  die  Entwickelung  des  Integrales 

(d7-|-l)  ^* 


A 


(a?2+l)2    (J?— 1) 

handelt,,  so  ist  das  Schema  der  Zerlegung,  wenn  i  =  V  —  1, 


(a?2+ 1)2  (a?—  1)        ix—iy  (a 


i)Ha—i) 


—  ^0      4.  lA«    I     •   Qo        I      Qi    _L.    ^0  . 

—  {a—iy  ~  x—i  ~  (^4-2)2  ~  x-\-i    '    ^  —  1 

Die  Formeln  7)  liefern  nun  zunächst,  indem  man  P  für  Ä,  i  für 
f  und  lf{x)  =r  (^4-02  (^  _  1)  setzt,  die  Werthe 


»■  1— «■ 

Po  =  — ,     Pi  = r- 


^15» 


( 
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Zur  Auffindung  von  Qq  und  Qi  ist  keine  neue  Rechnung  ii5thig, 
denn  es  würde  diese  nur  darin  von  der  vorigen  verschieden  sei 
daas  überall  —  i  an  der  Stelle  von  t  und  Q  für  P  stände ;   man   hi 
daher  unmittelbar 

.Die  Substitution  r  =  1,  V(x)={a^-^iy  giebt  noch  Ä©.  =  U 
und  somit  ist 

(««+1)2    (j._l) 

_j.T^j ^i_l_iriii? .  i+n^-i-j-. 

—      4      L(^— 0^  (a?+2)2j  ^    U— «    ~  ÄT+fJ    ~    ^     ^ 1 

Durch  Zusammenziehung  der  conjugirten  Partlalbrüche  gelangt- 
man  zu  der  reellen  Zerlegung : 

^4-1 

(«2^1)2  (a?  —  l) 

--__£_         1^+1,1      1_  .. 
—         (ar2  +  l)2        2  ^2^  1  -r  ?  ^_j  1 

indem  man  endlich  noch  mit  dx  multiplizirt  und  hitegrirt,  erhält  man 

d?+l 


/i 


da 


(«2+1)2  (^_1) 
=  I  _^  —  IK^'+I)  —  5  Ärctanx  +  |/(«— 1)  +  Const. 


r^ 


Cap.  XII. 
Integration  irrationaler  algebraischer  Differenziale. 


§.  55. 
Einfachste  Fälle. 


Unter  den  FuncUunentalfoAneln  des  §.  iS  befinden  sieb  nur  we- 
nige, die  zur  Integration  irrationaler  Differenziale  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  die  darin  vorkom- 
neDden  Wurzeln  ausschliesslich  Quadratwurzeln'  aus  algebraischen 
Punktionen  ersten  oder  zweiten  Grades  sind.  Demnach  haben  wir 
uns  zunächst  auch  mit  derartigen  Differenzialen  zu  beschäftigen. 

Wenden  wir  auf  das  Integral 

da 


ß 


die  schon  in  §.  50  gebrauchte  Zerlegung 
an,  und  setzen  zur  Abkürzung 


{'-^)+i'^+my 


a 


ferner 


4c 


=  a^ 


xyc    ~!"    ^ —  =  y,     also  dx 


1 


80  eriialten  wir 


r         dx         i_  r_ 

J  vT+n+c^  ~  vtJ  Y 


Y\ 


dy 


dy. 


«'+y 


3 
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Durch  Anwendung  der  vor  Nro.  9)  in  §.  48  vorhergehende 
Formel  eroriebt  sich  weiter 


/ 


dx 


=  -^  Z  (y  +  Va«+y«)  +  Ornat. 


i 


Va-\'bx'\-cx^         VC 

=  T^  l  (xVT  +  —T=   -|-  y  a'\'hX'\'CxÄ  -f-  Omt^ 

I 

oder,  wenn  man  sich  die  willkürliche  Constante  aua  — ^rss,^  C2Vc 
und  einer  neuen  willkürlichen  Constante  zusammengesetzt  denkt: 

1)  f  ^"^    =  -tL  Z  (2cx-\^h^''lV7V(^hx^cx^)^C 

Diese  Formel  wird  direkt  nicht  mehr  brauchbar,  wenn  e  eiw 
negative  Zahl  ist,  also  das  zu  entwickelnde  Integral  die  Form 

/dx 
y  a-^  bx—cx^ 

besitzt.     Für  diesen  Fall  benutzt  man  die  Zerlegung 

setzt  analog  dem  Früheren  " 

a  +  — =  ««,     xyc-^-  =  y,     d*  =  :^dy 

und  hat  dann 

/dx 1__    r      dy 
Va-{-hx—cx^  "~  Wj  Va^  —  y^' 

wo  sich  das  Integral  rechter  Hand  mittelst  der  vor  Nro.  10)  in  §.48 
vorhergehenden  Formel  entwickeln  lässt.  Man  erhält  auf  diese 
Weise 

/dx  1  y      I 

Ya-^rha—cx^        VT  «     ^ 

oder  vermöge  der  Werthe  von  a  und  y: 

r  dx  1        .      .       2cx—'h       ,    ;^ 

2)  /  ,^  =  -7=.  Ärcstn  -71===.  -U  Coiw«. 

J   Va-i-bx-^cx^        Vc  y  4ac+6«    ' 

Wäre  endlich  c  =  0,  so  würde  man  keine  der  Formeln  1)  und 
2),  sondern  die  Fundamentalformel  2)  in  §.  48  für  (i  =  —  5  in 
Anspruch  nehmen. 


Cap.  XU.    §.  &5.    Einfachste  F^e.  231 

Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als  Aus- 
jgangspunkte  für  fernere  Entwickelungen  dienen ,  wenn  man  die  in 
$.51  unter  5),  6)  und  7)  antwickelten ,  Beduktionsforn^eln  damit  in 
Verbindung  bringt  und  berücksichtigt)  dass  die  citirten  Formeln  die 
lUmkehrungen  zweier  Differenzialgleichungen  sind,  die  für  beliebige 
Im  und  n  gelten.    Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

r   dx    _  ^4-2ca?    ,    (2n— 1)  2c  C  dx 

[T=  a -f- fta? -j"  ^"^^     A  =  4ac  — &2] 
der  Beihe  nach  n  =  |,  ^,  |  etc.,  so  gelangen  wir  zy  folgenden  Glei- 
chungen : 

P     dx     _       5  -f-  2c.r 

*^  J  TVt  ~      iVt  ' 

r     dx     ^h'\-2cx    . 8^    r     dx 

^  J  t^Yt  ~"  ^  A  tVt   "^  3  a  c/  tVt 

u.  s.  w., 
aas  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

/dx 

worin  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lässt  und  f  ür  ifc  >>  0  eine  algebraische  Funktion  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  3)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

tdx h-^1cx       ,  nA  r  dx 

für  n^=  —  \t  —  |,  —  I  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

u.  s.  w., 
durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

dx  t^Vt 


/■ 


für  ein  ganzes  positives  h  entwickeln  lässt.  —  Ueberhaupt  ist  nacl^ 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 


•.::••  . 
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/  T^  dx  =  I  {a-\-hX'\-cx^f  dx 

als  bekannt  anzusehen,  w6nn  p  unter  die  JForm  i;  (ife  -f-  5)  gehört. 

•Mittelst  der  Formeln  6)  und  7)  in  §.  51  folgt  hieraus  unmi 
telbar,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

1x^1^  dx  und    /  —  T^  dx 

r  J  J     x^ 

entwickelt  werden  können,  indem  man  n  -)-  1  =  i  (^  ~h  \)  ^^ 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfährt. .  So  erhält  man  z, 
für  n  =  —  \\ 

Cx'^dx  _  a.ffl-1  Yt  _  (2m— 1)6     r^-'^dx 

J  Y^  ^^  *^^^     J    V^ 

(m  — l)a    ff^Zl^ 
"^        mc       J       YY     ' 
woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/j?d.g  Cx^dx  Px^dx 

Yt  '    J  W    JW" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.  56. 
Integration  durch  Wegschaffung  jdes  Wurzelzeichensl 

*  1 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren    zur    Integration   irrationale] 

Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution   einer  neuen  Variabein    vo^ 

der  Art,  dass   die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  eh 

ner  vollständigen   Potenz   wird,  aus  welcher   die  Wurzel  gezogen 

werden  kann;   das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale 

Form  und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.    MaÄ 

merke  sich   für    den  Gebrauch  dieser  Methode    folgende  Substito-j 

ticnen: 

1)  V  a-^ßx    wird  rational  für    a?  =  ^-— 5 — , 

2)  Y^Hl^  ..        V         ,y     x=-j  i^,  ' 
^^            ^          P  ^    n        «         V     ^—    ß    j^y? 


r 


fp.  Xn  §.  56.    Integration  durch  Wegsdiaffnng  des  Wurzelzeichens.  ^33 

i     Das  Detail  der  Rechnung  wird  man  aus  folgenden  Beispielen 

^ehen. 

\    I.    Das  zu  entwickelnda  Integral  sei 

i  r    \  dx 

erhält  man  för 
ins  die  Werthe 
gen ,  tnr  J  die  neue  rationale  Form : 


^i«i-^y 


j=    -  '       ^» 


' 


^  J  A-faxy  — A,y« 
nach  Formel  6)  in  §.  50 

Aus  Nro.   5)  ergiebt  sich   umgekehrt  y  =  —  ^.  -\-  Vl-I-^^ 
^d  zwar    nehmen  wir  die  positive  Wurzel,  weil  in  Nro.  4)    der 

fisdruck  Y  l-\-a!^  als  positiv  angesehen  wurde  und  mithin  der  gleich- 

iltende   Bruch —  ebenfalls  positiv  sein  muss ,  wo25U  off<Mi- 

r  ein  positives  y  gehört.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  und  ver- 
oge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  J  folgt  nun  die  Integralformel: 

/l                  dx 
x-{-kx     Vi-^j?2     

II.     Zur  Entwickelung  des  Integrales 
«dienen  wir  uns  der  Substitutionen 

^  '-TT? 

tad  erhalten  mittelst  derselben    . 

^y  -  -  - 


) 


/ 


x+A+(x— A)y» 
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Hier  sind  die  Fälle  ^  <^  A,  x  =r  A  und  x  >>  A  zu  unterscheide 
im  ersten  Falle  wird  nach  Nro.  7)  in  §.  48 

und    wenn  •  man    die  lirsprüngliche  Bedeutung  von  7,    sowie 
Werth  von  y  aus  Nro.  8)  einsetzt: 

10)  /      ■  

Für  A  =  X  giebt  die  Formel  9)  unmittelbar 

X  ^      ^ 
oder  mittelst  der  vorigen  Substitutionen  und  nach  Hebung  von  ^:{ 

Für  X  ^  A  lässt  sich  die  Integration  in  Nro.  9)  mittelst  der  F( 
mel  6^)  in  §.  48  ausführen  und  es  ist  dann 

J=  —  ^j  Ärctan  (  ,  .  )  + 

oder  vermöge  der  Werthe  von  J  und  y 
12)  f      ^  ^^ 

J    X+Aä     V^l  — J?3 

Ärctan  (. . .  /  )  4-  Chnst 


/Vx-A  yi-^\ 


Vx2  — A2  AV^x+A  V^l+. 

m.     Eine  allgemeinere  Integration  ist  noch  folgende.     Es 
zeichne  F  (z)  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  z^  so  ki 
das  Integral 

jFiya-^-hx-^-cx^)  da 
bei  wesentlich  positivem  c  dadurch  ermittelt  werden,  dass  man 

13)  .  =  ^|\^4^7=T*i^-j; 

setzt;  denn  man  erhält  mittelst  dieser  Substitution 
14)         .  /  F'iy  a-\'hx-\-cx^  dx 

'_         Yiac  —  b^      r  p(V4:ac  —  b^    l-f-yQX    i4-y2 

~  4c       J      V    2 vT        52 y  /     y*      ^' 


4 


r 
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Ir  ist  das  Integral  rechter  Hand  nach  den   Lehren  des  vorigen 
»itels  entwickelbar  und  man   hat  am  Ende  nur  noch  den  Werth 
ly  aus  Nro.  13)  einzusetzen. 
Handelt  es  sich  dagegen  um  die  Integration 

letze  man 

es  ergiebt  sich 

1    F  (ya-\^ba—cx'^)  da: 

man  wiederum  die  Integration  ausführen  und  den  Werth  von  y 
Gleichung  15)  entnehmen  kann.  Auf  diese  Weise  hatten  sich 
k  die  Formeln  1)  und  2)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 


sen 


§.  57. 
Integration  binomischer  Differenziale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Difierenziale  versteht  man 
isdrücke  von  der  Form 

a^^'^(a-\-bx^)1dä!, 
mnm^  »,  p  und  q  ganz*e  positive  Zahlen  bezeichnen.     Die  Inte- 
ntion solcher  Differenziale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
C weder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
^  ttion  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 

I.    Setzt  man  erstlich 

i.  1.-1 

P  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

f  P_ 

f)  rx'^'-\a-\-bx^)^dx 

tn - 

"  dz 


=  -ijj-y  (z^_a)^      zP  +  9- 


nb"" 
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und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  DifFerenzial  vorhanden^j 

bald  —  eine  ganze  Zahl  ausmacht.    So  z.  B.  hat  man  nach  den 
n 

gen  Formeln 

A»  (1— d?2)f  dx=i  —  Y  j(zi^\y  z^dz, 

wo  die  Integration    in  Beziehung    auf  z  durch  Entwickelung 
(z^ — 1)2  ausgeführt  werden  kann,  und  am  Schlüsse  derselben 
Werth  von  z  aus  der  Gleichung 


-=(^)' =(.-.■)'. 


zu  nehmen,  also  * 

Z  =  (1  —  ^2)^ 

einzusetzen  sein  würde. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  ratioi 
Form  führen  kann,  ist 

1_ 

^   z^-'^  dz 
z9 


3) 


X  =  [- -)    also  dx  =—  S± 


(zQ-^b)*^ 


i+1 


man  erhält  durch  dieselbe: 


i) 


P'-' 


ü»+£ 


(a  +  ia?'»)?   dx 


__  qa2_J; f 


zP+7-1  dz 


m 


und  hier  wird  das  Differenzial  rechter  Hand  rational,  wenn 


n 


eine  ganze  Zahl  ist.    So  hat.  man  beispielsweise 


und  darin 


Jx  (\  +  x4  dx  =  —   f-^ 


z^  dz 
ly 


"  =  ti:="i) 


oder  z  =  - — ■ ^. 


I 


X         '  f  I 

nach  welchen  Angaben  die  Rechnung  keinen  weiteren  Schwienji 
keiten  unterliegt. 

Tr        T  j        ^  i_    ^      I      P 

11.     ist  weder  —  noch ^-  ~  eine  ganze  Zahl,  so  lässt  sid 

n  n     *      q  °  ' 

das  binomische  Differenzial  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen 
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b  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Beduktionsformeln, 
L  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

Bezeichnen  wir  ^  kurz  mit  s  und  a  -{-  bx^  mit   X.    so  giebt 

[partielle  Integration: 

'^-^X^  dx  t=  X^  f  x"^-^^  dx  —  8  fx^^^  'dX  Lx"^-^  dx 


\ 


^X'—  —  sfx'- 


^dX— — ,      • 

i  weil  dX  =  bnx^~'^  dx  ist: 

J  m       '       m  J 

I  Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
km  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  5  wimschenswerth  ist. 
[  Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

/m+n-lj^- 1  ^^  ^  f^  -  r^  /  «"-^ X' dx 
J  bns  bnaj 

ie,  wenn  m  —  n  fiir  m  und  5  -)-  1  för  s  gesetzt  wird, 

/^-l  X'^  dx=  ^füZl^-  ^-^  r^m^n^^x^^dx; 
I  bnis+l)        bnis-^l)J 

Ist  dieser  Formel  verkleinert  man  wi  und   vergrossert  gleich- 

g«. 
Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 

;         fx^-'^X'dx  =    Cx'^-^(a-{'bx'')X''^  dx 

=  a  f  x'^-'^ X'-^  dx-^b   fx^^+^-'^X'-'^  dx 

der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)zusammenliält,  so  ist  zunächst 
x"^  X' 


f  dieser  Gleichung  schreiben  wir  5  -f-  1  ^ ür  «  und  sehen  das  erste 
FgTfal  rechter  Hand  als  Unbekannte  an ;  ^s  wird  so : 

I  f«-^ X'ä.  =  -"^"^^  -  *("+"'+»^  f^+-^ X>d. ; 
1/  awi  am  J 

kse  Reduktionsformel  vergrossert  m  ohne  «  zu  ändern.  Drückt  man 
Im  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  und 
khreibt  nachher  m  —  n  für  w,  so  ist: 


238 


8) 


/-"" 
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^m-n^8+l       a(m—n) 


XUx= 


b(m-\-n8)       b(m 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  »  herbeij 
führt  wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

ra^-^X'dx  =  afa^-^X^'^  dx-^h  C J^+^-^ X'""^  dx} 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel   6)  auf  da?  Integral   recl 
Hand: 


/ 


^m-1  x^dx 


Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  f^--^X*dx  =  ^^  +  -^  C^^^Z*-^  dx, 
J  m-f-ns    '     m-j-nsj 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s    ohne  Aenderung   voi 
dient.  —  Schreibt  man  noch  s  -\--  1  für  *  und  reduzirt  die   Gl 
chung  9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  epgiebt  sich 

10)  hn-lx'd*=-^^^^'  +  "+"+"'  f^-^X*+' 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  8  ohne  Störung  des   m 
vergrössern. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Redi 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  spezielleQ  Fi 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z. 
das  zu  entwickelnde  Integral 

/  ^.  =    /  a^"^  (a  — a?)-i  dx, 

^    V  ax — äf^        J 

und  darin  k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  di 

successive  Verkleinerung  von  h  auf  das  Integral 


/ 


dx 


==  Ärcsin 


2x 


-f-  Const, 


Vax  —  a?2  a 

zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Form« 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 

r      s^dx        _  _  x^-^y ax  —  x'i    ,     g(2Jb  — 1)   C;^-"^  dx 
J  Yax  —  x^    ~  k  '^         tk       J  y ax—x^' 


wie  man  auch  aus  der  Formel  9)  in  §.  55  finden  kann.     Aehnlichei^ 
Ueberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 


r 
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I  Zu  bemerken  ist  noch ,  dass  die  obigen  Reduktionsformeln  für 
f  —  n  =  0 ,  sowie  lur  m  -|-  n  s  =  0  nicht  in  Anspruch  genom- 
|en  werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht 
Isennen  lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die 
perenzialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  ge- 
iimten  Reduktionsformeln  nicht. 


§.  58. 
Integration    durch    unendliche    Reihen. 

Wenn  das  zu  integrirende  Differenzial  keiner  von  den  bisher 
achteten  Formen  angehört,  so  bildet  das  Integral  derselben  eine 
tion  von  Xy  die  weder  algebraisch,  noch  durch  Logarithmen 
er  Kreisbögen  dargestellt  werden  kann.     In  diesem  Falle  muss 
n  zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Integrales  schreiten,  die 
in  besteht ,   dass   man  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden 
tor  von  X  in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  und  deren  ein- 
ne  Glieder  integrirt.     Setzen  wir  nämlich  zufolge  des  Theoremes 
on  Mac  Laurin 


voi 


^0  E^  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet ,  so  ist 

Jf(x)  dx-  Jb^  dx  =  Conat.  +  /(0)~  +  «^  ~ 

'       1.2     3  '^"'"~'"l.2...(n— 1)  w  • 
Vorausgesetzt  nun,  dass  für  unendlich  wachsende  n  der  Rest  B^  die 
Null  zur  Grenze  hat,  so  wird  auch  Lim  fB^  dx  =  0,^und  die  vo- 
rigen Gleichungen  gehen  in  die  folgenden  über: 

fn.u.=c^.+tf.+m.,+i^..+ , 

wobei  man  noch  bemerken  kann,   dass  die  zweite  Reihe  stärker  als 
<iie  erste  convergirt. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B.  für  x  <^  1\ 


ß 


0- 
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^^     r       ^^  /T.      .     1     ,  I    1-3    ,    ,    1.3.5    ,   ,  1 

-       _  ,     «     ,    1  «*        1 . 3  «'    ,    1 . 3 . 5  «1»  , 

Nicht  immer  bietet  sich  die  Beihenentwickelung  so  von  selbst 
wie  in  dem  vorstehenden  Beispiele ;  im  Gegentheil  bedarf  ei»  haal 
erst  einiger  Umwandlungen  ehe  man  zu  einer  Reihe  gelangt. 
2.  B.  das  Integral 

dx , 

y  1  —  («2  +  ß^)  ^2 + a2/SM 
zu  entwickeln,  kann  man  bemerken,  dass  dasselbe  unter  der  Form 

/*  1  1  I 

J  Vi— a2-p2  y rzr^F^    "^  ] 

darstellbar  ist,  deren  einzelne  Faktoren  leicht  zu  verwandeln  sin< 
Unter  den  Voraussetzungen  ax  <^  1  und  ßx  <^  1  hat  man  nämlic 

Durch  Multiplikation  ergiebt  sich  hieraus  einBesultat  von  der  Form 
2)        •    ,-7= ^  =l  +  Q^2-|-Q4?4  +  q.^«+ , 

K(l  — «3^2)  (1_  ^2^.2)         I       ' 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

U.      S.     W. 

Die    Integration    giebt    nunmehr     unter    den    genannten    Voraus- 
setzungen : 


4) 


V(l  — a2^2)(i_/j2^2)       1^    3    ^    5     ^         ^ 


l>aa?>—  1;     l>/3a?>—  1. 
Dasselbe  Verfal^ren  wird   man   in  allen    den    Fällen  benutzen,  wo 
das  zu  integrirende  Differenzial  aus  Faktoren  besteht,   die    einzeln 
genommen  in  Reihen  verwandelbar  sind. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Integration 

Vl  +  aar+ia?« 
Unter  Benutzung  des  bekannten  Satzes 


ß 
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yy-p^  —  1  «*^^2.4*  2.4.6*    ^^ 

wiebt    sieb    zunächst    unter  der  Voraussetzung,    dass    ax  -\-  bx* 
e  x(a  -\-  bx^  ein  echter  Bruch  ist: 

iier  kann  man  die  einzelnen  Reihen glieder  nach  Potenzen  von  a 
itwickeln  und  darauf  integriren ;  man  erhält 

P  da 

) 


/da 
V  l+«a? 


,     d?  T      «^        ,1.3      a?3 

~V^*  +  2.4.6''A  +•'•••' 
h)bei  jedoch  l>a?(a  +  *^^>—  1  sein  muss. 

Nicht  immer  glückt  es ,  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
!\inktion  von  a?  in  eine  nach  Potenzen  von  a  selbst  fortschreitende 
Keihe  zu  verwandeln,  weil  bekanntlich  das  Theorem  von  Mac 
[laurin  nicht  auf  alle  Funktionen  anwendbar  ist;  in  solchen  Fällen 
niiss  man  versuchen,  die  gegebene  Funktion  in  eine  Reihe  umzu- 
letzen ,  die  nach  Potenzen  einer  anderen  'Funktion  fortschreitet,  wo- 
)ei  man  darauf  zu  sehen  hat,  dass  die  einzelnen  Glieder  dieser 
Gteihe  wiederum  integrirbar  sind.  Die  folgenden  zwei  Beispiele  wer- 
ien  dies  deutlich  machen. 

Unter  der  Voraussetzung  eines  echtgebrochenen  a  würde  es 
»b  leicht  sein,  den  Werth  des  Integrales 

1 


/ 


da 


m  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln; 
ist  aber  der  absolute  Werth  von  a?  >  1,  so  wird  jene  Entwickelung 
tHffichtig  und  lässt  sich  durch  die  folgende  ersetzen: 

/da       _     r 1 

J  xY7    (        *«äT;2.4««         2.4.6ar»~  ) 

und  diese  hat  in  unserem  Falle  Göltigkeit,  weil  für  «  >•  1  der  um- 

tchlftmlleh,  AnalytU.  ^^  ' 
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gekehrte  Werth  —  <[  1,  also  um  so  mehr  -r  <  1  ist.     Die  Inte 
gration  giebt  jetzt: 


/>  2      (     "   .     1      ,1.3     1         1.3.5     1     1       ;^ 

Auf  ähnliche  Weise  wie  das  Integral  in  Nro.  5)  würde  sich  aofll 
das  folgende  ^ 

dx 


/l 


in  eine  Reihe  entwickeln  lassen,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  2xx^  -{-  a^  ein  echter  Bruch  ist;  bei  einigermaassen  grossen  J 
kann  aber  dieser  Bedingung  nicht  genügt  werden,  und  man  benutzl 
dann  eine  Transformation,  welche  auf  der  identischen  Gleichung 

l  +  2x*«+*«=(l+*«)»  jl+  ?^^ 

beruht.  Sobald  nun  (1  -|-  a^y  mehr  als  der  absolute  Werth  von 
2  (X  —  1)  beträgt,  tritt  folgende  Entwickelung  jein: 

/da  r ^^1 dx 

deren  einzelne  Glieder  leicht  integrirt  werden  können;  die  entste- 
hende Reihe  würde  namentlich  dann  von  Yortheil  sein,  wenn  x  nahe 
an  1  liegt  und  x  eine  grosse  Zahl  ist. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  den  Fällen  anwenden  könnte,  wo  man 
bereits  auf  anderem  Wege  die  Werthe  der  Integrale  in  geschlossener 
Form  entwickelt  hat;  die  nach  diesen  zwei  Methoden  abgeleiteten 
Werthe  eines  und  desselben  Integralies  können  nur  um  eine  Gon- 
stante  differire^  und  lassen  daher  eine  Vergleichung  zu,  welche  jeder- 
zeit auf  ein  zur  Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  führt.  So 
hat  man  z.  B.  einerseits 

1 

dx=  1(1 -{-x)  -f  Q; 


/i 


1+« 
andererseits  ist  der  Werth  desselben  Integrales: 
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/' 


(1  —  4?-f-^^~"^^"f"**  —  ....*.)^^ 

edoch  nur  unter  der  Voraussetzung  eines  echtgebrochenen  a?,  weil 
Vnsserdem  die  für  1  :  (1  -(-  a?)  gesetzte  Reihe  diesem  Bruche  nicht 
gleich  wäre.    Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt 
Z(1-|-ä) +  Con«<.  =}a?  — la?2-(-iaj3_ 

1  >  ^  >  —  1. 
PerWerth  ^fonConsU  bestimmt  sich  durch  die  Spezialisirung  a?=f=0; 
man  findet  Const.  =  0  und  kommt  somit  auf  ein  bekanntes  Resultat 
lurück.   —   Nach  demselben  Verfahren  würde  man   die  Reihe  für 
lircton  a  aus  der  Gleichung 

r 

I  i>^>—  1. 

Ein  weniger  bekanntes  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  für  l]>ar^-r- 1- 
geltenden  Gleichung 

namUch 

Für  «  =^  0  erhält  man  ComU  =  0;  mithin: 


1  >  ^  >  —  1 

leiten  können,  ebenso  die  Reihe  für  Arcain  x  aus 


Man  findet  ^eselbe  Gleichung  auch  dadurch,  dass  man  in  der 
Reihe  für  Ärcsin  x  den  Ausdruck  x  V  —  1  an  die  Stelle  von  x  tre- 
ten lä83t  und  die  Formel  7)  in  §•  45  (S.  172)  benutzt. 


IC 


1 


Cap.  xm. 

Integration  transcendenter  Differenziale. 

§.  59. 
Differenziale   mit  Exponenzialgrössen. 

Enthält  die  zu  integrirende  Funktion  nur  Exponenzialgrössen, 
ist  also  das  Integral  von  der  Form 


/ 


so  kann  es  mittelst  der  Substitution 

„^  Iz  1  dz 

1)  ««*=  z^  mithin  a= — ,  dx= 

a^  a     z 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,   worin   keine  Ezponenzial- 

grösse  vorkommt ;  denn  man  hat  jetzt 

also  X.  B. 


= —  Arctan  z  -f-  Const.  =  —  Arctan  (e^) -f- Owist. ; 
als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

r     1     ^     i  r    i     dz 

J  YiJ^^ax  aJ  Vl-l-r     « 

f ür  1  4"  «  =  ti*,  woraus  V  l--\-z  =rM,  zzzrti* —  1  und  dz=:2udu 
folgen,  verwandelt  sich  dieses  Integral  in  das  folgende 
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2    r    du  1    ,  A  — 1\    ,    ^. 

aj  «2 — 1         a       \M-f- 1/    ' 

mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  z 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  DiflTerenzial  Exponenzial; 
grossen  und  Fot,enzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist, 

jj^e^dx, 
und  es  liegt  nahe,,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

/  uvdx  =  u    I  vdx  —    1  du    I  vdx 

I  darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

^dx  —  —  -\'C(mBi. 
Gebrauch  macht.     Man  findet  so 

ß)  •  A^  ^  dx  =  ^^^  —  ^fx'^'-^ifl^dx. 

Ist  nun  m  eine  ganze  positive  Zahl ,  so  kann  man  durch  wiederholte 
Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährend  ver- 
kleinernd, zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen;  in  der  That 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung : 


a  a*        *  d^ 


...+(-ir  "^Iv    ]''"+go'"«- 


Zu  derselben  Gleichung  würde  man  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  die  Fundamentalformel  5)  mmal  in  Beziehung  auf  a  differen- 
zirte.    Aus  Nro.  7)   erhellt  die  Möglichkeit,  das  Integral 


/ 


(p  (x)  tax  dx 


entwickeln    zu  können,   wenn    ^  (x)  unter   der  Form    A  -{-  B x 
-f-  Cj?2  _|_  etc,  enthalten  ist. 

Lässt  man  in  der  Gleichung  6)  —  w  -j-  1  an  die  Stelle  von 
ff)  treten  und  reduzirt  auf  das  Integral  rechter  Hand ,  so  kommt  die 
Beduktionsformel : 


e'^dx 
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zum  Vorschein,  welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  w  =  1 
nutzt  werden  kann.     Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  un* 
brauchbares  Resultat  und  es  bleibt  dann  nichts  übrig  als  eine  Reihei 
Verwandlung    vorzunehmen;    vermöge    der    fär    alle    x    geltendi 
Gleichung 

.03;         1  ^         ^9-.  -8-2 


e 


W'X' 


X   ~  0?  ■*"    1  +  ^2    '1.2.3  "■ 


erhält  man 
,  (9    /  — e^^  dx  =  ConsU  -f-  ^^ 


a^ 


^^  1   ^*  1.2  ^^»  1.2.3  ^"" 

und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2 ,  3 ,  ...   düri 
Werthe  der  Integrale  '  '. 


Jh^  '^*'  B 


c         Cvm7>.... 

der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass' 
das  Intesral 


/ 


ipCx^e^^ dx.  worin i^(-r)  z=A  +  -^  +  —  +.... 

XX* 


jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  eutwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist ;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fallen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  ab 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

1 

e^  dx^ 


I- 


so    kann    man  für    den   Fall     eines    echtgebrochenen    x  die   Um- 
wandlung 

1,       1    o   I    1-3    ^        1.3.5    ^  ,       \ 
vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 


/i 
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griren;  wäre  aber  «  >•  1,  so  wird  man  «V/  1-j — j  für  k  1  -f-  «' 

kttzen  und  dem  Integrale  die  Form : 

^  rir        -  1    ,    1.3  1         1.3.5   1,1%,, 

jpben,  wo  die  Formela  0)  und  8)  anwendbar  sind. 

I  8.60. 

Logarithmische  Differenziale. 


Enthält  das  zu  integrirende  Differenzial  nur  Logarithmen  in  der 
Weise,  dass 

I  f{lx)dx 

idas  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 
1)  Ix  =  y,  also  X  =  ^^  dx  =  ^  dy 

gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

*)  ffQx^dx  =  Jf(y)ey  dy, 

wo  nun  die  Entwickelungen  des  Torigen  Paragraphen  benutzt  war- 
den  können.    So  hat  man  z.  B.  fiir  ein  ganzes  positives  m 

Cqx)^  dx=  jy^  &  dy 

z=:Vf^—my^-^--\-m{m--^ 

ond  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

+  (— l)*^m(m— l)...2.1|a?-f  Cofw«. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  vorigen 
Paragraphen : 

/dx 
—  =  Const  +  IQx) 

+  ^    1   +3    1.3J    i--8    i.;^.3    -I- 

und  aus  der  Formel  8): 

/dx    X ,         1  r     dx 

(Ixy^  "~  ~  (m  -  1)  (/x)'»-l  "*"  m  —  l  J  I 


5) 


C^) 


m-l 


248  Cap.  Xm.    §.  61.    Goniometrische  Differe&ziale. 

Die  unter  Nro.  1)   angegebene  Substitution  ist  auch  bei  dei 
allgemeineren  Integrale 

vortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 

6)  Jx^f(lx)dsi  =  fe(<f'+^^yf(y)dy. 

So  ist  z.  B.  für  den  speziellen  Fall  (i  =  —  1,  fClai)  =  (Ixy^^ 

—  ilxj^  dx  =      y^dy=^  ^^-T—  +  Const 

X  J  ffl— |— 1 

=  ^^pr  +  ^<««'-  (»'<-  i)'  . 

und  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 :  ^ 

®^  JTU  ^^   =  Jt  ^V  =  ly  +  Const  i 

=  1(1 3^  -\-  Const,  3 

Für  ein  von  —  1  verschiedenes  (i  und  (ein  ganzes  positives  « 
giebt  die  Gleichung  6)  zunächst: 

fxf'  Qxf  dx  =   /«^^+  ^^^  y"^  dy, 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y\ 

^^      '      (^_|_iy»+i    J  ^ 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen  die  Integrationen  logarithmi- 
scher  Differenziale  durch  Beihenentwlckelungen  ausgeführt  werden. 

.     §.61. 
Goniometrische  Differenziale. 

Differenziale,  in  denen  nur  goniometrische  Funktionen  vorkom- 
men, lassen  sich  leicht  in  algebraische  Differenziale  umwandeln;  setzt, 
man  nämlich 

1)         8inx  =  <2?,  mithin  coax  =  V  X — z\  dx  =     ^ , 

so  hat  man  auf  der  Stelle,  wenn  f(smx^  cosx)  eine  nur  aus  sinx  und 
C08X  gebildete  Funktion  bezeichnet:  ^ 


2) 


/f  (ßinx^  cosx)  dx  =   1  f(z^  Vi— 7^) . 
J                            V  1— ^a 
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I     Nach  dieser  Formel  ist  z.  B. 

iainP  xcoa^x  dx=  fzP  (1  —  ^2)5(^-1)  dz. 

Auf  das  Integral  rechter  Hand  sind  die  sechs  Beduktionsfor- 
ein  dea  §.  57  anwendbar,  indem  man  a==l,  6  =  — 1,  m=|?-(-l, 
=  2,  «=:|(^  —  1)  setzt,  z  an  die  Stelle  des  dortigen  x  und 
— z^  an  die  von  X  treten  lässt;  führt  man  nachher  die  Werthe 
»n  z  und  dz  aus  Nro.  1)  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
tehfl  Reduktionsformeln: 

)  /  smPx  co8^  dx 

I      =  r— ; h- H —  /   8inP^^  X  COS^  X  dx 

sinP^^xcos^^x    ,    p— 1    r  .   „_o  o      , 

= ; h  * — ; —    /  «n^  ■    X  C08^  X  dx 

8inP^^xco8^'~^x    ,     ö^l    r  .  „  ___o 

-=       — ; ; —   /  8tnPxco8^    ^  X  dx 

P+Q  p+qj 

:= ^ L  ^  '  ^  '      /  «mP ^  cos  ?T^^  X  dx. 

Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprüngliche  Integral 
Inf  6in  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  q^  oder  beide 
neue  um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte 
^Wendung  dieses  Verfahrens  führt  zuletzt  auf  ein  Integral,  in  wel- 
ehem  die  Exponenten  von  8inx  und  co8X  nicht  ausserhalb  der  Zah- 
len —  1  bis  +1  liegen;  sind  nun  p  und  q  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen,  so  muss  man  schliesslich  auf  eines  der  folgenden  In- 
tegrale kommen^ 

I  dx  =  X  -{-  C^  I  8inx  dx  =z  —  coax  -|-  C, 

/  co8xdx  =  «na?  +  C,  /  8inxco8xdx  =  \8in^x  +  C, 

J  8inx  2     '  J  C08X  \4     '     2/ 

/  Umxdx  =  —  /co5a?+C,    /  cotx  dx  =  l  ainx  +  C, 

=  l  tan  a?  +  C, 

8inXC08X 
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welche  sämbitlich  mitteUt  der  Substitution  in  Nro.  1)  leicht  enl 
ckelbar  sind.      Nach  diesen  Angaben    wird  man  sich   ohne   Mä| 
von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Formeln  überzeugen,  die  wir 
res  öfteren  Gebrauches  wegen  hier  zusammenstellen: 

Für  gerade  positive  p  ist : 

4)  I ^^^^  *  ^* 

C08X    l  ,        1      ,  p—l    .  |,_3      ,  (p— l)Cp— 3)   .  „_5 
P      (  ^p-25  ^(p-2)(|)— 4) 

(p—l)(pS)...3 
(p«2)(p— 4) 
Dagegen  für  ungerade  p : 

/  $inP  X  dx 

I  (p— l)(i>-3)...4  2. 
■ '  *  "•"  0»— 2)  Cp— 4) . . .  3 . 1 1""" 
Femer  bei  geraden  positiven  p : 

/  tanP«  dx 


...+ 


1)(P— 8)..-3    .       I    ,     (p^l)(p— 8)...8.1      , 
;«Kp— 4)...2  ""*  i  "•  pOj— 2)(p— 4J...4.:«*"'"' 


5) 


6) 


T 


—5 


p  —  5 


_  .  .  .  +  (_l)b-l  ^J^ 


I  tanP  X  dx 


tari^x 


und  für  ungerade  p : 
7) 

jp  — 1  |7  —  3       '      p  —  5  I    V       ^  ^ 

Hinsichtlich  der  in  den  Formeln  4)  und  5)  ausgeführten  Inte- 
gration von  einPxdx  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  auch 
auf  anderem  Wege  bewerkstelligt  werden  kann.  Zufolge  der  For- 
mel lä)  in  §.  43  ist  nämlich  für  2n  =  m,  also  für  gerade  m 

=  niQCoamx  —  miC08(rn  —  2)x  -|-  m^cos^m  —  i)x  —  ..... 
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lililn  durch  Multiplikation  mit  dx  nnd  Integration: 

fe  /  sm^x  dx 

( —  \yi^  J  two «m mx         mt  sinjm — 2)x    ,    m28in(m — i)x 

. .  .-f  (-l)*«-l  -^2=i +(-1)1«  «.^  .  \j  4-  C; 

imer  ist  nach  Nro.  14)  in  §.  43  für  2n-f'l=m,  also  ungeradem: 
i                                  (_ i)il('»-l)  2'»~1  sin^  X 
==  ffio  «tn  mo?  —  mi«m(m  —  2)ä  -f-  m^sinCm — 4)a?  — 

ilglich 'durch  Multiplikation  mit  dfj;  und  Integration: 

j  sin^  X  dx 

i    ( —  l)ä('»+l)  ( m^  CO* wiÄ         miCog(fw — 2)a?    .    mgCog(m — 4)g 
f        2»» — 1       (        m  m — 2         "■  m  — 4 

In  ähnlicher  Webe  lässt  sich  die  Integration  von  cos^x  dx 
piitteLst  der  Formeln  11)  und  12)  in  §.  43  ausführen.. 

Das  i^  jNro.  2)  besprochene  Integral  Yon  f  (sin  x^  cos  x)dx  kann 
weh  dadurch  auf  ein  algebraisches  Integral  zurückgeführt  werden, 
dass  man 

10)  .   cosx  =  u,  mithin  mar  =  Vi-— m^,  dx  :=  —  ■  ^  — — , 

Vi  —  M* 

setzt,  wodurch  man  erhält 

!  /  /(sinxy  cosx)  dx  =  —   /  /(vi  —  «^  «)     .' 

Im  Wesentlichen  ist  diesd  Reduktion  von   der  früheren  nicht 
verschieden,  jedoch  dann  bequemer,  wenn  nur  der  Cosinus  vorkommt.  , 
So  hat  man  z.  B. 

r     1      rf^  =  _  r_i_    ^^ 

J  a  -^  b  cosx  J  ^a  -\-  hu  V^i 1^2' 

für  a  <;  J  ist  nach  Formel  10)  in  §.  56  der  Werth  des  Integrales 

==     ^      i  /V6TäV"iT^4-VT^\^rr;\      ^ 

V6«-.a2     ^V^+al/'l+ti— V6  — aVl  — «/  ' 


1 


/r 


I 
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mithin  nach  SubBtitution  von  u  =  cosa  und  nach  einer  kleinen  gqj 
niometrischen  Umwandlung  ^ 

11)        r       ^^        _         1     '  ^  /V'M^  +  V^tonl^X         j 

a  <  5.  ' 

Für  die  übrigen  Fälle  a  =  &  und  a  ^  ß  erhält  man  auf  gleidlj 
Weise  mittelst  der  Formeln  11)  und  12)  des  §.  56: 

-. zTztanUA-C  J 

und  

/da:  2  A   A— 6  \ 

Durch  mehrmalige  Diflerennation  der  Gleichungen  11)  undl! 
in  Beziehung  auf  a  und  b  lassen  sich  hieraus  noch  die  Werthe 
unter  den  Formen 

r  dx  r        x^dx 

J  (a-{-bcosxf'+^  J  {a-\-bcosxf-^^  . 

stehenden  Integrale  ableiten,  wenn  m  und  n  ganze  positive  Zahlen 
sind. 

Kann  man  die  Funktion /(am  .r,coa  er)  so  darstellen,  dass  sie  all 
Funktion  der  Tangente  erscheint,  also  die  Form  ^>{tans£)  annimroti 
so  ist  es  von  Vortheil,  die  Substitution     ,  i 

13)  '       lanx  '=i  t^  also  dx  •==.  - — ; — -  '  \ 

l-f«2  \ 

eintreten  zu  lassen,  denn  man  erhält  dadurch  sehr  einfach 

14)  y  9  {tanx^ dx  =  J  (p  (t)  — 1^ ; 
so  ist  z.  B. 

r      co^x       ^       r      1       ^       r  i     dt  \ 

I  dx  =    I  dx  =   I r-li 

J  acos'^x-^-bBirP'x  J  a^btanf^'x  J  a-f6t^  1+«* 

Bei  ganzen  positiven  m  kann  man  den  Werth  des  auf  t  bezüglicheD 
Integrales  ermitte)n  (Cap.  XI.),  hat  also  nachher  nur  noch  t^=ztanx 
einzusetzen. 


i 
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§.  62. 
F  o  r-t  g  e  t  z  n  n  g. 

I.    Wendet  man  das  Prinzip  der  partiellen  Integration  auf  das 
fefig  vorkommende  Integral 


/ 


8ina 


x'^  ainx  dx 
)  so  erhält  man  sehr  leicht 

/  «"*  sinx  dx  1=  —  x"^  cos X  "{-  m  J  «^"""^  cosx  dx^ 

1  indem  man  dasselbe  Verfahren  wieder  für  das  Integral  rechter 
|nd  benutzt: 

/  .r^     ^  C08X  dx=z x^^^  sinx  —  (m  —  1)  /  x"^"^^  sinx  dx. 

Durch  Substitution  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende  er- 
^t  sich  die  Reduktionsformel 

/  x"^ sinx  dx  =  —  a^cosx  '■\-  maP^^^  sir 

—  m(jn — 1)  /  Ä*'*""^  sinx  dx^ 

ittelst  deren  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  von  derselben 
»rm  zurückgeführt  wird,  in  welchem  der  Exponent  von  x  um  2 
mindert  ist.  Wendet  man  die  obige  Formel  in  dem  Falle  eines 
«uen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an ,  so  gelangt  man  auf 
pea  der  beiden  Integrale 

/  sinx  dx  =  —  cosx  -^  C^ 

I  xsinxdx=:z  —  xcosx  -(-  ««*  -f-  C^ 

m  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist  und  das  zweite  sich  aus 
K).  1)  selbst  für  j»  =  1  ergiebt. 

Lassen  wir  in  Nro.  1)  — m-f-2  an  die  Stelle  von  m  treten  und 
»iuziren  auf  das  Integral  rechter  Hand ,  so  folgt : 
.  Csinx        sinx  cosx 


1  f*  sinx 

~  (!»— l)(m-2)  J  ^=^2     ^• 


'&r  m  =  1  und  m  =  2  ist  die^e  Formel  unbrauchbar  und  es  bleibt 
<um  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  integriren; 
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im  ersten  Falle  erhält  man  mittelst  der  unendlichen  Reihe  für  m 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  thfeilweise  Integration: 

und  nachher  vermöge  der  Cosinusreihe: 

Ccoax  ,  ^  ,    ,  .    x^      .    .       x^ 

Die  Formel  2)  kann  nun  dienen,  um  die  Integrale 

/sinx  r  sinx 

—  dx,  J    —dx,.... 

auf  die  Integrale  in  8)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  x  weder  eine  positive  noch  negative 
Zahl,   so  lässt  sich  derselbe  mittelst  der  Formeln  1)  und  2) 
verkleinern  oder  vergrössem,  man  wird  aber  schliesslich  immer 
Integration  durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen  müssen. 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Inte, 

man  findet  dafür  zunächst  die  Reduktionsformel 

6)  /  «"*  cosx  dx  =  a^  sinx  -f-  ma/"^"^  cosx 

-^  m  (m —  1)  /  x"*""^  cosx  d, 

welche  bei  ganzen  positiven  m  anwendbar  ist  und  zuletzt  auf 
der  beiden  Integrale 

/    cosx  dx  =  sinx  -A-  C^ 

r  \ 

Ix  cosx  dx  r=z  X  sinx  -|-  cosx  ■■}-  C  i 

zurückführt-^  Ersetzt  man  m  durch  —  m-|-2,  so  ergiebt  sich  dura 
ümkebrung  der  Gleichung  4): 

Pcosx   ,  C08X  ,  sinx  ] 

7)  /  dx  =  —   '■ — r  H s  « 

J    s^  (m— 1)«^-^        (m— l)(m— 2)^— ^  ^ 

1  r  C08X 

~  (m-l)(m— 2)  J  a.w-2      '' 

Für  m  =  1  und  m  ==  2  ist  die  Formel  nicht  anwendbar ;  im  erst« 
dieser  Fälle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  angegebene  Reihe,  im  zwa| 
ten  Falle  hat  man  durch  partielle  Integration 


/• 
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Pcosx   _  C08X  Csinx   , 

0  der  Werth  des  rechter  Han^  bsÜDdlichen  Integrales  aus  Nro.  S) 
t nehmen  ist.  —  Die  Gleichung  7)  kann  nun  dienen,  um  die  In- 
grale 

/C08X  Ccoax  , 

^  die  in  3)  und  5)  entwickelten  Integrale  zurückzuführen.  Für 
Mere  Exponenten  von  x  muss  man  jedenfalls  die  Integration  durch 
nhen  bewerkstelligen.  —  Als  Gesammtresultat  dieser  Betrachtun- 
SD  ergiebt  sich,  dass  Integrationen  von  den  Formen 


/  f(jB)  iinx  dx  und    /  /(*)  C08X  dx 


»chlossener  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn  /(^r)  unter  der  Form 
Bx-j-  Cx^  -j-  etc.  steht,  und  dass  sie  auf  die  zwei  Integrale 

B       C 

und  5)  zurückkommen,  wenn/(«)  der  Form  Ä  -| |--j-f-etc. 

lort 

Wir  beschäftigen  uns  noch  mit  den  beiden  Integralen 

P=    f  e^coJ^  ßx  da?  und  Q  =    f  e^'^ain^ßx  dx^ 

denen  m  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnen  möge.   Durch  theil- 
eise  Integration  wird  zunächst 

P  =  coi^ßx  Je^^dx  —  Jdco^ßx  f/'^dx 

=  cofl^ßx h  -^  /  co^'^^ßx  sinßx  dx  «"*, 

pd  wenn  wir  das  Integral  rechter  Hand  kurz  mit  Pi  bezeichnen : 
aP  =  €''^,co8^  ßx-{-mß  .  Pi. 

Ue  partielle  Integration  giebt  ferner ,  auf  Pi  angewendet : 
Pi  =  cofF-'^ßx  ainßx I  d  [coi^-^^  ß x  am ß x']  — 

=  —  e^^co«*"-^  ßx  sinßx 

^  A««  Icoi^ßx  —  (m— 1)  coil^-^ßx9in^ßx'\dx, 

Cr  wenn  man  aifi^ßx^rzl — eoa^ßx  setzt  und  die  einzelnen  Theile 
grirt: 


e^^  co8^^^ 


ßg  di 
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«Pi  Ä  e^^co^-^ßa  sinßa 

—  mßje''^coi^ßaidX"{;(m—V)ßj 

wobei  man  bemerken  möge,  dass  das  erste  Integral  rechter  Bi 
wiederum  P  ist.    Substituiren  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung 
Nro.  d),  nachdem  wir  letztere  mit  a  multiplizirt  haben,  so  ergi< 
sich 

««P  =  ae^coJ^ßx  +  rriße^^cosf^^ßa:  sinßx 

--m^ß^P  +  m(OT—  1)  ß^  Je^'^coi^'-^ßs  da. 

Durch  Reduktion  auf  die  Unbekannte  P  und  durch  Einsatz  ü 
ursprünglichen  Bedeutung  folgt  schliesslich: 

10)  f^coi^ßsdx= "'"^j^^fir^" '•'«^~'  ß' 


+ 


f 


«"*  coi^''^ 


ßx  dxm 


Für  das  Integral  Q  erhält  man  nach  demselben  Verfahren  eii 
ähnliche  Beduktionsformel ,  nämlich: 

11N       r  ax   •  m  o     j           asinßx — mßcosßx    „^    .  m— l  ä 
IV)     J  e'^'^Bin'^ßxdx  :^ '^a^^r^a  "     ^^       ^^ 

W|(to--1)/J2 


+  ":r;  j/;//^""^"^^ 


p47  <fd7» 


Je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  führen  diese  Formeln 
auf  eines  der  folgenden  drei  Integrale  zurück: 


/■ 


MX 


dx  =  —  ««*  +  0, 


a 


12)     ■f^-co.ß.  dx  =  «^<"/^^^+g«»/»^  e«»  +  C, 

18)    y'.-„.„^,^,_^f!!L^^ii££^,«.  +  0, 

von  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist,  das  zweite  und  dritte 
aber  aus  den  Formeln  10)  und  11)  selbst  für  m  =  1  entspringen. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  den  Formeln  12)  und  13)  aus- 
gehen, um  die  vorhin  mit  P  und  Q  bezeichneten  Integrale  in  etwas 
anderer  Gestalt  zu  entwickeln.  Man  wendet  dann  die  Formeln  11), 
12),  18)  und  14)  in  §.  43  für  m  =  /Ja?,  m  =  2n  oder  m  =  2n+l 
an  und  integrirt  die  einzelnen  Glieder:  so  ist  z.  B: 
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^  piriy  *"''  K^")«  CM  2«/J«+  (2nXco«(2n- 2)/S«  +...+  \ (2«) J  d* 


22»-l  *         ^^""^  «2  -f  (2rt5«^ 


_,    .»  .   «C(»(2»  — 2)/?x+/J«n(2n  — 2)/?x 


/< 


pd  ähnlicli  in  allen  übrigen  Fällen. 

AuB  diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  sich  das  Integral 

e^  Fix)  dx 

|!ollstandig  mittelst  der  Formeln  8)  bis  11)  entwickeln  lässt,  sobald 
¥(ß)  in  eine  Reihe  der  Form 

A  -\'  B  ainßx  -}-  ^  **«^  ß^        •  •  • 
umgewandelt  werden  kann. 

§.  63. 

Cyklometrische  Differenziale. 

I 

Enthält  das  gegebene  Differenzial  eine  cyklometrische  Funktion 
tdlein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differenzial  zurück- 
tuf Uhren;  mittelst  der  Substitution 

1)  Aresin X  =  ^,     a  =  sing,    dx  =  cosz  dz 
eihalt  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  /  /(Arcsinx)  dx  =:  j  f^z)  cosz  dz ; 

nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  /  /  {A^ocoB  4?)  da?  = —  /  f{z)  smz  dz  ,     z  =z  Arccosx, 

4)  /  fCAretan  x)  dx  ==       I  f(z)se6^zdz  ,      z  =  Arctartx, 

5)  /  / (Arccot  x)  dx  z=i  —  /  f(js) csd^ zdz  ,     ;?  =  Arccotx. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen  . 

SehUmileh,  Anaiyrti.  17 
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/"««^'•^''^d*  :=     A«*  COBZ  dz 

mithin  rückwärts  für  sinz  =  «;  coaz  =  yl — «*  : 

o/  a«  +  1  ' 

Aaf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  Arcf^  9iniß  d»  und    /  Ar(?'^  coax  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  Torigen  Paragraphen  enti 
ekeln  lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differenziale   von  der  Foi 
f(ß)i>{x)dx^  wenn  ^(a?)  eine  cjklometrische  Funktion  und  /(^) 
beschaffen  ist,  dass  dai  Integral  Yon  f(x)dx  eine  algebraische  Foi 
tion  büdet;  in  der  That  genügt  anter  diesen  Voraussetzungen  dij 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differenziales,  um  sogleich 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen«     Man 
nämlich  für  ^(d?)  =  Arcainx: 

I  Arcain  x  f(x)  dx 

=  Arcainx  1  f(x)  dx  —   /  d Arcainx  I  f(x)dx 
oder 

1)  /  /(x)  Arcainx  dx  =  Arcainx  I  f(jß)dx —  /    yi  /  /(ß)  dx\ 

mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die .  folgenden  Formeln  entwickelbar 

2)  /  f(x)Ärccoaxdx  =  Arccoax  I  f(x)dx^  I     ,  I  /(4p)^*^ 

8)    /  f(x)Aret(mxdx  =  Arctanx  I  f(x)  dx —  /      .     ^    /  f(x)dx^ 

4)    /  f(x)Arccotx  dx  =  Arccotx  j  f(x)  dx-^  1    j^  ^    I  f(x)dx.  • 

So  ist  z.  B.  in  dem  speziellen  Falle  /(v)  =  1  nach  Nro.  1) : 
Ö)  /  Arcainx  dx  =  Arcainx  ,  x  —  /  ,  . 

=  X Arcainx  -f-  V  1 — «*  -|-  Conatj 


X 


und  nach  Nro.  8) : 

dx 

xArdanx  —  ||(l-j^4vf)  -|.  ConaL; 


6)         '    /  Arctanx  dx  =  Arctan x.x  —  /     '^*'_^  x 
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Iberhanpt  allgemeiner  für  /(d?)  =  jj"*""^  : 
^  f^-^  Aresin.  d.  =  fL^TS^t^  _  -^  f^ßM. , 

0  /  «  Arctanx  dx  = /  ^   ,     „, 

*      J  m  mj   l-\-x^ 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 

iven  m  jederzeit  ausführbar  sind. 

"RiTi  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hjX 

nmachBt  nach  Nro.  3) 

-T-T T^Ä 


famer 


=  2  /  — i — -  ,  A —  Ärcsinx. 

Schafft  man  das  Würzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befti^* 
eben  Integrale  weg  (§.  56)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 

\  dx  1        .  «V^T 


/: 


ArcUxn 


i+*f  viz:;^  -  vT  l^rrj.' 

nnd  durch  Substitution  dieses  Werthes : 


/ 


X 


Aresin  X  dx  '=z  —  y\—ä^  Arctanx 


Vi—«« 

.   iy—  «VT 

4- V 2    -4fcton  ,^  —  idrc«^«  +  C 

yi—a?« 

Lässt  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  mnss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Beihen  zu  bewerk- 
stelligen suchen. 


17 


Cap.  XIV. 
Die  Ausmeseimg  der  Linien,  Fläclien  und  Körper. 

S-  64, 
Die  Quadrafur  ebener  Curven. 

ijchon  in  £.  47  haben  wir  darauf  hingewiesen,  d&sa  ein  Integral 
als  die  ebene  Fläche  angesehen  werden  kann ,  welche  naterhalb'Ton 
der  AbscLSsenachae,  oberhalb  von  einer  beliebigen  Cnrre  einfacher 
Krümmnng  nnd  ea  beiden  Seiten  von  ein  paar  beliebigen  Ordinalen 
dieser  Linie  begrenzt  wird;  wir  haben  dies  nun  etwas  näher  auszn- 
fähren. 

Fig.  28.  ^  Figar  28  sei  OJtf  =  x, 

die  FlÄche  Q3fP5=: F(ic)  oder 
auch  kürzer  =  F,  die  Ordinate 
MP  =  y  =/(«))  «*  ist  n«M!h 
dem  Früheren 

mithin  umgekehrt  durch  Integra- 

1)  f  =5  ,//(*) dff  +  (kmtt.  =  j  yds  -\-  Owwi. 

Die  Bedeutung  der  willkflrlichen  Congtante  besteht  darin,  da» 
es  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  ^reicher  Anfangs- 
ordinate QR  aus  die  Fläche  gemessen  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Keclmen  wir  aber  die  Fläche  von 
der  Ordinate  aus,  welche  einer  bekannten  Abscisse  x^  entspricht,  ao 
mnss  für  «  ^  Aq  die  Fläche  f  ^  0  werden ,  und  hieraas  bestänunt 
sich  die  Constante  von  selbst,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden. 
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a.   DieParabeli    Aus  der  bekannten  Gleichung  dieser Curve 
Flg.  29.  y  =  —  =  —  x^ 

q        q 

ergiebt  sich  nach  Nro.  1)  sogleich 

1     x^ 

F= r-  -1-  Const 

q      3 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  der  Para- 
bel au£r  gerechnet  werden,  ist  also  in  Fig.  29 
die  Fläche  OMP  =  F,  so  muss  f  ür  a?  =  0 
auch  F  =:  0  werden;  dies  giebt  0  =  0  -f- 
Const. ,  Also 

2)  F=l^  =  \ty;- 

«  

daraus  folgt  weiter  der  Archimedische  Satz,  dass  die  Fläche  OLP 
=  I  j? y  sein  muss,  wenn  LP^OM  gezogen  wird. 

Cine  elegante  und  später  brauchbare  Erweiterung  des  Theoremes 

2)  ist  folgende.  Man  ziehe  noch  zwei  Ordinaten  M*  P'  und  M**  P*9 
in  den  Abständen  MM'  =  M' M*'  =  «,  so  ist  die  zwischen  der 
ersten  nnd  letzten  Ordinate  enthaltene  Fläche: 

MM*'P"P  =  OM*'P'*  —  OMP 

_  (a?-|-2£)«  _  _£f  _  1    6ay«+12^g  +  8g^ 
~~Tq  3g-^^  q 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

MM**P**P=  ia  1—  -f  4  ^    ^    ^    +  ^-^ — =M- 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  MP^  M*P'  ^  M** P**  mit  y, 
yS  y'S  so  ist  die  vorige  Beziehung  einerlei  mit  der  folgenden: 

MM'*P"P  =  le  (y  +  4y'  +  y'0- 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  Q  legen  wir  ein  neues  Coordi- 
natensystem  parallel  dem  früheren  und  setzen  072  =  &, 

NP=riz=  y-f  J,  N'P'  =  12'  =  y'-h^y  N"P"  =  i2"  =  y"  +  ^ 

80  ist 

Fläche  NN»'P"  P  =  Rechteck  NN"  M**  M  +  Fläche  MM**  P**  P 

=  2£Ä+lfi[i2— Ä-f  4(1^'  — i)-f  1?"  — ^], 
oder  bei  gehöriger  Reduktion 

3)  Fläche  NN**  P"  P  =  1 6  (i^  +  4  iy' + r^**). 

Legt  man  also  durch  drei  Punkte  P,  P',  P",  deren  Ordinaten 
gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  der  Ordinaten- 
achse  parallel  ist,    so    kann  man  die  Fläche  dieses  parabolischen 
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Streifens  ans  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegenseitigen  Entfemi 
berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter  der  Parabel  ei 
aufsuchen  zu  müssen. 

/);    Die  Ellipse,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 

y  = V  a«  —  a?2 

a 

darstellen,  giebt 

F=—  fVa^—ä!^  dx  =  -\\  X  Va2— a;3  +  Ja«ulrc«n  -  1+ Con*t; 

wenn  die  Fläche  von  der  kleinen  Halbachse  aus  gerechnet  wird,  so 
muss  F  mit  x  gleichzeitig  verschwinden ,  also  CkmiU  =  0  sein ;  es 
bleibt  dann 

X 

4)  '  -F=  \xy  -(-  \ahATCSin 

Für  ^  =  a,  y  =  0  erhält  man  die  Fläche  des  elliptischen.  Q^ar 
dranten  =  \ah  .  \n^  mithin  a^sr  als  ganze  Ellipsenfläche.  Itk  4faim 
speziellen  Falle  5  =  a  geht  die  Ellipse  in  einen  Ereis  über  iin4»  'fTif" 
wird  dann  die  Formel  4)  leicht  auf  geometrischem  Wege  und  ^^pwr 
dadurch  prüfen  können,  dass  man  die  über  der  Abscisse  x  stehipiide 
Kreisfläche  in  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  x  xödA  y 
und  in  einen  Kreisausschnitt  zerlegt. 

y.  Die  Hyperbel.  Stellen  wir  die  Gleichung  dieser  Curve 
in  ihrer  gewöhnlichen  Form  dar,  nämlich 

y  =  —   Yx^—a^, 

80  wird 

F=—  fVx^—a^  dx 

=  —  llxVx^—a^  —  la^  ICx-^-Vx^—a^y]  -f-  Const 

Das  Natürlichste  ist,  die  Fläche  vom  Scheitel  an  zu  rechnen, 
Bo  dass  i^  =  0  wird,  wenn  x  =  a;  dies  giebt^ 

0  =  —  l—laU  (a)]  +  Const. 

Hieraus  bestimmt  sich  die  Constante  und  es  kann  nachher  ihr 
Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  werden ;  dasselbe  erlangt 
man  kürzer  durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen,  nämUch 

oder  in  eleganterer  Form 

5)  i.=    .,y_J«M(^-f    -f-). 
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I  d.  Die  Cyclo ide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  18  |[aiif  S.  66) 
jtn  Scheitel  der  Cjcloide  zum  Anfangspunkt  der  Goordinaten,  so  ist 
Be  Qifferenzialgleichung  der  Curve 

Bn  von  derselben  Gebrauch  zu-  machen,  ersetzen  wir  die  Grleichung 
1}  durch  die  folgende 

F  =2:  ya  —    /    a  dy^ 

reiche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

F=xy — ^1  dxV2rx — x^. 

**ig«  80.  Die    geometrische   Bedeutung 

des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 
grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise   CQD  (Figur  80) 

V2r«— aj2  =  (?Q,  also 
da:V2ra  —  x^ 


f' 


==  Fläche  CMQ  +  CoMt. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
F=  ay  —  Fläche  CMQ  +  Oonst. 
Verstehen  wir  unter  F  die '  Fläche  CMP^  so  wird  für  a  =  0 
gleichzeitig  F—  0  und  CMQ  =  0,  mithin  auch  ConsL  =  0,  also 

Fz=z  xy  —  Fläche  CMQ  oder  ay  —  F=  Fläche  CM-Q; 
geometrisch  heisst   dies,    dass  die  Flächen  CFE  und  CMQ   stets 
gleich  sind ;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesachte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  den^n  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y,  etwa 
y  =  —  9(^)^  wird  nämlich  F  negativ  —  —  f^>(jß)dx^  was  auch 
geometrisch. leicht  zu  constatiren  ist  *);   geht  nun  y  aus^dem  ]^ega- 

Fig.  81.  *)  Ein  Rechteck  MM'P'P  (Fig.  81),  dessen  Basf» 

MM'  positiv  und  dessen  Höhe  MF  negativ  ist,  hat 
zur  Fläche  das  Produkt  —  MM' .  M  P,  gilt  also  für 
negativ,  wie  dies  auch  durch  seine  entgegengesetzte 
Lage  angezeigt  wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der  Abscissen- 
achse liegende  Flächen  erstrecken,  weU  eine  Fläche 
unmer  als  Grenze  ein^  Bechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  47). 


2G4  Csp  XIV.    g.  G4.    Die  Quadratur  ebener  Cnirea. 

tiven  ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichseitig  sein  Vorzeichoi 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  F&lle  die  algebraische  SiiniiBi 
der  beiden  über  und  anter  der  Abscissenochse  liegenden  FlächeM 
theile.  Gewöhnlich  will  lasa  aber  die  arithmetische  Sninme; 
diese  erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  b< 
rechnet  und  mit  gleichem  Vorzeichen!  znsammennimmt.  Wählt  nn 
z.  B.  die  durch  dea  Brennpunkt  0  (Fig.  32)  einer  Parabel  aof  de; 
Fig.  32.  ^^^  Achse  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscis- 

senachse,  so  ist  die  Gleichung  der  Parabel 

mithin 


6)  F=\x{^-p)+Con,U, 


und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  -wird. 
isi  Const,  =  0.  Ueber  der  Abscisse  OC  ^  pVB  steht  demna«^ 
die  Fläche 

Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OAB  und  A.OD, 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen ;    i 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  O.a.  =J7; 

Fläche  OAB  =  —  |p»  =  —  | .  05  .  OA^ 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.     Um  die   zvreite;, 
Fläche  ACD  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Flüche  P  Tfota 
Punkte  A  ans,  so  dass  F  {^it  x  ^==  p  verschwindet;  dies  giebt    zar 
Constantenbestimmung  0  ^  —  \p^  -j-  ConaL,  also  i 

für  «  ^  jj  y  3  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ACD^  |y», 
dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,   dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.    Die  ^gebraische  Summe  der  I 
ACD  ist  also  Ifull,  die  arithmetische  Summe  =  ] 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  F 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilei 
berechnet  werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die 
«  :=  2  a  stehende  Fläche  der  Curve 
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y  =  7 —     (b  und  a  positiv) 

[  (a — xy 

mitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Bücksicht    . 

/da  b^      . 

(a  —  a)         a—x    ' 
tf  weil  vom  Anfange  der  Coordinaten  her  i^=  0  wird  für  a?  =  0 : 


■ 

' 

0: 

= 

a 

+  ' 

Oonat^ 

BO 

F 

b^ 
a  — 

X 

b» 
a' 

• 

id  endlich  für 

X 

2a 

« 

F  = 

_ 

i» 

ü 

2*« 

a  a  a 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraus, 
188  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordi- 
ite  y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse 
=r  2  a  liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten 
fheilen,  inden)  y  für  x  =.  a  discontinuirlich  wird  und  zu  x=ia~\-u 
nd  zu  «  =  a — u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte 
fläche  ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse 
r  =  a  —  0  stehenden  Fläche  und  letztere 

_  5«  ^_    I ^ 

~  a  — (a  — 0)  ""    a     ~    •"  ^  ~    a  ' 
Iso  Oberhaupt  imendlich  gross  und  positiv;  daher  ist  auch  F  ==:  oc. 
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Wenn  die-  Gleichung  einer  Gurve  in  Polarcoordinaten  ausge- 

trückt  wird,  so  kommt  es  darauf  an ,  die  Fläche  eines  Sectors ,  wie 

Fiff.  33.  ^*  ^'  -^^-P»  Fig.  33,  zu  ermitteln;  nennen 

wir  sie  S  und  bezeichnen  wie  folgt: 

OF=zr,         OP'  =  r-{-^r, 

so  ist  ^iS  =  der  Fläche  POP*\  gehen  wir 

von  den  Differenzen  zu  den  Diffenrenzialen 

über,  so  gilt  dS  (bis  auf  unendlich  kleine  . 

Grössen  höherer  Ordnungen)  einem  Dreiecke 

^OP'  gleich  und  ist  daher  dS  =  Ir  (r-^  dr)  8in(dti)^  ferner,  weil 
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sinidu)  mit  derselben  Genauigkeit  =  du  isty  dS  =:  ^r  (r-j-dr) 
und  mit  Weglassung  der  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordni 
dr  du: 

1)  dS  =  \r^du,     S  =  \  I   r^du-^-  Conat. 

Die  Constante  ];)estimmt  jsich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  v< 
welchem  Badiusvector  aus  der  Sector  S  gerechnet  werden  soll ;  n( 
nen  wir  Uq  den  Winkel  ÄOX^  welchen  dieser  Anfangs radius 
OJE"  bildet,  so  '^^ird  *S  =  0  für  m  -e=z  mq. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Quadratur  eines  Ellipsensectoi 
indem  wir  den  einen  Brennpunkt  der  Ellipse  als  Anfangspi 
Folarcoordinaten    und    die  Gerade    von  diesem  Punkte, 
nächstliegenden  Endpunkte   der  grossen  Achse  als  Anfang^l 
Badiusvector  ansehen;  die  Gleichung  der  Ellipse  ist  dann 

2)  r  =  P 

1  -(--  a  CO«  ti ' 

wobei  p  den  Halbparameter  (die  Ordinate  im  Brennpunkte) 
die  numerische  Excentricität  <^  1  bezeichnet.     Für  den  Se 
man 

^        ,        /  du 

3)  ^         .    .   I  uu 


S 


=  ^^'/( 


{l-{-£C08Uy 

Den  Werth  des  Integrales   kann  man  entweder  dadurch  findei 
dass  man  die  Gleichung 

— n~ =  ^/  Ärctan  {\/ —rr  tan  iu) 

in  Beziehung  auf  a  differenzirt  und  nachher  a  =  1,  6  =  s  setzte 
oder  auf  die  Weise,  dass  man  die  Differenzialformel  algebraisch  un^ 
rational  macht.     Hierzu  dient  die  Substitution 

1— a?3  2ar 


C08U 


sinu  du  = 


Aada 


sinu 


(1 +««)»' 


du  = 


2  da 


mittelst  deren  man  erhält 

d 


J  ClA-6C08Uy  J   I 


(l-(-*^)^* 


(1  +  6co5m)3  J  [(1-|-£)-(_(1  — 6)a?«p 

~    1— «o/    " 


[(!  +  «)  +  (!  ~«)^2P 


l—sj  ( 


dx 


__JLL.  f 


da 


die  Integration  hat  nun  keine  Schwierigkeiten;  führt  man  sie  au« 
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d  setzt  nachher  für  x  seinen  Werth,  nämlich  tan  }u,  so  ergiebt 

I  Werth  des  in  Nro.  3)  vorkommenden  Integrales  und  mithin  wird 

I  keine  Constante  hinzuzufQ^en  ist,  wenn  der  Sector  S  von  der 
chse  an  gerechnet  wird,  also  mit  u 
ig  verschwinden  mnsd.  Man  kann 
a  Formel  eine  sehr  elegante  G-estalt 
wenn  jnaap  durch  die  grosse  Halb- 
lusdrückt  und  einen  neuen  Winkel 
t,  welcher  dadurch  entsteht,  dass  die 
MF  (Fig.  84)  verlängert  wird,  bis 
it  a  beschriebenen  Kreis  in  Q  schnei- 
2  mit  dem  Mittelpunkte  0  der  El^ 
;  =  to  ist  nämlich 
a  cosia  —  ae  =  r  cosu, 

hr  wegen  a  =y  :  (1-^«^  und  vermöge  des  Werthos  von  r 


1  — e»  1  +  ECOSH 

Aus  dieser  Beziehung  zwischen  lo  und  u  leitet  n 
»ch  folgende  Gleichungen  ab  : 


1  —  B  cöiv)  1  —  scosw 

/m, 

attelst  deren  die  Formel  S  in  die  folgende  übergeht: 

S  =  \a^  Vi— B»  (w  — £  «i««.), 
der  endlich,  weil  a  V^l—c^  die  kleine  Halbachse  *  der  Ellipse  be- 
btet: 

.)  S  =  iai  (»"£«■««.), 

•00  welcher  Formel  in  der  Theorie  der  Planetenbewegung  eine  An- 
rendnng  vorkommt. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  der  krummen  Linie  sprungweiee 
nnerhftlb  des  zn  qnadrirenden  Sectors,  so  besteht  letzterer  aus  zwei 
jetraDnten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu  berechnen  sind. 
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Nähernngaweiae  Quadraturen. 

Unter  Yoraus^etiinng  rechtwinkliger  Coordmaten  sei  in  Fig.  3 

AB  die  Baaia  einer  Fläche,   OM  =  x,  MP  =  y,=  /(x);  theil» 

pjg  j5  wir  AB  in  eine  beliebige  Änzal 

etwa  m ,  gleicher  Theile  und  ä 

hen  durch  Jeden  Theilpaakt 

Ordinate,  so  zerrsUt  die  Fläc! 

ÄBDC  in  mStreifen,  welche  b 

berUQgaweise  a\i  Rechtecke  g< 

ten  können,  sobald  m  eine  groti 

Zahl  iat.  Bezeichnen  wir  die  0 

.,  dinaten  derReihe  nach  mit  jro,j 

Vf  ■  •  •  Vm^  den  mten  Tbeil  vi 

AS  mit  S  und  die  Flache  ABDC  mit  F,  so  erbalten  wir  die  oi 

rangsweise  richtige  Gleichung; 

1)  J^"  =  «  ö«  +  yi  +  y>  +  .  ■ .  +  y™-i). 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  erreicht  inan  dadurch,  dai 
man  die  einzelnen  Streiren  als  Trapeze  berechnet,  vraa  darauf  hii 
auskommt,  die  m  einzelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  gerade  Ji 
nien,  mithin  den  Bogen  seibat  ala  gebrochene  Linie  anzuaehen 
giebt 

F=  {'»•  +  »■  +  ä »'+»■  + +  ä  ''"-'.^"'"'  ,  ^ 

oder  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  | 

2)  i^=  8  (i yo  +  si  +  Ja  +  .  . .  +  y™_i  +  |y^). 

Bedeutender  wird  die  Annäherung,  wenn  man  sich  die 'einzel 
nen  Stücke  dea  Bogena  CPD  ala  krumme  Linien  nnd  zwar  am  ein 
fachsten  als  parabolische  Bögen  denkt.  Dass  eine  solche  Voraua- 
Setzung  keine  Unmöglichkeit  in  sich  schliesst,  sieht  man  auf  folgend« 
Weise.  Wenn  überhaupt  drei  Punkte  |i;,  |'ij',  |"i;"  gegeben  sind 
und  die  Gleichung 

y^ß   =— ^  I 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Farabel  bezeichnet,  deren  Ächae  der 
Ordinatenach^e  parallel  ist,  so  wurde  diese  Parabel  durch  jene  drei- 
Punkte  gehen,  wenn  die  Gleichungen 
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,_^  =  __^  ^_^  =  ___,     ,"_/?= _ 

jisaminen  stattfänden;  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  Bezie- 
mg  auf  a,  ß  und  q  liefert  aber  reelle  Werthe  für  dieselben  und 

fer  ist  es  jederzeit  möglich ,  durch  jene  drei  Punkte  eine  Parabel 
genannten  Art  zu  legen.  Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an, 
lern  wir  uns  durch  je  drei  Theilpunkte  des  Bogens  CPD  eine 
Icabel  gelegt  denken,  wobei  m  eine  gerade  Zahl  =  2n  sein  mass, 
t*  können  wir  die  Fläche  jedes  parabolischen  Streifens  nach  Formel 
in  §.  64  ermittein  und  erhalten 

F=z  \8  (yo+4yi+y2)  +  i« (y^+^yz-^yd  + 

kr  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

f        i^=i«{yo  +  y2n 

+  4  (yi  +  ys  4-  ys  -f +  y2n-l) 

+  2  (ya  +  y*  +  ye  + +  ^211-2)  }  ^ 

liehe  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson' sehen  Regel.be- 
limt  ist  und  schon  bei  massig  grossen  n  sehr  genaue  Resultate 
^ert. 

t  Diese  näherungsweisen  Quadraturen  enthalten  zugleich  die  nä- 
Dgsweise  Berechnung  beliebijger  bestimmter  Integrale;  denn  die 
he  AB  D  C  ist  nach  §.  47  dem  bestimmten  Integrale 


ff(x)  dx 


leich,  wenn  man  OÄ'=:ja^  OS=h  setzt ;  man  kann  daher  die  Formeln 

),  2)  und  3)  unmittelbar  anwenden  und  zwar  ist  dabei  8  = 

m 

^Vo^  yii  yß^  •  •  •  sind  die  Werthe  von  /(«) ,  welche  den  Werthen 
==  a,  a  -f-  Ä,  a  -j-  2  tf ,  .  .  .  entsprechen,  nämlich  yo  =  /(a), 
i=/(«+^^  ya  =/(«  +  2Ä)  u.  s.  w.  *). 

Die  Rektifikation  der  Curven. 

I.  Für  eine  ebene  Curve,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  anady 
ezogen,  gilt  nach  §.  17,  Nro.  4)  die  Relation 

ds  =  Ydx^  -f  dy^  =  da  ]/  1  +  V^J^ 


*)  Man  yerglddie  hiennit  §.  78,  I. 
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in  welcher  da  das  Bogendifferenzial  bedeutet;  für  den  ganzen  Bo( 
6  ergiebt  sich  hieraus  die  Bektifikationsformel : 

Die  willkürliche  Constante,  welche  dem  Integrale  beigefügt  T^eri 
kann,  findet  ihre  Bestimmung  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  w< 
chem  Anfangspunkte  aus  der  Bogen  gerechnet  werden  soll ;    h< 
Xq  die  Abscisse. dieses  Punktes,  so  muss  s  =z  0  werden  f ür  d?  = 
Will  man    sich  polarer   statt  rechtwinkliger  Coordinaten   bedi< 
80  ist  nach  §.19  Nro.  8): 

ds  =  V r^ du'i -^  dr^  =  du  y/r«  +  (^\^ 
und  mithin  durch  Integration: 


2) 


8 


=  /-\^^^ 


WO  sich  die  Integralconstante  durch  die  Polarcoordinaten   des 
genanfanges  bestimmt. 

a.    Für  die  Parabel,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 
darstellen,  ergiebt  sich  nach^ro.  1): 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  somius  «  =  0  -werd« 
für  «  =  0;  man  hat  demnach 

mithin  durch  Elimination  der  Constante: 

8) 

p  '  '-     \  P 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  diese  Rektifikation  der  Parabel  mit  der 
Quadratur  der  HTperbel  zu  vergldchen.  Constmirt  man  nSmlicli  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Halbachse  p  und  nimmt  die-  Neben- 
achse derselb^i  zur  Abscissenachse,  so  ist  die  Gleichung  der  Gurre 

y«  —  «2  =  p2  oder  y  =  Vjp^-f-^*; 
mithin  die  Fläche  derselben 


, = I  ^  VpH^^^yi  (--\-VpH^y 
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»bei  für  ä  =  0  auch  F=  0  werden  muss,  wenn  die  Fläche  von  der 
lldinatenaehse   ab  gerechnet  wird ;    mit  dem  -  Vorigen  verglichen, 

lebt  dies 

I  F 

i  8  =z  —  oder  Ft=z  ps" 

^  P 

b  Relation  zwischen  dem  Parabelbogen  über  a  und  der  über  dem- 
|ben  j?  stehenden  hyperbolischen  Fläche.  —  Man  wird  übrigens 
peht  bemerken,  dass  sich  jede  Rektifikation  einer  ebenen  Curve 
Dreh  ähnliche  Bemerkungen  auf  die  Quadratur  einer  anderen  Curve 
itrückf Uhren  lässt  und  zwar  ohne  vorherige  AusfÜh|:ang  der  Inte- 
ntion. 

ß.    Die  Ellipse.    Aus  der  Gleichung 

I  «  =  — Va« — X» 

•  a      . 

iialt  man  ohne  Mühe  die  folgende : 

)rin  6  die  numerische  Excentricität  V  a^  —  b^:  a  bezeichnet.  Da 
postulirte  Integration  in  geschlossener  Form  nicht  möglich  ist, 
stellen  wir  8  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Zunächst 
ilringen  wir  den  in  §. .  65  benutzten  Winkel  MO  Q  =  w  wieder  in 
lechnung,  d.  h.  wir  substituiren 

X  =z'aco8w^    dx  T=z  —  asinwdv)^ 
roTaus  sich  ergiebt: 

1  8^=1  — a  I  dwV  1 6^C08^W^ 

-  •  •     , 

bid  weil  sco8w'eia  echter  Bruch  ist: 

s= — al  dw\l  —  Is^CDS^w — -r— jß*coa*w — |. 

)ie  Integration  der  einzelnen  Theile  ist  hier  sehr  leicht;  denn  man 
ttt  aach  §.  43^  Formel  11) 

/  co^^wdw 
^^P^y* j  i  (2n)n  +  (2«)„_1  C05  2  «;  4- (2n)n-2  <^^*  ^« 

mithin  ist 
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8 


+  2;j«*-2i(|-^2W+i-4i«n2«?-f-i.4oÄm 


+ 


Die  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  giebt  ein  Resultat  v^ 
der  Form 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt. wurde: 

'^  =  x-K!)'.'-<i^)'..-<|^)V-.... 


5)         (^2  =  1«^+ TT  «*+•.-. 


1^ 

4.8 


A  = 


«*+ 


8.8.4 

um  dieConstante  zu  bestimmen,  rechnen  wir  den  Bogen  8  vomEnJ 
plmkte  der  kleinen  Halbachse  aus;  es  ist  dann  8  =  0  für  a  = 
d.  h.  für  w  =  |3r,  mithin 

0  =  Const  —  4)"5"9 

folglich  durch  Elimination  der  Constante : 

6)  8=a[AQQyt — w)-\'Ä2sin2w'\'Ä^8in4:W'j-...J], 

Für  1(7  =  0  folgt  die  Länge  des  elliptischen  Quadranten  =  a^|: 
oder: 

7,    Q  =  |..j .  -  !©•  ..-i(M)V-i(iM.)V-.. ..(; 

y.    Für  die  Hyperbel  ist  die  Rechnung  sehr  ähnlich;  aus  d( 
Gleichung 

y  =— Vä2  —  ä« 
a 

erhält  man  nämlich ,    wenn   s   die  Excentriciföt  Va^-j-t*  :  a  be- 
zeichnet: 


5 


-P-^/^' 


oder  für  «  = 


C08U 


8 


/du     /*  >  ni. .    . ,  /*  c?M       / 


C0«2tl 


£2 


..^^^-y  ,^^— ».. 


w 
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«r  >^  .  /-\  •  CÖ8U 

wegen  a  >  1  ist^ier  Quotient  ein    echter   Bnioh    und    man 

bnn  daher  eine  Reihenverwändlung  vornehmen;  sie  giebt  » 

^         r  du    i         j       cos^u      1      cos^  u  } 

*"~  ''V  ^^^  \        '         P"TT.  "7^^         i' 

pd  durch  Integration  der  einzehien  Glieder  gelangt  man  zu  einem 
Ptesnltate  von  der  Form: 

I  8 

—  =  Const-f- e  tanu  —  BqU — B^  sin  2u  —  B4  sin 4w  — , 

Irorin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

;^=|[*+iö)p+'(o)'^+ ] 


1^    1     .      1     1 
32 


*         32  «3  "*"  6*  e^  "* 


^^  =  512"F  + 


Rechnen  wir  den  Bogen  8  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,   so 
ird  s  =  0  für  ^  =  a,  d.  h.  fiir  «  =  0;  es  ist  also  Const,  =  0 
id 
I)     «  ==  a  [^Btanu — BqU  —  B2sin2u — B^siniu  — ]. 

ie  Verlängerung  der  zum  Endpunkte  des  Bogens  gehörenden  Or- 
linate  schneidet  von  der  Asymptote  ein  Stück  ab,  dessen  Grösse  z 
Leissen  möge,  und  es  ist 

_  Va^-^b^     _        _    as 

Z  '         '        '   '  ■  vB    ^113    Cm«    m3    •— ^— —  ^ 

a  cosu 

ie  Differenz  zwischen  diesem  Stücke  und  dem  darunter  liegenden 
gen  ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Werthe  von  z  und  5,  nämlich 
,  1  —  sinu  ,0       I     T>     •  0      I 

cosu       ' 
Lässt  man  x  unendlich  werden,  wobei  coiu  =i  0  mithin  u  =  l^i 
wird,  so  wachsen  zwar  z  und  8  ins  Unendliche ,  ihre  Differenz  aber 
nähert  sich  einer  endlichen  Grenze ;  denn  man  erhält  Lim  (z  —  s} 
=  aBo\x^  oder 

-"-«>=r:l'+!(D7.+!(if-0'?+-- 

8.    Die  Cycloide.    Der  Scheitel  der  Curve  sei  der  Anfangs- 
pxmkt  rechtwinkliger  Coordinaten  (wie  in  §.  17);  es  ist  dann: 

10)      8  =  Jdä!\/l-{~^  =  Vir  J^  =  2  VIT^. 

SclUOinilch,  Analysis.  IS 
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Rechtten  wir  den  Bogen  gleichfalls  vom  Scheitel  aus,  so  ist  kei: 
ConstaDte  hinxu^uf Ugeo ,  weil  a  mit  x  gleichzeitig  versch^indi 
niuss.  Für  2  :=:  21*  folgt,  dass  die  obere  Hälfte  der  C^ycloide  de 
vieifiMiheii  Halbmesser  des  erzengeadea  Kreises,  also  die  ganze  C; 
cloide  dem  Achtfachen  dieses  Radius  an  Länge  gleichltoiniiit. 

II.    Für  Curven  doppelter  Krümmung  ist  nach  Nro.  5)  in  §.  i 

ä,=  \ä,'+äy+,.^  =ä.  v/i+(S)"+(|f)'; 

mithin  durch  Integrati( 
11) 


=/-v'-+fö)'+(0. 


wobei  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  DiRerenzialquotii 
den  beiden  Gleichungen  der  Curve  zu  entnehmen  sind.  Die  B« 
atlmmung  der  Integrationsconstante  geschieht  wie  früher  dadurcl 
dass  man  eine  Abscisse  x^  festsetzt,  für  welche  der  Bogen  in  Nu] 
übergeht,  d.  h.  sich  auf  seinen  Anfangspunkt  reduzirt. 

Beispiebweise  betrachten  wir  die  Xjii 
Fig.  SC.  welche    den  Durchschnitt  eines  vertikal  at^ 

hendea  parabolischen  und  eines  horizontale! 

cyoloidischen  Gylinders  bildet,  Fig.  36; 

sei  nämlich 


ät /tr — s 

dx~\        1      ' 
wobei  a  die    Entfernung    des    Brennpunkte 
der  Parabel  vom  Scheitel  bezeichnet,  so  win 


oder :  

12)  «==  2V{a4-2r)i  =  2  V^SGa+r)«, 

wobei  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  wenn  der  Bogen  im  gemein- 
schaftlichen Sclieitel  C  der  Parabel  CP  A  und  der  Cycloide  CF"E 
anfangen  soll.  Die  geometrische  Bedeutung  des  gefundenen  Werthea 
von  i  wird  man  durch  Vergleichung  mit  der  Forme]  10)  leicht  er~ 
kennen. 
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§.  68. 
Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

^  Bereits  in  §.  2  haben  wir  gesehen ,  dass  der  Differenzialquo- 
fient  eines  Volumens,  genommen  in  Beziehung  auf  eine  Coordinate 
t,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  bezeichnen  wir  also  ein  Vo-' 
buDen  mit  F,  den  durch  den  Endpunkt  von  a  senkrecht  auf  die 
llchse  der  x  gelegten  letzten  Querschnitt  desselben  mit  Q,  so  gelten 
Üe  Gleichungen: 

P  d  V=  Qda^        V  =    ftlda  -f  CönsU, 

|[e  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  wei- 
ter auf  der  x  Achse  senkrechten  Ebene  aus  das  Volumen  gerech- 
let,  für  welchen  Werth  von  x  also  Fin  Null  übergehen  soll.  Als 
^ispiftl  mag  die  Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a.    Das  EUipsoid.      Die  Gleichung    dieser   Fläche    ist   be- 
kanntlich 

;      .  (7)'+(i)'+(7;-'.  .     • 

^er  Querschnitt  am  Ende  Yon  a  senkrecht  zur  a  Achse  gelegt,  bil- 

L  .  ^   \} " 

Äet  bekanntlich  eine  Ellipse  ^  deren  Halbachsen  —  y  o^  —  d?2    und 


!  -  a 

c 

a 


•^y  a^  —  a?2  sind,  deren  Fläche  mithin  ist : 


«2 


J^ach  Nro.  1)  jvird  nun: 

h 

—    rnr    . .  ^    ^    _ 

,2^^   •"  8 


2)  V=  Tt  ^(a2a?  —  Iät»), 


wo  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  wenn  da«  Volumen  von  der 
Ifz  Ebene  an  gerechnet  wird,  d.  h.  för  j?  =  0  verschwinden  muss. 
Die  Formel  2)  giebt  das  Volumen  einer  Zo^e ,  welche,  vom  Mittel- 
punkte des  Ellipsoides  aus  auf  der  x  Achse  gerechnet,  di^  Dicke  a 
besitzt.  Für  x  =  a  geht  dieselbe  in  das  halbe  EUipsoid  über 
=  I  ar  a  &  c ;  das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides  ist  demnach 
^Ixabc.  Ist  c  =  5  <[  a,  so  erhält  man  ^otab^  für  den  Inhalt 
des  gestreckten  Botationsellipsoides,  c  =:  a  "^  h  giebt  ^Ttä^h  als 
Inhalt  des  abgeplatteten  Botationsellipsoides,  fiir  c  =  h  =  a  end* 
lieh  ergiebt  sich  das  Volumen  einer  mit  dem  Halbmesser  a  beschrie- 
benen Kugel. 

18* 
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ß.    Das  einfache  Hyperboloid,  dessen  Gleichung^ 

•         -(7)*+(f)+(7)"  =  '  • 

h  ^j f— 

sein  möge,  hat  zum  Querschnitt  eine  mit  den  Halbachsen  —  V  al^-f-x^ 

und  — K  a2_j_ay2  beschriebene  Ellipse,  daher  ist: 
a 

3)       V=  Jn  ^  (a2  +  x2)  d[«  =  Ä  ^(a^Ä+l^s), 

wo  keine  Constante  beigefugt  werden  darf,  wenn  wir  das  Volumen  ( 
von  der  y  x  Ebene  aus  rechnen.  Für  a  =  a  ergiebt  sich  das  be-  ' 
merkenswerthe  Resultat ,  dass  die  Zone  von  der  Dicke  a  mit  einem 
aus  den  Halbachsen  a,  &,  c  beschriebenen  EUipsoide  gleichen  Inhalt 
besitzt. 

y.    Das  getheilte  Hyperboloid,  dessen  Gleichung  in  der 
Form 

dargestellt  werden  kann,  hat  zum  Querschnitt  eine  aus  den  Halb- 
achsen — Va?2 — a2  und   — yx^—ä^  beschriebene  Ellipse,    welche 


b  1  /  c 

^  aß^a?'  und   - 
a  a 

für  0?  <  a  imaginär  ist;  daher  wird 


V—    I   X  A  («^  —  a^  dx=x  -^^  fi«3— a2-p)  M  Const. ; 

rechnen  wir  das  Volumen  F  Vom  Scheitel  der  Fläche  aus ,   so  wird 
F=  0  für  ^  =  a,  mithin  0  =  —  |a&c-|-  ConsL  und: 

4)       ,  F=Ä^Q^3_a2a?+|a8). 


«2 


Die  Formel  giebt  jetzt  das  Volumen  einer  Kapp'e  von  der  Höhe 
»  —  a ;  für  j;  =  2a  erhält  man  das  bemerkenswerthe  Resultat,  dass 
die  Kappe  von  der  Hohe  a  gleichen  Inhalt  mit  einem  ans  den  Halb- 
achsen a^h^  c  construirten  EUipsoide  besitzt. 

d.    Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 


r2  z. 


und  der  Querschnitt  ist   eine    Ellipse   aus    den  Halbachsen  V  2/?«  ] 
und  V  25a?,  mithin: 

5)  F=    /  23rV^  X  dx-sz.  nV^qx\ 

und  zwar  bedarf  es  keiner  Constante,  wenn  man  das  Volumen  vom 
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Scheitel  aus  rechnet,  F  also  den  Inhalt  einer  Kappe  von  der  Hohe 
a  bedeuten  soll. 

£.     Das    hyperbolische     Paraboloid     mag    durch    die 
Gleichung 

P  ^ 

charakterisirt  werden;  der  in  der  Entfernung  «  senkrecht  zun  or  Achse 
gelegte  Querschnitt  ist  eine  Parabel,^ von  welcher  die  ay  Ebene  ein 
begrenztes  Stück  abschneidet;  betrachten  wir  nur  das  über  der  ay 
Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  Q  jenes  Stück  imd 

Imithin: 


[und  es  bedarf  hier  keiner  Constante,  wenn  V  mit  a  gleichzeitig  ver- 
iBchwinden,  V  also  den  Inhalt  des  Raumes  bedeuten  soll,  welcher 
nach  unten  von  der  xy  Ebene,  seitwärts  von  dem  genannten  Quer- 
i  schnitte  und  oberhalb  durch  die  sattelförmige  Fläche  begrenzt  wird. 
Stellt  man  V  in  der  Form 

«  ^ 

r     —    s  »  SS  •  ^      *  *^  \  /     "~~ 

^     2p    y  p 

idar,  so  wird  man  die  geometrische  Bedeutung  des  Ausdruckes  leicht 
erkennen.  ^  . 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfiäche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  x  Achse  entstanden  ist ;  der  Querschnitt  Q  bildet  hier 
einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Badius  hat,  und  wenn 
wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörige  Ordinate  wie  gewöhnlich  mit  y 
bezeichnen,  so  wird  aus  der  Formel  1)  die  folgende: 

7)  F  =  :nr    fy^  dx  -f-  Const,^ 

deren  Anwendung  leicht  genug  ist. 

Im  Allgemeinen  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Rau- 
mes jederzeit  zwei  Integrationen;  die  eine  dient,  um  vorerst  den 
Querschnitt  Q  zu  ermitteln,  die  zweite  leitet  hieraus  das  Vo- 
lumen V  her;  diese  Bemerkung  Hesse  sich  auch  in  die  Zeichen- 
sprache der  Analysis  übertragen,  indem  man  F  unter  der  Form  ei- 
nes Doppeüntegrales  darstellte,  doch  versparen  wir  das  Nähere  hier- 
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Über  bis  dahin,   wo  von  den  mehrfachen  beMimmten  Integralen  ood' 

ihrer  geometrischeD -Bedeutung  die  Rede  sein  wird. 

§.  69. 
Die  ConiplanatioD    der  Flächen. 

Wenn  nicht  besondere  Umstände  die  Aufgabe  vereinfacheD ,  so 
erfordert  die  Inhaltsbestimmung  einer  gekrünunten  Fläche  im  All- 
gemeinen eine  doppelte  Integration,  2u  deren  AusführuDg  oftmal« 
besondere  EunstgrilTe  nötiiig  sind;  wir  beachäßigen  uns  daher  vor- 
läufig nur  mit  der  Complanation  solcher  Flächen,  bei  welchen  mit 
einer  einfachen  Integration  auszukommen  iat. 

I.    Die  Cylinderflächen.    In  Fig.  »7  Bei   OM  =  x,  MF 
=  y,  3fQ  =  PS  ^  s,  femer  i  =  ^(s)    die  Gleichung  der  Leit- 
Yif.,  87  linie  SQJ  eines  horiiiontal  parallel 

zur  Achse  det  y  liegenden   CyUn- 
dera  und  y  =  <p(x)  die  Gleichung 
der    Leitlinie    CPB    eines    vertikal 
stehenden    Cylindera ;   beide    Cylin- 
derflächen   durchschneiden    sich    in 
der  doppelt  gekrümmten  Linie  ffZi, 
und  es    entsteht  zugleich    auf   dem 
horizontalen  Cylinder  eine  begrenz- 
te Fläche  HKSQ,  deren  Grdase/ 
ermittelt  werden  soll.     Lassen  wir 
X  um  dx  wachsen,  so  nimint  /um 
einen  Streifen  d/zu,  der  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann, 
von  welchem   QU  :=  MP^  y  die  eine  Seite   und  QQ',  das  Bo- 
gendilTerenzial  der  Linie  HJ,  die  andere  Seite  ausmacht;  der  hier- 
bei begangene  Fehler  (nämlich  die  dreieckige  Fläche,  welche  von 
einer  Linie  durch  R  parallel  zu  QQ*  abgeschnitten  wörde),  besteht 
nur  aus  Grössen  zweiter  und  höherer    Ordnung  und  fallt  deshalb 
weg;  so  iat  nun  für  HCl  ^  s: 

Als  Anwendung  hiervon  geben  wir  die  Berechnung  der  cylindrischen 
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Gewölbflächen,  lUrtrelctie  die  Linie  HQJ  die  aogenannt«  WölbuDga- 
eoTTe  ist. 

a.  Kreiaförmiges  Kloatergew5tbe.  Es  aei  in  Fig. 38 
die Wölbungelinie  HQ-l  ein  Stück  eioes  Kreises,  der  Halbmesser  des- 
aeiben=:r,  ferner  die  halbe  Spannweite  OA=^ai  der  Pfeil  OH=k, 
AB=  6,  femer  in  Fig.  39  OE  =  g,  O'E  ^  k,  so  iat  die  Glei^ 
ehung  der  Wi^lbungscurve 

z  =  —  9-\-  Yr^  —  (..v+k)\ 
Fig.  S8.  Fig.  39. 


woraus  man  findet 


K'+(ir 


-(«+i)3 

der  Bogen  «  wäre,  wenn  wir  ihn  des  Folgenden  wegen  anmerken : 

r  dx 


-f-v 


Vr.-(,+l,).- 

Die  Horizonlalprojektion  des  Gewölbgrathea  BRH  bildet  eine  Ge- 
rade ,  deren  Gleichung  y  ^  —  x    ist,    und    man  hat    daher    nach 

br     r  adx 


_  ir     r     («+l!)J.  ■     _  bt    r  rd, 

"  J  Vr'— <»+4)i  ■>  ./   Vi-=— (i+i)' 

=    _  ^  Vr> -(«+*)•  —  -  ,  +  Con.1. 
FQr  I  =  0  wird  /  ^  0  und  «  =  0 ,  mithin 

0  = ^  W«  — is-f-  Conal., 

uDd  durch  WegschatTung  der  Constante: 
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Da  es  weniger  auf  die  Fläche  HClB=f^  als  vielmehr  auf  die 
Fläche  ABH  ankommt,  so   setzen  wir  ^  =  a,  wobei  AB H  :=^ 
und  der  Bogen  AH  =  S  sein  möge;  w;ir  erhalten  so: 

Aus  Fig.  39  erkennt  man  leicht  die  geometrische  Bedeutung  der 
eingeklammerten  Differenz;  sie  ist  Ä  =-(-  gf  —  g^  imd  so  hat  man  die 
elegante  Formel: 

2)  F=^(kr  —  ks\ 

wo  a,  b^  h^  k^  r  unmittelbar  bekannt  sind  und  der  Bogen  /S  leicht 
genug  berechnet  werden  kann«  Für  Stichbögen  wird  k  =  0  und  die 
.Formel  dadurch  einfacher ,  bei  gothischen  Bögen  ist  g  =  0 ,  doch 
giebt  dies  keine  Abkürzung,  weil  g  in  der  Gleichung  2)  nicht  vor- 
kommt. 

ß.  Elliptisches  Klostergewölbe.  Ist  die  Wölbungs- 
linie HQA  ein  Ellipsenquadrant,-  dessen  Halbachsen  a=^  OA  und 
h  =  OH  heissen  mögen ,  so  ist 

—  a 

und  im  Uebrigen  wie  vorhin  y  =  —  a.     Hinsichtlich  des   ds  sind 

zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  a  ^  ä  oder  a  <^  h^  das 
Gewölbe  also  ein  gedrücktes  oder  ein  überhöhtes  ist ;  im  ersten  Falle 
hat  man 


-V '+(!)' =K^äES^.'  =  V^ 


— ;ä2 


und  im  zweiten  Falle 


mithin  entsprechend  diesen  zwei  Fällen : 

/  =  7/'  -Via?. 

Mittelst  der  Substitution  a^  —  x^  =  «2  ^2  verwandeln  sich  diese    ' 
Gleichungen  in  die  folgenden: 

\ 


.f  =  —  ab  j  du  Vl  —  s^-^e^u^, 
f=—  ab  J   du  V  1  +  A2  — A2mS  ' 
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■d  hier  ist  die  Integration  ohne  Schwierigkeit  ausführbar.  Be- 
timmt  man  die  Constante  so,  daas  /  für  «  ^  0  verschwindet,  und 
ttxt  nachher  :b  ^  a,  so  erhält  man  für  die  Fläche  ABffA: 

•f.  Kreuzgewölbe  bestehen  bekanntlich  aus  den  Stucken, 
Rlche  übrig  bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Elostergewölbe  von 
^  Flächen  vollständiger  Tonnengewälbe  abgezogen  werden;  ist 
,B.  in  Fig.  40  AB  HA  ein  Theil  von  einem  Klostergewölbe  und 
\BKH  ein  vollständiges  Tonnengewölbe,  so  ist  der  Rest  £^£ 
n  Stück  von  einem  Kreuzgewölbe,   dessen   übrige  Stücke  diesem 

tweder  congruent  oder  auf  ganz    ähnliche  Weise  entstanden  sind. 

Michnen  wir  die  Fläche  BUK  mit  i^,  ABH  mit  F,  die 
bige  der  Wolbungscurve  mit  S ,  und  A  B  mit  6 ,  so  ist  in  jedem 

F*-  =  bS  —  F, 
I  für  P  einen  der    früheren  Wertbe  zu  snbstiUiiren  hat. 

Fig.  40.  P'g*>- 


n.  Umdrehungsflächen.  Eine  ebene  Curve  KQQ', 
ig.  41,  deren  Gleichung  s  =  ^(x)  sein  möge,  werde  um  die 
ichse  der  x  herumgedreht  und  die  entstandene  Fläche  durch  einen 
ertikalen  Cylinder  geschuitten,  dessen  Leitlinie  SPP'  die  Glei- 
hing  jr  =  ip(iB)  haben  soll.  Die  gebildete  Fläche  KDBQ  heisse 
I  so  entspricht  der  Aenderung  ds  eine  Flächenänderung  df 
=  QQ'£'if,  deren  Betrag,  abgesehen  von  nnendlich  kleinen  Grössen  , 
5herer  Ordnungen,  mit  dem  Inhalte  eines  Rechtecks  aus  den 
Wien  QB  und  QQ'  übereinstimmt.  Aus  der  Natur  der  Umdre- 
nngäfläche  folgt  aber  MQ  =  MB,  ferner 
MP 
'  MB  ' 
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^  QMB  =  ArcHn  — , 

und  da  QB  ein  mit  dem  Halbmesser  3fQ  beschriebener  KreUbo 
gen  ist: 

QB  =  z  Aresin  ^.  . 

Für  die  andere  Seite  QQ'  des  betreffenden  Rechtecks  hat  man       ^ 


««■-^•lA+lT 


=/'**fV^W' 


1 

nem  Engel 
en  Gewölbd 
■■  ist  hier  ein 


Durch  Substitution    der  Werthe  von  Qfinnd  QQ*  in  die  Gld 
chung  df  =  QB.QQ'  und  durch  naehherige  Integration  folgt  n 

6)  /■■ 

Als  Beispiel  diene  die  Bestimmung  der  Fläche  von  einem 
Pi„  42.  gewölbe   (böhmischen 

Die  Umdrehungsfläche 
Kugellläche,  deren  Mittelpunkt  cN 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  uii 
deren  Halbmesser  r  sei,  Fig.  42 ;  i 
iat  dann  i  ^  V  r*  —  ^c'  und  mif 
findet  danuie: 


Die  Curve  BP  ist  eine  Gerade  pst 
Yallel    zur   Abscissenachse,    also 
s  der  Gleichung  6)  wird  jetzt  die  folgende: 


-'/ 


/  =  r    /  Äream 


Yr^—x' 


oder  bei  theilweiser  Integratioi 

wo  sich  wieder  eine  Integration  ausTühren  läset,  so  dass  mau 
hält: 
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etztman  in  dem  noch  übrigen  Integrale  a  =  v  r'^  —  ^^  ^^w  m,    so 
ird 

du 


r dx r 

J  (r2  _  <c2)  Y^2  _  ^2  _  ;p2  ~  J  r^cos^u-}-b^sin^u 

(h  \  1      .    .'  ^^ 

1  —  tan  u\-=^  - —  Arctan  — ^  . 

\t  )         ht  r  Vr2 — &2 — -1.2 

emnach  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 


=  -; —    Arctan 


f  ==.  rx  Aresin  ^  ,-  -\-  hr  Arcsin     .  - 


6a; 
—  r^  Arctan 


f  y^2_^2_^2' 

p  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  die  Fläche  HKR  Q 

b/mit  X  gleichzeitig  verschwinden  muss.     Schreiben  wir  endlich 

B  grösserer  Symmetrie  willen  a  =  0-4  für  a?  und  i^ für  /^  und  be- 

erken,  dass 

ha  .  (        ^  ^       \   ' 

Arctan      -  >  .  =  Arcsin  [ ,  >  .  ,/■  j 

L  so  können  wir  dem  Endresultate  in  sofern  eine  elegante  Gestalt 

lüieilen,  als  wir  sagen:  es  ist 

\  F=r  iaA-^r  hB  —  rC), 

lobei  die  drei  Bögen  A^  B^  C  mittels^  der  Gleichungen 

im  A=i    t  %  gm^=,>        I     I  ,  sm  C  =  sin  A  sin  B 

yr2  — a2  Vr2  — 62 

k' bestimmen  sind. 

Die  allgemeine  Formel  6)  vereinfacht  sich  sehr  wesentlich  in 
&m  Falle ,  wo  der  zwischen  den  positiven  Seiten  der  drei  Coordi- 
itenebenen  liegende  Octant  der  Botationsfläche  selbst  betrachtet 
ird,  die  Curve  BP  also  congruent  mit  KQ,  ist.  Es  wird  dann 
=  y,  folglich: 

Kd  wenn  es  sich  um  die  ganze  ringsherum  liegende  Fläche  handelt : 

Gernach  findet  man  z.  B.  die  Oberfläche  einer  von  der  yz  Ebene 
08  gerechneten  Zone  des  abgeplatteten  Botationsellipsoides ,  indem 

»an    y  =  ——  V  62  —  ^2  nimmt  und   F  mit   x  gleichzeitig    ver^ 

0 

ehwinden  lässt;  die  sehr  einfache  Rechnung  giebt: 
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11)  i^  =  «f  V1m^'+««h(^±^^P±?) 

worin  zur  Abkürzung 

*  =  -Ji=- 

Va»  —  6» 

gesetzt  worden  war.    Für  x  =  b  und  durch  Verdoppelung  des  ei 
stehenden  Werthes  folgt  jaoch : 


12) 


i; 


als  Oberfläche  des  ganzen  abgeplatteten  Botationsellipsoides. 


t 

'  Cap.  XV. 

Die  einfachen  bestimmten  Integrale. 

§.70. 

I  Fnndamentaleigenschaften  einfacher  bestimmter 
i  Integrale. 

I.  Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  47  wieder  an,  de- 

fD  zufolge  unter  dem  Symbole 

h 


Jfi^ 


)  dx 


a 


kr  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 
)       /(«)  «1  +  /(a+  Äi)  «2  +  /(a+  d,  4-5,)  «3  + - 

+/(«+Äi+«2+-..  +  «„_l)«„     , 

toyergirt ,  wenn  die  Grössen  5i ,  8^^  .  •  .  b^  der  Null  näher  und 
Üier  kommen ,  während  sie  immer  der  Bedingung  ^ i "-}-  Äj  -f"  ^s  "h 
*^^n  genügen  müssen;  zugleich  eVkannt^n  wir  die  geometrische 
iBdentung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x  als  Abscisse  und 
=  /(«)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  angesehen  wird ;  es 
pur  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der  Fläche,  welche 
b  Strecke  h  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat,  seitwärts  durch 
fe  Ordinaten  /(a),  /(5)  und  oberhalb  durch  die  genannte  Curve  be-- 
renzt  wird  (Fläche  ABBV  m  Fig.  28).  Später  ergab  sich,  daÄS 
fcft  bestimmte  Integral  auch  als  DiflTerenz  zweier  Spezialwerthe  des 
nbestimmten  Integrales 

)  7  fix)dx  =  Fißß)  4-  ConBt 

etrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

h 

)  ffix)  da  =  F(b)  —  F(a), 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  f(je)  innerhalb  des 
tervalles  von  x  =  ahvA  x  =  h  keine  Unterbrechung  der  Contin 
erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimm 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleiehgül 
wenn  man  an  den  Begriffen  festhält;  wir  entscheiden  uns  für 
erste,  weil  sie  in  gewisser  Böcksicht  die  allgemeinere  ist. 
zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass  man  das  unbestimmi 
Integral  von  f(x)dsc  bereits  kenne,  und  hierin  liegt  wiederum  dii 
Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Funktion /(j?)  bekannt  sei;  ein 
solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  Definition  nicht  statt,  eä 
reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das. jedem  x  von  x  =z  ahiA  x  =h  entspre- 
chende y  angebbar  ist,  gleichgültig ^  wo  man  es  herbekommen  hat. 
Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen  regellosen  (nur  wenig« 
stens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier  wirft,  weiss  nacli 
der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des  bestimmten  Inte- 
grales, da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstanden  ist,  er  kann 
den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  eine  mechanische  Weise  *]| 
mit  vieler  Genauigkeit  auffinden,'  während  dies  nach  der  zweiten 
Definition  erst  dann  geschehen  könnte,  wenn  die  (vielleicht  gar  nicht 
angebbare)  Gleichung  der  entstandenen  Curve  bekannt  wäre. 

II.  Behält  die  Funktion  f(je)  innerhalb  des  Intervalles  x  r=r 
bis  ^  =  5  dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  letzteres  den  Grosses 
/(a),/(a -f-Äi),  .  .  • /(a-|-'^i-f--*-|-Ä^-«l)  gemeinschaftlich,  mithiiE 
auch  dem  ganzen  Integrale  zu;  geometrisch  heisst  dies,-  eine  Gurve 
mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  negativen  Ordinaten  besitzt 
eine  positive,  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

f(x)  =  Ä0ix)  -f.  B^(a) 
an,  so  entsteht  eine  Doppelsumme,  die  sich  zu  einer  einfachen  zn*^ 
sammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 

h  b  ,  h 

4)      nÄ9(x)+BW(x)  I  dx  =  Äj9ix)dx-\-B  fv(x)  dx, 

a  a  a 

was  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  verifiziren  liesse. 

Aus  den  beiden  soeben  gemachten  Bemerkungen  zusammen  folgt 
noch  ein  Satz,  der  von  häufigem  Gebrauche  ist.   Setzen  wir  nämlidi 


•)  Unter  den  mechanischen  Vorrichtungen  zur  Ermittelung  des  Flächen- 
inhaltes ganz  beliebiger  Figuren  empfiehlt  sich  das  Planimeter  von 
Weltli  nach  seiner  Verbesserung  durch  Hansen. 
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^nos,  es  sei  f(x)  ein  Produkt  zweier  stetigen  Funktionen  9  (^)  und 
|!(r),  deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  h  für  ^  =r  et  ih- 
in  grössten  und  für  ^  =  /)  ihren  kleinsten  Werth  annahmen  möge, 
^  ist  für  jenes  Intervall  9>(a)  —  9>(*)  positiv,  <p(fi) — ^pi^:)  negativ, 
Irner,  wenn  ^  (a?)  von  a  bis  b  positiv  bleibt,  auch  [^(a)  —  <p  (ar)]  ^  (x) 
Wtiv,  dagegen  [g>(/S)  —  9(a?)]V'(«)  negativ;  hieraus  folgt  nach 
hm  Obigen 

[  E?P  («)  —  9  (^)]  '^i'^yda  positiv ;  /  [y  (|3)  —  9  (ar)]  ^  (o?)  tf  o?  negativ. 

Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 
^  h  h  b 

I  a  a  a 

L     Will  man  aus  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden^  so 

^e  man  in  dem  Ausdrucke 

r 

a 

|k  willkürliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  b  durchlaufen  und  be- 

^te,  dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 

ipal 

h 


J  q>ia)t(K 


s)da! 

a 
fird;  wegen  der  Stetigkeit  von  9>(^  muss  es  daher  einen  zwischen 
und  b  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
Mch  werden.  Diesen  Werth  von  |  können  wir  mit  a-^d'ib  —  a) 
teeichnen,  wo  ^  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
ie  Gleichung 

b  b 


) 


/  <p(jc)ilfQe)dx  =  tp[a'\'Q'(b — a)]  /  il^OÖda^ 


a  a 

nd  zwar  unter  der  Determination,  dass  fpiäs)  stetig  und  ^(ar)  stetig 
ind  zugleich  positiv  bleibt  von  a  =1  a  bis  a?  =  6.  Beispielsweise 
It  naeh  diesem  Satze 


/ 


sin 


fna?  .  a?"*    ^  da  =  sin  —r-  •  ^ , 

4  m 
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woraus  u.  A.  folgt,  di^s  der  Werth  des  Integrales  für  iinendlii 
wachsende  m  gegen  die  Nall  convergirt,  was  man  auf  anderem  We{ 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einÜEUsh  "^(a?)  ==  1,  so  wird  aus  Nro.  5) 
h 

6)  j  tp(jc)dx  =  (h  —  d) (pla-]-^(h—d)]  , 

a 
was  eine  sehr  einfache  geometrische  Deutung  zulässt. 

m.     Betrachten  wir.nmi  die  Veränderungen,  welche  im  be| 

stimmten  Integrale  entstehen,  wenn  das  Integratibnsintervall  zu-  odei 

abnimmt.    Aus  der  in  Nro.  I.  gegebenen  Definition  folgt    die  nach^ 

.stehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende  Gleichun 

h  c  e 

-  7)  Jf(x)  da!  +Jf(x)  dx  =jf(jB)dx 

a  h  a 

und  umgekehrt 

c  c  b        •  ] 

I  f(jc)  dx  —  /  f(x)  dx  =  I  /(x)  dx.  j 

aha  J 

Setzt  man  in  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksiohtigt,  dass  jederzeil 

a 


'g 


I  f(x)dx=z  0 


a 
sein  muss,  so  folgt  noch 

h  a 

8)  Jfix)dx  =  —Jfix)dx, 

a  h 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.      Nach 
Nro.  5)  hat  man 

J  f(x)  dx  —  J  fix)  dx  4-  J  fix)  dx-, 

entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite  nach  Nro.  2),  indem 
man  der  Einfachheit  wegen  di  =  #2  •  •  •  =  ^n  ^^^  ^  setzt,   so  ist 

in  jedem  Falle  8  =  -^  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 

n 

bildet  den  Grenzwerth  von: 


Cap.XV.  S  70.  FundanlentftleigeDBchallea  einfacher  besiimmter  Integral'.   3S9 

+/(p_,+„-lä)J 

+/(|i+y)ii+/(y+y-i)a+/(C+)'-2^)*  + 

+/((.+r-n-lJ)«, 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reilie  die  umgeltelirte 
Anordnung  erlialten  tiat.     Ist  nun  für  jedes  | 
»)  /((■-{)  =/(C+l). 

uo  wird  die  /weite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus: 
[  M^+y  ^ 

(•—y  f—y 

Wäre  dagegen 

11)  '    /(ft~D  =  -/(^+|), 

H  iielien  slcli  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
u  bleibt: 

e+r 

i  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisae  ist  folgende: 
wenn /(^ — D^/((»-|-Di  **■  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
lUi  iwei  congraentenTheilen  v,on  gleicher  Lage  C^ und  DJV,  Fig.  43, 
Iwo  OM  —  /t  und  ÄJa  =  y.  Die  Fläche  ABDNC  beträgt  daher 
Jas  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC;  wenn  dagegen  /{(* — |) 
=  —  /(f*-|-|)t  80  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
TOQ  entgegengesetzter  Lage;   die    entsprechenden  Flächen  AMNC 

Fig.  45. 


nnd  BMN'D  besitzen  dann  gleiche  Gr&sse  und  entgegengesetzte 
Vorzeichen  (Fig.  44),  es  ist  mithin  die  Fläche  AßDN'NC=  0. 
Mittelst  dieser  Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung, 
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r  F 

i-  1" 

-h  » . 

ler  bei  gtuizen  und  positiv 


it  musa,  ferner  bei  gtuizen  und  positiven  n 


IV.   Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  bestimm- 
ten Integrales 


I' 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Funktion /(a;)  innerlialb  des  In- 
tegrationBinterralles  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet. 
Träte  eine  solche  ein  für  *  ^  k,  wo  i>-x>-a,  so  ktum  man  nach 
.  Nro.  5)  die  Zerlegung 

h  X-rf>  b 

Jf(ß)d:i^Jfix)dx-\-ffix)dx 
a  «  «+o 

Fig,  45,  vornehmen,    die  geometrisch  bedeutet, 

daas  die  über  der  Strecke  AB^b — a 
(Fig.  45)  stehende  Fliehe  AD  DL' LC 
aus  zwei  Theüm  AKLC  nDAKB£>L' 
I     zusammengesetzt  ist,  und  dass  KZ,  ^ 
/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
I     «nd  Ä^L' =  /(3(  +  0)  die  erste  Ordi- 
nate des  zweiten  Stückes  sein  soll.  Statt 
der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen; 
6  f—i  b 

Jf{x)dx  ^  Lim\J/(a>-)dw  +  fn^y  da   j, 

wenn  man  unter  SnoA  e  zwei  in  Null  Übergehende  Grössen  Tersteht. 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 


f' 


/(x)dx  =  F(x)  -\-  Const. 
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aasführen,  so  wird  in  diesem  Falle 

h  • 

13)  Jfix)dx  =  F(5)— F(a)— Lim  JF(x-f  ö)— 2?'()e  — «)j, 

a 

also  gilt  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,  sie  be- 
darf, im  Gegehtheil  einer  Correktion,'-  So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

2 

.  dx  1  1 


f; 


(1  —  ^)2        1  —  2         1  —  0 
0 

setzen  zu  wollen,  ohne  zu  beachten,  dass  die  Funktion  ■— ~   für 

vi  —  ^r 
^  =  1  discontinuirlich  wird ;  der  wahre  Werth  ist 

1  1  ^.    (         .1  1 

—  z — r  —  Ltm 


1—2         1—0  (l_-(i-)-ö)         i_(i_a) 

=  —  2  -f  00. 
Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 
h 
d/ß 

—  ib^  l{—h)  =  H—l) 


f 


sc 
—6 

zu  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer   infiaginaren  Fläche 

käme;  man  muss  im  Gregentheil,  da  —   für  ^  =  0   eine  Unterbre- 

chung  der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 

h 

j  —  da:  =  Ih  —  li^b)  -^Lim  j/CO-fö)  — /(O  — «)| 


-& 


=  Lml(^-j-); 


da  d  und  £  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 

SO  ist  -^   eine  unbestimmte   Grösse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 

Integrales,  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  a  und  d  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier* unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Ausdruck  oo  —  oo  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  «  =  5,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0. ,  Man 
I würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
'  der  Formel 

!  19* 
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/ 


—  =  U  (a?»)  4-  Const. 

X  z    ^    ^    I 


integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Differenziation  als  richtig  ausweist. 

§.  71.  *  » 

Substitution  üeuer  Variabelen  in  bestimmten 

Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Yariabele  durch  Substitution  einführen,  nur  hat 
man  dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  zu  beach- 
ten.    Setzt  man  nämlich  in  dem  Integrale 


ß 


a 
qp(ar)  =  y,  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  49,  HI.)  a  =  ^(y), 
dx  =  '^'(y)dy\  ist  nun  x  =  a  geworden,  so  hat  y  den  Werth  9>(a) 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x  =  b  entspricht  auf 

gleiche  Weise  y  ==  9  (i)  und  man  hat  daher 

h  (r(b) 

1)  Jf[SPi^y\dx  =Jf(yW(y)dy, 

a  g)  (a) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt,  so  ist 

zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 

dass  man,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y=^(j*) 

rückwärts   anzuwenden  nöthig   hätte.      So  ergiebt  sich  z,  B.    für 

q)(x)  =  hx-^k 

h  hh+k 

2)  Jf(hx+k)dx  =  ±Jf(y)dy; 

a  ali-^k 

spezieller  für  a  =  0  und  (  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

Ä+fc  1 

ff(y)dy  =  hffßx-{-k)dx, 

%  0  I 

oder,  -wenn  k  =  a,  h  =  ß  — «  gesetzt  wird: 


«  0 


J 
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wodurch    ein    Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ist.  '  Setzt  man  weiter 


z  ,  X 

X  =  -— -; — .   also  z  = 


10  erhält  man  zunächst 

wrenn  ferner  ^  =  0  und  ^  =  1  geworden  ist,  so  hat  z  die  Werthe 
%  =  0  und  ä;  =  J  =  00   angenommen ;  so  wird  aus  Nro.  3) : 

«  0 

ind  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
)  und  00    verschaffen. 

Eine  wesentliche  Modifikation  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  ^>(x)  =  y,  nach 
saufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  derWerth 
ron  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Präge  übrig,'  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genom- 
men werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit 
wegen  geometrisch,  nämlich  y  =  q)(x)  als  Gleichung  einer  Curve, 
80  bedeutet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher 
die  Abscisse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der 
beiden  Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der 
Ordinatenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll. 
Ob  nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  ent- 
sprechen, das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab;  wenn 
fieaelbe  von  x  =  a  hi»  x  =  b  nur  steigt  oder  nur  fällt,  also  q)'(x) 
Bein  Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein 
neues  y,  ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y  ein  einziges  x;  es  existirt  in 
äiesem  Falle  nur  eine  reelle  ümkehrung  der  Gleichung  y  =  <p(x)j 
and  diese  ümkehrung  x  =  il;(y)  ist  die  in  der  Formel  1)  vorkotn- 
Fiff.  46.  mende.  —  Wenn  dagegen  die  Curve 

y  =  q)  (x)  innerhalb  des  Intervalles 
X  =  ahis  X  =  y  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  hat,  welches  für  x  =  ^ 
eintreten  möge,  so  finden  sich  über  a?= | 
hinaus  die  früheren  Ordinaten  wenig- 
stens  zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Fi- 
gur 46,  für  0  C=  |,  0  lf=  a?,  0  3fi  =  a?i , 
die  zu  .r  <;  I  gehörende  Ordinate  MP=y 
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gleich  dex  zu  Xi  >>  |  gehörenden  Ordinate  Mi  Pi ;  umgekehrt  giebt 
es  also  für  ON  =  y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP  =  «, 
NPi  =;=  cTi ,  die  wir  durch  if(y)  und%(y)  unterscheiden  wollen;  von 
diesen  beiden  Umkehrungen  x  =  il}(y)  und  a  =  xQ/)  ^st  die  erste 
da  zu  nehmen,  wo  o?  <C  |  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss, 
dass  fl?  >  I  sein  soll.  Zerlegen  Wir  nun  das  ursprüngliche  Integral 
wie  folgt:  j 

aal 
so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  x  <^  S ,  im  zweiten  x^l^ 
also  dort  x  =  ^(y),  hier  x  -=:  %{y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  üebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 

ffl(pix)-]dx  =ff(yW(y)dy  +Jf(y)x'(y)dy. 

a  '  g)(a)  95  (1) 

Ganz  ähnlich  ward  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  x=ia 
und  X  =  b^  mehrere  Maxima  und  Minima,  mithin  auch  mehrere j 
Ümkehrungen  stattfanden ;  sind  |i ,  I2 1  •  •  •  5n  ^®  Werthe  von  ä,  1 
für  welche  jene  Maximä  und  Minima  eintreten,,  so  zerlegt  man  das 
ursprüngliche  Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  x=  a  bis  a?  =  |i, 
X  =  li  bis  a?  =  I2  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Ümkehrung  der  Gleichung  y  =  (p(x)^  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  q) (x)  r=  af^-j- 2ra?,  a  =  —  00,  ft  =  -|-Qo,  so  tritt 
ein  Maximum  ein  für  x  =  —  r  und  aus  x^  -\-  2rx  =z  y  folgen  die 
beiden  Werthe 

X  =  —  r  —  Vr2-(-y,     x  =  —  r  -f-  V r*-)-y, 

von  welchen  der  erste  <  r ,  der  zweite  >  r  ist ;  nach  diesen  Be- 
merkungen hat  man 

I  f(x^-}-2rx)dx 

=  J  f(x^^2rxydx  -j-  I  f(x^-\-2rx)dx 
—  QO  —r 
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•und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integratiöns- 
grenzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird: 


00  <» 


für  y  =  r^  (x;2 —  1)  erhält  man  noch: 

00  ^ 

—00  0 

Es  sei  zweitens  w(a)  :^  ya?  -| ,.  a  =  0,  J  ^=:  oo ,  so  tritt 

f ür  a?  ==  l/  —  ein  Minimum  ein ;  wir  setzen  daher : 

00 


//{r^+T}'^' 


0 

y  00 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -] =  y  sind: 

t=  j-\y  —  V y^+i ay\,    o!  =  j-\y  +  Vy«+4ay], 
and  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende : 

//  (y*  +  -7)  <** 

0 
2'Kay  5p 

oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

0  2yay 

Nehmen  wir  weiter  Vy2^4ay  =  ^;,  so  ergiebt  sich  noch: 


00  « 


6)  // (y-+  -7)  dx  =  -i-y  /  (1^I^H=^)  dz; 

0  0    , 


1 
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hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformelift 

ableiten;  für/(w)  =  F  (  ^   ,    ■  )  folgt  z.  B.: 


für  /(ti)  =  JP(w*  —  2  a  y)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6)  1 

{ 


00  QO 


^)  [^ \Y^ «'  +  ■^)  dx  z=:  —  JF (2 ay-i-z^  dz, 

0  0 

und  wenn  man  a^  =z  a^  ß^  z=  i,  a?«  ::±=  m,  ;f2  ::::::  ^i  getzt : 

'>     A(-+t)  #  =  v7  /'<^^-+'>  FT-, 

endlich  für  F^z)  =  q)  ^      ,       h 

00  00 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Umwandel- 
barkeit  bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§•  72.  \ 

Die  Differenzialquotienten  bestimmter  Integrale. 


u 

ß 


Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

fia!)dx  I 

a 
geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
j;,  sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  &,  der  Natur  der 
Funktion/(«)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abhängig  i»t 
Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich,  so  kann  man  den 
Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  differenziren. 

Aendert  sich  h  allein,  so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte-  { 
gralea :  { 
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h+Jh  b 

J  fix)  dx  —    I  X(a)  dx 


a 


z/6 
I  völlige  Willkürlichkeit  des  jdh  erlaubt,  dasselbe  als.  eine  von 
a  Grössen  ^  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
\  Integrales  Nro.  2)  in  §.  70  vorkommen,  also  ^b  =  Ä^j»i  zu 
Ken ;  man  hat  dann  für  verschwindende  di ,  d^ ,  •  .  .  .  d^  und 
i^  =  db: 
[ 

fix)dx  =  fiä)ö^  +/(a-f  ÄOÄa  +/(a+Äi+*2)«8  +  .... 

....  +/(a+*i+5,+..+«^_l)<J„ 

khin  durch  Subtraktion,  Division  mit  db= S^a^i  und  weil  Äj  -f-  da  -f- 
.-{-Äyj  -j-  dfi-L-i  =  ^  —  a  -{-  db  in  b-^a  übergeht: 


d  j  f(x)  dx 


=  /  W. 


Dieses  Resultat  stinmit  damit  überein,   dass  der  Differenzial- 
lotient  einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 

b  a 


I  fix)  dx  =i  —  I  fix)  dx 


giebt  sich  durch  beiderseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  a, 

elches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet : 

b 


djf(x)dx 


^  ^    da  =-/^-)' 

EQÜiält  die  Funktion  f(x)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Con- 
uite  f ,  in  welchem  Falle  wir  /(«,  r)  für  fix)  schreiben ,  und  sind 
laserdem  a  und  b  von  r  unabhängig,  so  findet  sich,  ähnlich  wie  in 
49,  IV. : 
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I  f(jc^ r -\-'^r)  da  —  /  /(a?,  r)dx 


b 


a 


a 


z/r 


=/^ 


r  +  z/r)— /(a?,rX 


jd  r 


a 


a 
wo  s  beliebig  klein  werden  kann,  wenn  z/r  gegen  die  Null 
girt.     Unter  der  schon  in  §.  49,  IV.  gemachten  Voraussetzung, 
X  keine  unendlichen  Werthe  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  weg. 
die  Integrationsgrenzen  endliche  Zahlen  sind,  ergiebt  sieh  hierai^ 

dass  s  mit  z/r  gleichzeitig  verschwindet,  also: 

6 


d 


I  f(x^r)dx 


3) 


a 


dr 


= fmi±  a. 


Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r 

/(a?)  und  zugleich  in  a  und  b  vorkommt;  der  Werth  des  Inte 

les,  der  für  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Funktii 

dreier  Variabelen  a,  J,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  le 

ten  abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Differenzialrec 

nung 

dW        IW     da     ,     ^W      db     .     7iW 


dr  Sa       dr 

und  sie  giebt  in  unserem  Falle 

dW 


+ 


T^b       dr 


+ 


2)r  ' 


dr 


--/(^')fr+/*')|7+/^<'- 


a 


oder  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differenzi 
quotienten  kurz  mit  D^.  bezeichnet: 

•    h 


4) 


D^  Jf(jc,r)dx 


a 


I 


=  J    [i>y/(^,r)]  dx  +  fib.r)  .  D^b—f(a,r)  .  D^  a. 

a 
Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  sich  y  =  /(*,H 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  all 
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e  über  der  Strecke  b — a  =  ÄB^  Fig. 47,  der  Abscidsenachse  ste- 

pjg  47  hende   Fläche  ABDC  denkt.      Aendert 

sich  nämlich  r  in  f(a^r)  allein,  so  erhält 

man    eine    ähnliche  Curve    von   anderem 

Parameter,  und  die  Fläche  ABDC  nimmt 

um  den  Streifen  CD -P£7  zu,  welcher  dur9h 
h 


ß 


[P^f(jß^r)  ,'dr\  da 

a 
ausgedrückt  wird.     Durch    die   alleinige 

imderung  von  b  wächst  die  Fläche  um B B* D' D  =f(b^r) , Dj.b . dr^ 

\A  durch  Aenderung  des  a  vermindert  sie  sich  um  AA'C*C  = 

|fl,r) .  D^a .  dr.     Die  gleichzeitige  Aenderung  von  r,  b  und  a  ver- 

»ndelt  die  ursprüngliche  Fläche  in  A*  B*  F'E'^und  mit  Weglassung 

Ir  Vierecke  DD*  F' F,  CC'BE,  welche  unendlich  kleine  Grössen 

reiter  Ordnung  sind,  hat  man 

A'&F'E'  —  ABDC=  CDFE'{-  BB'D*D  —  AA*C'C\    , 

I»  diesem  Differenzial  der  Fläche  ABDC  ergiebt  sich  derselbe 
jifferenzialquotient  wie  oben. 

I  Will  man  das  Integral  mehrmals  nach  einander  in  Beziehung 
\i  r  differenziren,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  beiden  letzten  Glieder 
khter  Hand  in  Nro.  4)  durch  die  Differenz 

D  setzen;  die  wiederholte  Differenziation  giebt  dann  immer  Aus- 
^cke  von  derselben  Form,  nämlich: 

h 

)  D^Jf(ä!,r)da! 


a 
b 


\ 


=  f  [^^/(^,^)]  da  4-  d"  j  V(^^) -«/(«,  r)l 

a 

-\bDyib,r)-aD"^Jia,r)\. 

Eom  Ueberflusse  könnte  man  diese  Formel  noch  mittelst  des  Schlus- 
les  von  n  auf  n-f- 1  verifiziren. 

Wenn  eine  der  Integrationsgrenzen  unendlich  ist,  oder  beide  es 
^d,  80  dürfen  die  Theoreme  4)  und  5)  nicht  ohne  eine  spezielle 
Untersuchung  angewendet  werden,  welche  die  Frage  zu  entscheiden 
kat,  ob  das  Integral 
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5 

6  d  X 


f 


mit  £  gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht.     Beispiele  der  Art 
§.  74  liefern. 

§.  73. 
Werthermittelangen  bestimmter  Integrale. 

In^  dem  Falle,  wo  das  unbestimmte  Integral  eines  Differenzial 

f(x)dx  bekannt  ist,  kann  das  bestimmte  Integral  desselben  lei< 

mittelst  des  Satzes  entwickelt  werden,  dass  ein  bestimmtes  Intej 

als  die  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des  entsprechenden  unbestira] 

ten  Integrales  angesehen  werden  darf,  so  lange  die  unter  dem  Inf 

-gralzeichen  stehende  Funktion  keine  Untierbrechung  der  Continuif 

erleidet.     Nach  dieser  Bemerkung  findet  man  z.  B.  ohne  Mühe: 

a 


1) 


2) 


/dx      n 
a2  4-a?3  ~  Ta' 


0 


QO 

ydx      ____   % 
a2  J--C2  —  2a' 


8) 


a 

/dx Ä_ 
ya2_^2~~  2  * 


Aus  der  Reduktionsformel  Nro.  8)  in  §.  57  ergiebt   sich  i\ 
a=  1,'6  =  —  1,  n  =  1: 


/ 


X 


8 


-\-m 


5+m  J 


mithin  für  x  =  1  und  x  =  0: 
1 


1 


J  5-f-Wl   J 

1 


0  '0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  erhält   man 

ganzen  positiven  m : 
1  1 

m— 1      m— 2  2 


0 


5-(-m  «-)-m — 1      B-\-Z    s-f"-^ 


•ii/ci-* 


yiid 
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Der  Werth  des  letzten  Integrales  ist,    unbestimmt  genommen, 

t r— ■  (1  —  i?)*"rl,    Zwischen  den  gegebenen  Grenzen  also 

b  —t-t;  setzt  man  noch  «  =  a —  1 ,  so  .ergiebt  sich: 


I 


/m iz-i      *Nfl— 1  j  ^  1.2.3....(m — 1) 

a    (a+l)(a+2)..(a+m 


a    (a+l)(a+2)..(a-fm— 1) 
0 

,    Für  X  =  z  :  (^1~\-  z)  erhält  die  linke  Seite   eine  etwas  andere 
prm;  es  wird  nämlich: 

z^-"^  dz  1  1.2.3...(m  — 1) 


/■ 


J   (l-fz)«-H»  a    (a+l)(a+2)..(a4-m— 1) 

Ans  der  schon  benutzten  Beduktionsformel  Nro.  8)  in  §.57  be- 
imt  man  ferner  für  a=  1,  ft  =  —  J,  n==2,  «  =  —  |: 

Cx^-^  dx  _  _  x'^-^Yl—x'i    ,    m—2   Cx^-^dx 

J  Yi — x^  ^ — 1  ^ — it/  y  i-L^2 

Schreibt  man  m  für  w —  1  und  führt  die  Grenzen  ar=l,«=0 
^,  80  wird 

jn^^  ___i    /^«.m— 2^^ 


r^f^J^  _  w  — 1    Px^-^dx 
J  Yl—x^  ^      rn    J   Yl—x^ 


.0  0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je 
^hdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

C    ^^      ^^  JL.      f    ^^^    

J  y  1  _^2  ~T'   J  yi_-r2 ""    ' 

0  0 

id  gelangt  damit  zu  folgenden  zwei  Formeln : 
1 


/x^dx  1.3.5....(m — 1)    n 

Fn:r  =   2.4. 6. ...m   T  ^"^  «^^'•*"^«>' 

1 

C  a^dx  2.4.6....  (w—1) 

J  YT^.  =        S.^.7....m  ^^  ^.gerade). 


I 

0 
1 

) 

0 

Für  X  :=  sinu  und  für  x  =  cosv^  wobei  im  letzteren  Falle  die 
itegrationsgrenzen  zu  vertauschen  sind,  hat  man  überhaupt: 

1  3  71  2  ^ 

.  r  a^dx  r    .m     ^  C      m     ^ 

}  j     ,  =    /   sivTu  du  ^=  J   co8^^  V  dv. 

0    ^    """^        b  0 
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Die  Formeln  6)  und  7)  geben  also  gleichzeitig  die  Werthe  der 
achen  den  Grenzen  0  und  g  7t  genommenen  Integrale  von  «w"*  u 
und  co^  V  dv. 

Nimmt  man  in  der , Formel  6)  des  §.   59  a  negativ,   so 

dieselbe  • 

* 

und  durch  Einfuhrung  der  Grenzen  j?  =  oo  ,   «  =  0  erhält 

daraus  unter   Berücksichtigung    des  Umstandes,  dass  a?"*«""^** 
a:  =  00   ebenso  wie  für  ar  =  0  verschwindet: 

QO  00 

fx^e-^dx=—  J  x'^-^-^dx. 

0  0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  fuhrt  bei  ganzen  p( 
tiven  m  auf  das  Integral : 

oo 

9)  /  e'^^dx  =  —     ,  für  a  >.  0, 

und  man  hat  daher: 

00 

1 .2  .  3  .  ..m 


a 


10)  fx'^e-^dx  =   ^""JZ, ,  „  a  >  0. 


0 


Für  X  =  l  ( —  j  ist  noch: 


1 
rr,/l\T^^    1.  1.2.3...m  ^     ^ 

Aus  der  unbestimmten  Integralformel 

r__^^__  =  J-  Jrotan  (i  tan  s) 
J    a^cos^  x-^  ß^  sin^x        aß  \a  / 

fliesst  für  x  =  \  7t  und  x  =  0  die  häufig  vorkommende  Gleichung! 

12>l  I  ^^  -    ^     ^ 

^  .  J^  a^cos^x+ß^sin^x        aß  2'  \ 

Für  a  >  ^  hat  man  bei  unbestimmter  Integration: ' 
mithin  für  z  =  jr  und  z  =  0: 
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I  »  ■  . 

i)  I  — =  —====.  \         a  ^  h, 

J  a-\-hco8Z         y  a^  —  ^2 
0 

:    Die  beiden  Integralformeln 


/ 


asinhx"\-hcoshx    ^^ 


e    <^c<;shx dx  = -q-^5 e 


fe-^'^^t.ä.  =  -  ---;^— -  ,-a.. 


acosha  —  hsinhx 

Rehe  dem  §.12  entnommen  sind,  liefern  noch  folgende  bestimmte    • 
legrale : 


^        / 


00 

a 


e    ^^cosbx  dx 


^        I 


a2  +  i2' 
0 

PO 

4    ^^ainba  dx  = 


a2  +  62' 
0       ^ 
[denen  man  aber  a  nicht  der  Null  gleich  nehmen  darf,  weil  die 

nsdrü^ke  e    ^^  coahx  und  e~~^^  sinbx  nur  dann   für  a?  =  oo   ver- 
kwinden,  wenn  a  von  Null  verschieden  ist. 

Man  sieht  aus  diesen  Ableitungen,  dass  der  Werth  eines  be- 
iminten  Integrales  häufig  weit  einfacher,  als  der  des  entsprechen- 
Bi  unbestimmten  Integrales  ausfällt;  ein  bemerkenswerthes  Bei- 
liel  hierzu   ist  noch  folgendes.     In  der  Formel  7)  §.  53  nehmen 

ir  a?  =  und  a?  =  9,  wo  9  eine  beliebige  positive  Grösse  be- 

9 
dehnen  möge;  es  ist  dann  für  ganze  positive  m,  gerade  n  ]>>  m 

idÖ-rr:  — : 

n 


I       2       T-f    •     7.       A      ^      *         l  —  QCOShd^l 

-A 2j\sinhm9',  Arctan ^^ — .   ,  .    1 

n        L  Qstnh^  J 

2     ^r  .   ,      o.     j  Q  —  coshd'l 

' 2j\stnhmv' .  Arctan  -^ — .   _  ^ —  I, 

n         t  stnh^     J 


obei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  h  =  1,  3,  5,  .... 
i  —  1)  bezieht.  Die  beiden  ersten  Summen  geben  durch  Vereini- 
ong  der  entsprechenden  Glieder  die  eine  Summe 
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=  —  lQ\co8mQ'-\-co8Smd'-\-co8  6md'-j-, .  -\-  cos  (n —  l)m6'|. 

Da  nun  überhaupt  die  Summenformel: 

17)         cos uA- cos  3  u-\-  cos 5  u-\- , .  -A-cosCn — l)w==:-— -: — 

'  zsinu 

gilt,  deren  Richtigkeit  durch  Multiplikation  mit  2  sin  u  und  ZerL 

gung  der  links  entstehenden  Produkte  leicht  zu  prüfen  ist,  so  kai 

die   Torige  Summirung  sofort  ausgeführt   werden;    für  u    =    m 

m 
=  — 3r  ergiebt  sich,  dass  jene  Summe  =  0  ist  und  es  bleibt  dal 
•    n 

Cä^'^'-^dx  2        r  l^Qcosh^l 

I  z=Tz  —  27    stn h m^,  Arctan ^t-i-k —  I 

J     i-X-x^  ^        L  Qsinhd'     J 

2    ^r  .  1     o.    A  Q  —  coshB'l 

—  —  2j  I  stnnm^.  Arctan t-^ —  1. 

n        L  sinh^     j 

Lassen  wir  noch  Q  in  Null  übergehen,  so  wird 

J      1  ^ -B«  n        L  2  J 

S\sinhm^,  Ä!rctan(^ — cot  h  ^)  1, 

oder,  weil  immer  Arctan  ( —  cot  z)  =  —  Arctan  (cot  z)==  —  Qjt  — 
ist : 

2?r( 

sinm%'-\-sin3m%''\-sinhm%'-\'  .,,-\-sin(n —  l)m^\ 


\lsinm%-\-3sinZmQt-\-  ..._[- (n—1)  5m (n—l)w6'|. 

Die  Summe  der  ersten  Reihe  kann  unmittelbar  mittelst  der  (auf  ähn-j 
liehe  Weise  wie  Nro.  17  zu  prüfenden)  Formel 

+                                                       1  —  cos  n  u 
5m  3  M-f- . . . .  +  sin  (n  —  1)  w  = — -^^ 
'       '    '                                 zsinu 

m 
gefunden  werden;  indem  man  m  ==  m-Ö"  =  —  ä  setzt;  die   Summe 

der  zweiten  Reihe  ergiebt  sich  durch  DifFerenziation  der  Gleichung 
17);  man  erhält  nämlich  zunächst: 
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1  «nM-|-  3  «n3  w-|-  5  sin 5 «-[-••  •  -|- (»* — l)«in(n —  1)« 


nnnuoosu  ncosnu 


28in^u  2  «in  tt 

worin  nQch  «  =  m^  zu  setzen  ist;  nach  diesen  Angaben  findet  man 
ohne  Mühe: 

00 

/if^^^da 2^      1  — coÄm^r        H^  /      nöosmjcK 

0       *-r*     »  2«n —  2Mn  — 

n  ^     •  n 

jimd  vemiöge  des  Werthes  von  9". 

18)  /  = m  <  n. 

K      14-«^  .  »»3t  ^ 

ft 

Dorch  Einfiihning  einer  neuen  Yariabelen  z  z=i  a^  und  indem  man 

— =  u  setzt,  nimmt  das  erhaltene  Resultat  die  elegantere  Form  an: 
n       ^ 

^^)  /^=1^'  =  -^    .    0<,.<1, 


wo  man  sich  unter  fi  eine  beliebige  Zahl  zwischen  0  und  1  denken 
kann,  da  eine  solche  immer  in  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner 
(z.  B.  Dezimalbruch)  verwandelbar  ist.  Für  z  =  t*  =  tan'^u  und 
2fi  —  1  =  A  erhält  man  noch : 

^"^^  ftjk  =  f*^'^'^^  =  T-^    '     1>A>-1. 
*/    1+t*        tf  2co«|A^ 

0  '  0  2 

Ganz  ähnlich  gestaltet   sich  der  Calcül  för  das  bestimmte  In- 
tegral 

nur  ist  hier  zu  beachten,  dass  für  «  =  1  eine  Unterbrechung  der 
Continuität  eintritt,  dass  man  also  zunächst  die  Zerlegung 

1—«  00 


vornehmen  mnss.  Setzt  man,  um  den  Hauptwerth  des  Integrales  zu 
erhalten,  £  =  d  =  0,  führt  aber  im  Uebrigen  die  Rechnung  ganz 
wie  Torhin,  so  findet  sich: 

BttkUmlleh,  AuOjOb.  20 
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21)  / = — ;  m<rn. 


0      ^      ^  nton  — 

n 


odör  ftuch 


=  ,     0 

1  —  z  tan^Jt 


22)  ./-i — r-=zrrr  »   o<^<i. 


S.  74. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

I.    Ein  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbares  Verfahren   zur  £r«< 

mittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale  besteht  darin,  dass  mad 

das  fragliche  Integral    in  Beziehnng  auf  eine  darin  vorkommendtr 

willkürliche  Constante  erst  differenzirt,    den  Werth  des  neuen  IsH 

tegrales  aufsucht  und  dann  zu  dem  ursprünglichen  Integrale  zarück-n 

kehrte    Aus  der  Gleichung 

h 


u  =z  I  f(ß,r)dx 


\r        J        'br 


a 
folgt  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  h  endliche  toi^ 

r  unabhängige  Grössen  sind : 

h 
d 

d 

a 

und  es  kann  vorkommen ,  dass  der  Werth  des  neuen  Integrals  leich( 
aufzufinden  ist;  bezeichnen  wir  ihn  mit  Ui,  so  wird 

M  ==  /  «1  d,r-\-ConBU^ 

wo  es  auf  die  Ausführung  dieser   Integration  und    nachher   danutf 

ankommt,  die  Integrationsconstante  zu  bestimmen,  wie  man  aus  den 

nachstehenden  Beispielen  ersehen  wird.  i 

a.    Das  gesuchte  Integral  sei: 

'^sinrx' 

X 

Ö 

Um  in  Beziehung  auf  r  zu  diilferenziren ,  dürfen  wir  die  ^ewölm- 
liche  Regel  nicht  ohne  alle  Vorsicht  anwenden,  weil  die  obere  In- 
tegration sgrenze  unendlich  ist;  dagegen  haben  wir  unmittelbar: 


1)  .  M  =    /  «    '^Binrx 


Cap.  XV.  $.  74.    PartjP6t7iitig  und  SchhiAsi.  307 


r  —J  '        \     Jr    J    X  ' 


0 

las  der  Gleichung: 

^ sinz        dsinz    .  . 

^z  dz  ^  '  ^ 

WO  9  mit  jd  z  gleichzeitig  verschwindet,  folgt  aber  fnr  z  .==  .rr,  in- 
dem X  als  Constante  angesehen  wird, 

^sifixr  ,  ,     ^ 

=  d?  ((jOÄJfr  +  p); 

mithin 

e^^coarx  dx  -{-    l  Q  eT^'^dx, 
j      .  0  .    ■  0  . 

^enkt  man  sich  p' willkürlich  gewählt   und  /ir  danach  beHimuof, 
jo  ist  der  Werth  des  zweiten  Integrales  ; 

e-^dx  = 

Ö 
^Mithin  ergieht  sich  für  ^  =  0  und  fc  >  0: 


-/ 


^'*  I    ^hc  •  * 


eotrx  dz  = 


0 
Umgekehrt  folgt  daraus  u  =  Arctan  -7 — |-  C<m8U\  die  Constante  mnss 

aber  =  0  sein,  weil  aus  Nro.  1)  unmittelbar  hervorgeht,  dass  u  mit 
f  gleichzeitig  verschwindet.  Wir  gelangen  so  zw  der  Integralformel: 

2)  /  «~*^  - — - — dx:=zATcUm—, 


Dieselbe  gilt  för  alle  an  sich  positiven  h^  man  darf  sie  jedoch 
nicht  ohne  Weiteres  für  Aj  =  0  in  Anspruch  nehmen,  weil 
die  vorhergehende  Gleichung  für  ib  =  0  unrichtig  wird;  dage- 
gen  kann  folgende  Transfönnation  vorgenommen  werden.  Man  setze 

r  =  jb*  und  X  =  -rr,  wo  z  eine  neue  Variabele  bezeichnet,  dann  ist 

.fc* 


/ 


gp      z 

9in  z 


e     '^  dz  =  Arctan  kj 

und  wenn  die  bekannte  Gleichung  f  (z)  =rr  /(O)  +  z  /'  (ö«)  auf 
die  Exponenzialgrösse  unter  dem  Integralzeichen  angewendet  wird : 

20* 
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I dz  "f"  "JT  /  ^  -^^^  g^  dz  =  ArcUm  h. 

0  0 

Welches  nun  auch  der  Werth  des  positiven  Bruches  ®  sein  möge, 
so  ist  doch  aus  der  Integralformel  ^ 


/ 


00 

1 


e    ^sinz  dz  =  -r 


«24- 1 
0  ' 

unmittelbar  ersichtlich,  dass  der  Werth  des  zweiten  Integ^les  in 
der  vorigen  Gleichung  ein  endlicher  bleiben  muss,  und  daher  ergiebft 
sich  für  fc  =  00  : 

^sinz 


ß 


d»  =  Arctan  oo  =  iar. 

z  ^ 


0 

•Für  «  =  rar  folgt  daraus,  wennr  eine  positive  von  Nnll  verschie«, 
dene  Constante  bezeichnet: 

00 


/sinrx   ,  -        . 


3) 

0 

Dasselbe  würde  man  aus  der  Formel  2)  fiir  jb  =  0  erhalten,  lets« 
tere  gilt  daher  auch  noch  in  diesem  Falle. 
/J.    Für  ein  zweites  Beispiel  sei: 


00 

. — X      ^ — rx 


jx  u  z=  J  ? f da. 

0 
Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  leitet  man   hieraas 
die  Gleichung  ab: 

00 

^=fe-^dx——     ,         förr>0, 
dr        J  r 

0 

derzufolge  u  =  /r  -j-  Const,  sein  muss.  Da  andererseits  die  Glei- 
chung 4)  unmittelbar  erkennen  lässt,  dass  w  =  0  wird  für  r  =  1, 
so  ist  Conat  =  0,  also: 

5)  J ' dx  =  Ir. 

jGiebt  man  dem  r  zwei  Werthe  a  und  6,  so  ist  durch  Subtraktion 
der  beiden  entsprechenden  Gleichungen: 


00 

6) 


A"^^-='(i> 
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y.    Betrachten  wir  noch  die  allgemeinere  Gleichung: 

7)  u  =  J ^^. 

0  * 

es  ergiebt  sich  zunächst  daraus: 

CO 

0 

mithin 

M  =  1 Z  (62  -j-  r»)  4"  Cbn««/ 
Enr  Bestimmung  der  Constante  setzen  wir  r  =^  0,  wodurch  u  in  das 
unter  Nro.  6)  entwickelte  Integral  übergeht,  also 

/T— )h=|Z(62)+  ConsL. 
wird.     Dieser  Bestimmung  zufolge  ist: 


8)  fe-^-e-^'cosr.^^^,yt^^\       ^^^ 

0  * 

Nehmen  wir  spezieller  a  =  r,6=l,  a  =  — ^,so  wird  noch : 


QO  25 


0)  /),-_.   r^,.j-£i=|i(-L+i), 

wobei,  ähnlich  wie  in  u^  für  die  linke  Seite  geschrieben  werden  kann : 

(e""^ — co8z) --| — J  ^      ^co8z  dz. 

Für  r  =  00   verschwindet  der  zweite  Theil  und  es  bleibt  daher  aus 
der  Gleichung  9)  noch  übrig: 

10)  ße-'-cosz  ^^^^^ 

0  * 

wovon  wir  später  einmal  Gebrauch  machen  werden. 

m.  In  allen  Fällen,  wo  man  mittelst  der  bisher  angegebenen 
Methoden  den  Werth  eines  bestimmten  Integrales  nicht  findet,  blei- 
ben immer  noch  zwei  Wege  zur  Berechnung  desselben,  nämlich  die 
Verwandlung  in  eine  Reihe  und  die  sogenannte  näherungsweise 
Quadratur. 

Für  die  erste  dieser  Berechnungsweisen  ist  nur  das  Eine  zu 
bemei^en,  dass  die  Reihe,  welche  an  die  Stelle  von  /  (ai)  in 
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b 


/>' 


a 
gesetzt  wird,  auch  fiir  alle  x  von  j?  =  a  bis  «  =  6  dem  /(«)  gleich- 
gelten, also  convergiren  muss;  findet  diese  Bedingung  nicht  statt,  so 
ist  deswegen  die  Anwendung  der  Reihe  noch  nicht  ausgeschlossen, 
nur  muss  man  in  diesem  Falle  die  Reihe  endlich  nehmen  un4  ihren 

Rest  hinzufugen.    So  z.  B.  würde  es  voreilig  sein,  in  dem  Integrale 

1 


J      1— A'         \  X    / 


0 

ohne  Weiteres  1  :  (1  —  x)  =  l  -\-  x  -\-  x^  -^  . .   in  in/,  setzen  zu 
wollen,  weil  die  Convergenz  dieser  Reihe  an  der  oberen  Integra- 

tionägrenze  aufhört;  dagegen  ist  jenes  Integral 

1 

0 
und  wenn  man  die  einzelnen  Reihenglieder  mittelst  der  Formel  11) 

in  §.  73  integrirt,  so  hat  man  auch 

1 

12   ^    2K^   32  ^      ~  n2       J    l—x 

0 

In  Beziehung  auf  das  Restintegral  ist  zu  bemerken ,  dass  der  Aus* 

X  Ix 
druck -T von  a?  =  0  bis  ic  =  1  endlich  bleibt  (er  verschw^indet 

1 — X  ^ 

fiir  a?  =  0  und  wird  =  —  1  ftir  x  =  1),  dass  mithin  sein  Maxi- 
mum  Ä  und  sein  Minimum    J9  endliche  Grössen   sind;   da    femer 

x^       sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so  liegt  der  Werth  des   Restin- 

tegr^s  zwischen 

1  1 

A    fx^'^^dx=  —  und  B    1  a^"^ da  =  —  , 
J  n  J  n 

0  0 

hat  also  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze ;  aiis  diesen 

Bemerkungen  ergiebt  sich: 
1 

/■rb  '  (v)^'  ^  TT  +  F  +  i-+-  '■"  "»•^- 

0 
Die  zweite  Näherungsinethode  entspringt  unmittelbar  aud    der 
geometrischen  Bedeutung  des  bestimmten  Integral  js ;  betrachtet  man 
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iasselbe  als  die  Fläche  einer  ebenen  Curve,  so  bieten  die  Lehren 
ks  §.  66  hinreichende  Mittel  dar,  um  den  Werth  des  Integrales 
loit  jedem  beliedigen  Grade  der  Genauigkeit  zu  berechnen.  Zugleich 
it  hieraus  ersichtlich,  dass  ein  einfaches  bestimmtes  Integral,  dessen 
Donstanten  numerisch  bestimmt  sind,  als  eine  völlig  angebbare 
Glrösse  betrachtet  werden  'kann,  und  daher  muss  eine  unbekannte 
Zahl  von  dem  Augenblicke  au  als  bekannt  gelten,  wo  man  sie  in 
an  bestinamtes  Integral  verwandelt  hat.  Hiernach  ordnet  sich  auch 
las  Yerhältniss,  in  welchem  die  bestimmten  Integrale  zu  den  Bei- 
^n  stehen.  Eine  Gleichung  nämlich  zwischen  einer  endlichen  oder 
inendlichen  Beihe  und  zwischen  einem  bestimmten  Integrale  ist 
dner  doppelten  Auffassung  fähig;  convergirt  diese  Reihe  rasch,  so 
fird  nuuk  ihre  Summe  leicht  durch  gewöhnliche  Addition  ermitteln, 
md  man  findet  damit  den  Werth  des  Integrales ;  '  convergirt  aber 
fie  Reihe  so  langsam ,  dass  eine  grosse  Gliederzahl  vereinigt  wer* 
len  müsste,  um  nur  eine  erträgliche  Genauigkeit  zu  erreichen,  so 
irird  man  den  Werth  des  Integrales  mittelst  der  Methode  der  Qua- 
Iratur  (z.  B.  durch  die  Simpson'sche  Regel)  aui'suchen,  und  gelangt 
lunit  gleichzeitig  zur  Kenntniss  der  R^ihensumme.  Beispiele  sol- 
bher  doppelter  AufHassungen  wird  man  im  nächsten  Capitel  tinden. 


Cap.  XVI. 

S.  75. 

Ableitung  neuer  Reihen  ans  früheren. 

Kennt  man  bereits  eine  Gleichung  von  der  Form: 

worin  Zq,  Zl,  ^,  etc.  Funktionen  von  z  sind,  so  lässt  sich  daraus 
durch  Multiplikation  mit  einem  beliebigen  Differenziale  9>C^)  dz 
und  durch  nachherige  Integration  eine  neue  Reihenfomiel  ableiten, 
nämlich 

jF^z)  q>  iz)  dz 

z=z  I  Zoq>(z)  dz-}-    I  Zi(p(z)dz  '{',  1  Z2q)iz}dz-~\-  ...^ 

bei  unbestimmter  Integration  wird  dieses  Resultat  oft  etwas  ver- 
wickelt, dagegen  nimmt  es  leicht  eine  sehr  elegante  Form  an,  wenn 
die  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen  vollzogen  wird ,  und 
es  erklärt  sich  diese  Erscheinung  von  selbst  aus  der  grosseren  £in-  • 
fachheit  bestimmter  Integrale.  Einige  Beispiele  mögen  dies  zeigen. «{ 
I.     Wir  gehen  von  einer  Gleichung  der  Form  aus: 

setzen  a  =  uz^ ^   wo    u  eine  beliebige  Constante    bedeuten    möge, 

multipliziren  mit  r"""^  (1  —  zy^'~^  dz  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  2  =r  0,  ;?  =  1,  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Gleichung  von  j?  =  0  bis  «  =  « .  1  richtig  bleibt.  Wir  erhalten 
rechter  Hand  eine  neue  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 
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1 


Aj,  J'fjfl+^ß-^Cl^z)^^  d 


0 

m  würde,  wo  sich  die  Integration  ausfuhren  lässt,  wenn  wir  erst 
^  1  —  a  setzen  und  unter  der  Voraussetzung  eines  ganzen  po« 
pyen  n  die  Formel  4)  in  §.  73  für  a  =  a  -f-  ^/5  ia  Anwendung 
Sngen.  Bei  nachheriger  Division  mit  1  •  2  • . .  (m  —  1)  ergiebt 
dl  das  Resultat: 

1 

0 

Aq Äi'U 

'«(a+l)...(a+m^l)  +  (cH-/J)(«-f/J+l)---(«+/»+m— 1) 

^  +(a+2/J)(a+2/J4.1) (a+2/J+m-l)  + 

ie  linker  Hand  vorkommende  Integration  lässt  sich  häufig  dadurch 

psfiihren,  dass  man  (1  —  z)"*""^  nach  dem  binomischen  Satze  ent- 

iekelt  tind  dadurch  das  gesuchte  Integral  auf  m  andere  von  der 

JDnn 

1 


/ 


;?«+«- V(«^^  dfif 


0 
^uzirt.     So  erhält  man  z.  B.  für 

^=l,m=8,/(«)=  Yq^, 

id  €C  =  1  die  Gleichimg: 

~1.2.3  ~  2.3.4"^  3.4.5         4.5.6    '  ' 

'obci  wegen  des  früheren  1  ]>>  «  >  —  1  nunmehr  1  ^  «  >  —  1 
sin  muss ;  femer  für  a  =  .^  nach  Division  mit  8 : 

1  u        I        u^  u^        . 


1.3.5        3.5.7    '    5.7.9        7.9.11 
rorin  u  wiederum  ein  echter  Bruch  sein  muss. 

n.    Gilt  für  alle  £  von  i;  =  0bisje;  =  ^3r  eine  Gleichung  von 
br  Form : 
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8)  Fiz)z=:A^-{-A^8inU-\-Ä^sinU-^ , 

80  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  dz  nnd  Integration  arwischen 
den  Grenzen  0  und  \n  mittelst  der  Formeln  8)  und  6)  in  §•  73 : 

*)  jF{z)dz  1 

0 

=H^+i^+0^+TX-6^  + |. 

YTenden  wir  z.  B.  dieses  Verfahren  auf  die  Gleichung  j 


1  —  C08Z 1  —  y  1  —  sin^z 


\8ec^z  = 

i 

—  5  +  2     4     +2.4      6       '2.4.6      8     "+" 


an  und  dividiren  nach  geschehener  Integration  mit  \n^  so  g^elangeij 
wir  zu  dem  nicht  uninteressanten  Resultate :  ^ 

i 

Eine  weniger  spezielle  und  deshalb  an  Folgerungen  weit  reichei 
Anwendung  desselben  Prinzipes  möge  dem  nächsten  Faragraplu 
vorbehalten  bleiben. 


i.=,+i,,.+i(-)+,(i-i)'+ 


§.  76. 

Die  trigonometrischen  Funktionen  als  unendliche 

-  Produkte. 

Die  unter  Nro.  17)  in  §.  34  entwi,ckelte  Gleichung 

1.2.... 6  ^^  ^-t--.-.^ 

gilt  für  alle  k  und  für  alle  zwischen  0  und  \  n  liegenden  z ;  an  den 
Grenze  dieses  Intervalles,  d.  h.  fiir  2  =^  \  sr,  convergirt  aber  die  Reih^ 
noch,  zugleich  behält  coaXz  seine  Continuität  und  daher  ^ilt  die 
obige  Gleichung  noch  für  z  :=:\n.  Durch  Multiplikation  mit  diä 
und  Integration  zwischen  den  ^Grenzen  ;e  =  0  und  z  =  ^yt  folgti 
nun  augenblicklich: 
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+ 


22.42.6» 
ier  für  A  =  2ft: 

'  /X9r       '^  1«       '      1».2« 

^2(12  — ft2)(22— ft2) 
~  12.22.32  *" 

Un  könnte  statt  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  schreiben,  bei 
^r  recht8  eine  endliche  Reihe  gesetzt  ist : 

^^         12  1«.2»  1«.2«,8«  .   

-1«.2«.3*...»« 

I 

|er  bedeutet  9  (fi ,  n)  den  Reit  der  Reihe,  auf  dessen  genaue  Kennt- 
^  es  nicht  ankommt,  von  welchem  wir  aber  wenigstens  wissen, 
iis  er  für  unendlich  werdende  n  verschwindet,  weil  dann  die  vor- 
lebende Gleichung  mit  der  unter  Nro.  1)  verzeichneten  zusammen- 
iDen  mufis.  Vereinigt  man  die  Glieder  der  endlichen  Reihe  durch 
^wohnliche  Addition,  so  folgt: 

■~"  12. 22. 32.'... n2 

.=('-^)(>-f)('-|f>-0-5) 

nd  durch  Uebergang  zur  Grenze  fiir  unendlich  wachsetide  n: 

)  «n^«  =  ^«(l-^)  (l_^)  (l_|i) , 

"o  nun  sin  (in  unter  der  Form  eines  unendlichen  Produktes  er- 
Aeint. 

Setzt  man  in  der  vorhergehenden  Gleichung  erst  n  gleich  einer 
eraden  Zahl  2  m,  dann  =  m  und  schreibt  im  letzteren  Falle  |fi  för 
,  so  giebt  die  Division  beider  auf  diese  Weise  gebildeten  Gkt- 
bungen : 
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l 

_ 

—  «h|fiÄ+9(|f*,m) 

=('-^)('-^)(-^)-('-^Är.>    1 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m: 

„     ^i,_(._^)  (._^)  (._^) 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  können  auch  in  den  Formen: 

4)  ««*=*(l-j^)  (l-2^)  (l-g^)-- 

5)  coa*=(l_i^^)(l_^)(l_^) 

dargestellt  werden;  für  a  =  ^Jt  erhält  man  aus  der  ersten: 

Ä     1^  3^  5_^ 

2  '   23  •  42  •   62  ""' 
oder  umgekehrt: 

7C  2      2      4      4      6      6 


•  •  • .  • 


^^  2^1'3'3'55'7 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  beiderseits   die 
türlichen  Logarithmen  und  von  diesen  die  Differenzialquotienten , 
ergeben  sich  die  beiden  neuen  Formeln: 

1  2d?  2a?  2a 

7)  cot  X  =  —  — 


4 


X  TC^  —  X^  (2.7ty  —  X^  (3ä)2  — a?2  '•••' 

um  eine  ähnliche  Reihe  für  co8ec.x  zu  erhalten,  vereinigen   -wir 
nach  Nro.  8)  gebildete  Gleichung:  - 

^"^  5*  —  ii2Z:72  +  (3;r)2  — ar«  +  (5ä)2— «2+----  J 

mit  der  Gleichung  7)  durch  Addition,  wobei  linker  Hand   die  Fow 

mel  cot  X  -\-  tan  \x  =i  cosec  x  zur  Anwendung  kommt;   es  ist  dannd 

1      ,        2ä  2x  ,  2x 


0?     '    ä3— «2        (2ä)2  — Ä?2    '    (3inj)2-^;p2       ••;••    ^ 

Daraus  folgt  noch  eine  Beihe  für  die  Sekante,  wenn  man  der  vor-^ 
stehenden  Gleichung  die  Forih:  , 
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1_    ,     I      1 L_r_  |_Jl_  ^        1 

iebt  and  nachher  \ic  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt;  man 
rhält  durch  Vereinigung  der  entsprechenden  Glieder: 

))  sec  X  =  -T—- —  '^^-— 4- 


Sehr  nahe    liegt   hier   der   Gedanke,   die   soeben  gewonnenen 
esultate  mit  den  früheren  in  §.  33  entwickelten  Formeln  zu  ver- 

i  __ 

leicheQ ;  hierzu  bedarf  es  nur  einer  Umwandlung  der  vorigen  Rei- 
A  in  Potenzenreihen ;  wir  wollen  diese  an  der  Gleichung  7)  zei- 
m.    Giibt  man  ihr  die  Form: 

1 2x  1  2x  i 

X  «2 


-(f)'    <"'■  -(rJ 


2 


2x 


(3ä) 


a 


\3«/ 


X  w 

|d  setzt  —  als  echten  Bruch,  also  «  >  J?  >  —  Jr  voraus,  so 
Idu  jedes  einzelne  Glied  mittelst  der  Formel : 

1 Z  I         I  I  I 

1  eioe  unendliche  Reihe  verwandelt  werden ;  darauf  lassen  sich  alle 
ie  GHeder  vereinigen,  welche  gleiche  Potenzen  von  o;  •  enthalten, 
id  es  entsteht  so  die  neue  Gleichung: 

12  2  2 

'  cot  J?  =;= S^X 7  SaX^ r  SßX^  — ..^., 

I  welcher  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

jm  "^  2*^*         3^  **** 

HS  der  Vergleichung-mit  der  Formel  10)  in  §.  33  folgt: 

1.2.3...(2n)  ^*^~^  ~  ^  ^2^»' 

Drin  eine  direkte  Bestimmung  der  Cotangentencoefficienten  liegt. 
etzt  man ,  wie  es  gewöhnlich  ist. 


=  -Ö2n— 1 


] 
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und  nennt  52fi— 1  ^®  BemouUische  Zahl  des  Index  2  n  —  1,  so  gel 
die  vorige  Gleichung  in  die  folgende  ttbeir: 

^'^^  j2fi  "T"  22n  ■+"  32«  + 1.2.3...(2n) 

und  die  Cotangentenreihe  lautet  dann: 

1 3)  ,,e .  =  ^  - -j-j «  -  jy^^ *»  -  YTjTe  **  —  •  • 

Wendet  man  dieselben  Transfonnationen  auf  die  übrigen  Gleichi^l 
gen  8),  9)  und  10)  an,  so  ergeben  sich  ganz  ähnliche  Resultal^ 
nämlich  aus  Nro.  8) :  • 

1*)  i2n  +  ^n+52„+--*       1.2.3...(2n)       '  ' 

m 

2«(2«— 1)„    ^  ,  1    ^     ^       lu 

Ferner  aus  Nrb.  9): 

_i__j_  ,  _i_ ,(2^«'-2)^a»_i»^" 

^^)  l2n        22"~^S2'»      *     1.2. 3. ..(2«)      ' 

1      1    2(21-1)  „        ,    2(2»— 1)  „,   - 

endlich  aus  Nro.  10): 

_i L_   .   _i ra»«^»-H^ 

^®>      i2«+l         32^-1"^  52«+l  1.2...(2n).22«-|-2' 

worin  Tj,  Tj,  34,...  die Coefficienten  der  Sekantenreihe  bezeichn 


4 


S.  77. 
Die  Beste  der  Reihen  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 

I.    Bezeichnen  wir  mit  F(x)  die  Summe  der  n  gliedrigen  Beihl 
so  ist  nach  §.  30 : 
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dx  1.2.3..(n  — ir      ^^' 

kiithin  umgekehrt  dttrch  Integration : 

tfm  die  Constante  zu  bestimmen ,  setzen  wir  .t  =r  a;  ,  dann  x  :=i  a 
md  subtrahiren  die  beiden  so  entstehenden  Werthe  von  F(jß) ;  ist  nun 
f^"^(a?)  stetig  von  «  =  ^  bis  *  =  a,  so  ist  es  Uruch  das  Produkt 

i«— «)**— ^/")(ar)  und  die  Differenz  F(«r)  —  F{a)  besitzt  in  die- 
IRD  Falle  denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral: 


r(a_^)n-l/n)(^)  ^ 

t/     l.-2.3...(n— 1) 
a 


|r«rmoge  der  Bedeutung  von  F{j£)  giebt  dies : 

/(«),-/(«)+^/'w+'-2^r(«)+.- 

l^obei  wir,  um  Verwechselungen  vorzubeugen,  statt  der  rechten  Seite 
jbs  Integral 

\  X  ^  ^ 

letzen  wollen.     Für  a  —  a?  =  ä,  also  a  =  j?  -f-  ä  geht  die  vorige 

Gleichung  in  di^  folgende  über: 

leren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  class  /^H»)  »^^^g 
tteibt  von  «  =  a?  bis  u  =  a?  +  Ä.  Gewöhnlich  giebt  man  der 
G^leichnng  1)  die  Form: 

•••^1.2...(ii— 1}-^  ^  ^^    "'  . 


^ 
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wo  B^  den  Best  der  Reihe  bezeichnet;  derselbe  ist: 

«/   1.2...(n— !)•'      ^'*^""' 

*  i 

oder  aber ,  wenn  man  statt  ti  eine  neue  Variabele  t  =  u  —  ^  eil 

führt,  also  m  =  «  -f-  ^  nnd  du  =  dt  setzt : 

h 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  für  ^  =  0  und  indem  man  Dae( 
her  X  für  A  schreibt:  ' 

5)  /(,)=/(0)-|_£p*4.-^>a>«+....  ^ 

••'+1.2... («-!)*        +** 

wobei  /W(m)  von  «  =  0  bis  «  =  «  stetig  bleiben  nrass;  flir  dj 
Best  der  Reihe  hat  man:  j 

X 

Die  in  §.  30  angegebene  Form  des  Restes  der  Ti^ylor'schen  ol| 
Mac  lianrin'schen  Reihe  ist  aus  diesen  Integralen  leicht  herzuleiMJ 

indem  man  von  den  Formeln  des  Abschnittes  II.  in  §•  70  Gebran^ 

I 

macht. 

n.  Eine  wichtige  Anwendung  dieser  Restformeln  ist  folgend 
Wir  bezeichnen  FQB-^-h)  —  F(/s)  kurz  mit  ^  F{w)  und  geben  di 
Trleichung  2)  folgende  Gestalt:  < 

in  dieser  setzen  wir  gleichzeitig 

F(,x)=f(x)  ,  rix)  ,  /"(ä)  ,  .../'-^"-l)(a?) 
wf=2n    ,  2n— 1,  2n— 2,  ...  .     1 

%nd  erhalten  so  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen : 
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^/(.)=-/.  (.)+ j^r  w+ +^^^-^/*.)w 

♦                A                    Ä*  A^n— 1 

^/W=-/"(x)+i:2rO')H- +  i.2..(2n-l/'"^^^^ 


—  02»-l 


+/TJ^fcj/'"+'><H«^'. 


A                    A*  jk2n— 2 

l/"(.)=-r(,)+^/rV  (,)+ +___/2n)(,) 

A 


+/S5£?/-«<'+«^^ 


^    .._..(2«-2) 

I 

f  ■  ». 

|/(2— i)(«)=A/2«)(,)4-/*:=i*/(2'H-i)(,+0d«. 

0 
Wir  addiren  aUe  diese  Gleiobnngen,  nachdem  wir  die  zweite 

kAih,  die  dritte  mit  Äfh^f,.,  die  letzte  mit  A2n i^  multi- 

Ibirt  haben,  wo  Äi^  An,.,.  A^n—i  gewisse  nachher   zu  bestim- 

Inde    Zahlen   bedeuten.      Durch   Vereinigung    der   gleichartigen 
llössen  wird  jetzt 

^/(x)  -\-  Äi  k  Jf<  («)  4-  ^  Ä»  ^/»  («)  +  ... 

'■Ll...(2n)"'"l..(2n— l)"^l..(2«  — 2)"'"'** 
BeUdmlUh,  ijuJjiOM. '  ,21 


1 
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+ 


J  Ll..(2n)  "•    1.2..(2u— l)~f"  1.2..(2n  — 2)  ' 


•••+ 


2) 


Die  noch  willkfirlichen  Coefficienten  Äi^  ^,...  A^^ i    wolle 

wir  so  wählen ,  dass  die  mit  A»/"  («) ,  A»  /'"  («)...  Ä*"/^"'^  C«)  v« 
sebenen  Glieder  verschwinden;  wir  setzen  also: 

1.2~  1 

1.2.8~  1.2~  1 

7)/       1  .       A      .   ^  ■   A  =0 

1.2.3.4^1.2.3~1.2~   1 


I 

1 


-^n— 2   ,    -^n— : 


1  ■  -ii  ■  ,^n— 2   ,    f2f»— 1 

1. 2. .(2n)"'".l.. (2«— !)"'""•"'"    1.2  "^       1 


0, 


und  diese  Bestimmung  ist  jederzeit  mSglich,  weil  diese  Grleiclmn| 
sammt  und    sonders  vom  ersten  Grade    sind.      Die  vorhergehen« 
Differenzensumme  vereinfacht  sich  jetzt  bedeutend;  bezeichnen 
zur  Abkürzung  wie  folgt: 


^^  '^"~  1.2.*(2»)~  1.2..(2n— 1)~   1-2. ..(2»— 2) 


•  •  •  I 


+  ... 


so  ist  bei  tungekehrter  Stellung : 

A 


9) 


*/'  (*) + J  J-P"+^\^ +t)dt 


=z^/(«)+4iAz//'(«)+J,A»^/«(«)4-... 

Diese  Gleichung,  welche  nur  vora^issetzt,  dass /(^'*"»^)(m)  von  ti  = 
bis  u  =  o;  -{-  A  stetig  bleibe,  gestattet  einige  Transformationen,  die 
wir  an  dem  Spezialfälle  n  =  2  durchführen  wollen;  man  'wird  dar^^ 
aus  zugleich  ersehen,  wie  jeder  andere  Fall  zu  behandeln  sein 
würde. 

Für  n  =3=  2  ergeben  sich  aus  Nro.  7)  die  Werthe  Äi  =  —  [, , 
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ff  ' 

;:=  J^,  Ja  =  0,  aus  Nro.  8)  erhalt  man  7=  ^(h-^t^t^^  mit- 
bist: 

Der  Betrag  des  Integrales  lässt  sich ,  wenn  auch  nicht  genau, 

toi  näherungsweise  mittelst  der  Beziehung 

b  h  h 

a  a  a 

jjsä,  in  welchar  A  und  B  das  Maximum  und  Minimum  von  fp{t) 

ieichnen  und  ^  (0  eine  positiv  bleibende  Funktion  ist  (§.  70,  ü.) ; 

nkann  nämlich  entweder  g)(0  =/V  (af-(-t),  ^(Q  =  Qi  —  ty  i^ 

IfOi  oder  auch  umgekehrt  fp{i)  =  (ä— «)*  «*,  ^(0  —  P  («+0 

(men,  wobei  aber  im  letzteren  Falle  /^  (j?-(-0   positiv   bleiben 

IS  von  t  =r  0  bis  <  =  ^ ,  was  sehr  häufig  der  Fall  ist.    Bleiben 

bei  den  letzten  Substitutionen  stehen,  so  wird  J.=^ä*,  J5=0, 


>: 


>0, 


n 

0 
man  kann  denmach  den  Werth  des  Integrales  mit 

dehnen,  wenn  0  ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Aehnliche  Be- 
itangen  würden  fiir  den  Fall  gelten,  wo  /^  (ä-|-0  negativ  wäre 
<  =  0  bis  «  =  Ä  (es  würde  sich  in  der  That  nur  das  Vorzei- 

m  ä&4em))t  und  wir  können  daher  die  Gleichung  10)  unter  folgen* 

!  Form  darstellen : 

k/'(«)=/(«+Ä)— /(*)  —  JA  [/'(«4-Ä) -/'(«)] 

^h*  [/"  (,  +  A)-/'J(«)]-2j^Ä*[/"^  («  +  Ä)  -f^  (*)], 

bd/^  (u)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein  muss 
lerhalb  des  Intervalles  u  =z  a:  his  u  =  a  -\-  k.  Setzt  man  noch 
d)  =.f)(tO,  ao  wird  aus  der  vorigen  Glei<Auiig  die  nach- 
ide : 

hq>(x)=  y  9(w)dtt  — jA[g>(a?4-Ä)— 9(*)] 

X 


1 
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vorausgesetzt,  dass  q)  ^(u)  innerhalb  der  Grenzen  u=  x  bis  u  r=s 
~|-  h  endlich  und  stetig  bleibt  ^und  ausserdem  keinen  Vorzeich 
Wechsel  erleidet.     Wir  nehmen  noch  x  der  Reihe  nach  =  a,  a-f 


d~f~  ^^1  •  •  •  a  '\'  n  —  1^  und  addiren  alle  so  entstehenden  6 
chungen,  wobei  sich  die  Integrale  zu  einem  einzigen  Integral 
sammenziehen  lassen ;  wir  erhalten  nämlich : 

11)       Ä|9)(a)  +  9)(a  +  Ä)-f-9(a-)-2Ä)+...-4-^p(a4-n=ni 
a-f-nÄ 

wo  aS  den  Ausdruck : 


bedeutet ;  der  kleinste  Werth ,  den  u  bekommen  hat,  ist  o,  der  gröi 
a  ~|-  n^;  die  Gleichung  11)  besteht  daher  nur  dann,  wenn  i^ 
stetig  und  endlich  bleibt  von  u=abistt  =  a-f-nÄ  und  zug 
dasselbe  Vorzeichen  behält.     Ebendeswegen   beträgt  der   abs 
Werth  von  S  weniger  als  Das,  was  aus  Nro   12)  für    ö  = 
=  03  ...'ö„_i  =  1  werden  würde  und  ist  also  S<^  9>'"(a-|- 

—  9)"'(a),  oder  8  =  -Ö-  [g)'"(a-|-«Ä)  t—  9'"(a)]»  wo  %'  wiede: 
einen   echten  Bruch  bezeichnet.      Schreiben  wir   endlich    x 
für  u  und  9 ,  so  haben  wir  nach  allen  diesen  Bemerkungen 
Satz: 

13)       ÄJ/(a)+/(a+Ä)+/((i+2Ä)+..-+/(a+;r=riÄ)j 

=Jm  dx-\h  [/(a + nÄ)  -/(«)] 

ö  \ 

+ÄÄ»[/'(a  +  nÄ)  _/^(a)]-^&4  t/'"(ö+nÄ)— /«'(aj 

und  zwar  muss  f^iß)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  YorzeiclMl 
sein  innerhalb  des  Intervalles  «  =  a  bis  o?  =*a  -4-  nA.  < 


•^        « 


•  •  •  t  • 
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I 

I  f.  78. 

'  Anwendungen  des   vorigen  Theoremes. 

'   I.     Da  die  Grosse  h  und  die  ganze  Zahl  n  willkürlich  sind, 

iluuin  a  '\-  nh  jede  beliebige  Grösse  h  darstellen;  unter  dieser 

'  b  —  a 

Aussetzung  wird  h  = und    die  Formel   13)   des   vorigen 

(Agraphen  gestattest  folgende  Schreibweise: 
b 

\         ffix)  dx  =h  \lf(d)  +/(a+ A)+/(a+  2 Ä+ 

^  ...+/(a+;r=n'Ä)+i/(H-«Ä)j 

Geometrisch  betrachtet  ist  das  Integral  die  über  der  Strecke 
^  a  der  Abscissenachse    stehenden  Fläche  von    der   durch    die 
ichung  y  =  f(x)  charakterisirten  Curve;  der  erste  Theil  rechter 
d  bedeutet   die  Summe   der  Trapezfiächen ,   welche    entstehen, 

man  die  Basis  b a  in  n  gleiche  Stöcke  zerlegt,  durch  jeden 

ilpunkt  eine  Ordinate  legt  und  die  Ordinatenendpunkte  durch 
e  verbindet;  diese  Summe  von  Trapezflächen  bildet  einen 
emngswerth  der  krummlinig  begrenzten  Fläche,  die  übrigen 
der  d^r  rechten  Seite  in  Nro.  1)  dienen  daher,  um  die  Annähe- 
|ig  weiter  zu  treiben.  Bezeichnen  wir  f(a)  mit  yo>  /(ö~|~^)  ™it 
,/(a-f-2  A)  mit  ^2  ^^»y  schreiben  d  für  h  und  setzen  endlich  zur 
fkürzung: 

dx  —  ^     '     dx»~^    ' 

geht  die  Fonnel  1)  in  die  folgende  Aber: 
b 

'       a  ■ 

d  bildet  eine  Verbesserung  der  in  §.  66  unter  Nro.  2  angegebe- 
n  Gleichung.  —  Die  Beschränkung,  dass  y"*  von  a  =  a  hiax=b 
dlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein  muss,  hindert  übri- 
tis  die  Anwendung  der  Formel  2)  nicht  wesentlich ;  denn  man  kann 


1 
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das  zu  berechnei^de  Integral  nöthigenfalls   durcli  Theilung  des 
grationsint^rralles  in    andere  Integrale   zerlegen,    innerhalb 
Grenzen  jene  Bedingungen  erfüllt  sind. 

II.     So  wie  vorhin  die  Gleichung  1)  zur  Beregnung  eines 
stimmten  Integrales  mittelst  einer  Summe  diente,  so  kann  auch 
gekehrt  die  Summe  durch  das  bestimmte  Integral  ausgedrückt 
den.    Setzen  wir  a  =  A  =  1,  und  addiren  beiderseits  /(n-(-l) 
wird: 

/(l)+/(2)4/(8)+ •  ••+/(«+!) 
oder,  wenn  wir  n  -|-  1  mit  p  bezeichnen  und  auflösen :  | 


\ 


/ 


/(l)+/(2)+/(8)+...+/(p)  I 

—ffQc)  dx^ff{x)dx^  1/(1)-  ^//(l)+.^/"/(l)         \ 

1  ' 

+l/(p)+Ä/'0')— äfjr'Cp)»  i 

oder  durch  Vereinigung  der  von  p  unabhängigen  also  constadj 
Grossen  zu  einer  einzigen  Constanten  Ki  ^ 

8)  /(l)+/(2)+/(8)+-+/(P)  ' 

Bedingmig  für  die  Gültigkeit  dieser  sehr  brauchbaren  Formel  | 
dass  /^  (a)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  bleibe  inn^ 
halb  de9  Intervalles  ^  =  1  bis  d;  =  j>.  Ein  paar  bemerkenswert! 
Beispiele  sind  folgende: 

a.     Mit  der  Annahme  f(je)  =  —  genügt    man    den    angeg 

benen  Bestimmungen  imd  zwar  für  jedes  beliebige  ganze  p  ]>•  J 
es  ist  daher 

4)  i  +  H-l  +  -  +  v 

wo  es  noch  auf  die  Bestimmung  der  Constanten  K  ankommt.  Schafl 


r 
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m  Ip  »af  die  linke  Seite  und  lässt  darauf  |7  ioB  Unendliche  wach- 
H,  80  veiischwinden  rechts  alle  Glieder  bis  auf  K  und  es  bleibt 

Lim\\  +  \  +  ':-\--J-ip\=K- 

188  nnn  die  angedeutete  Grenze  einen  bestimmten  endlichen  Be- 
ig  hat,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Der  in  Nro.  5)  ein- 
Idammerte  Ausdruck  werde  mit  ^(p)  bezeichnet,  so  ist 

id  da  ausNro.  13)  in  §.30  hervorgeht,  dass  bei  echt  gebrochenen  le 

derzeit  l  ( )  I>  ^  sein  muss ,  so  wird  die  vorstehende  Diffe- 

iiz  negativ  oder  ^  (|>  -f-  1)  <C  V'  Cp)  5  ^^  Funktion  iff  {p)  nimmt  • 
so   ab,    wenn  p   wächst.       Andererseits    giebt   die    Ungleichung 
>  Z  (1  -{-  ai)^  welche  aus  Nro.  8)  in  §.  32  hervorgeht,  fürir  =  |, 

.•• — -folgende  Beziehungen: 

ereinigt  man  sie  mit  der  Gleichung  ^  =  1  durch  Addition,  so  folgt 

nd  durch  Subtraktion  von  Ip: 

^ip)  >  1  —  Z  2  +  Z  ^1  + J-.)>  1  _  12. 

^  Abnahme,  welche  ir(p)  bei  unendlich  wachsenden  p  erleidet, 
cht  also  nicht  ins  Unbestimmte  hinein ,  und  demnach  ist  Lim  ip  (p) 
=  K  eine  bestimmte  zwischen  \  —  H  =  1  und  1  —  12  =z  0,8.. 
egende  Zahl,  genauer 

)  jr=  0,57721566490..., 

t  4 

rie  sich  bei  wirklicher  Berechnung  mittelst  einer  grossen  Zahl  p 
nden  lässt. 

Den  vortheflhaften  Gebrauch  der  Formel  4)  möge  das  Beispiel 

=  1000  zeigen ;  das  Restglied  -^r  "T  <  TT  TXTTTT^  ist  dann  so 

64   I?*         64    1000* 

lein,  dass  es  auf  12  Dezimalen  keinen  Einfluss  ausübt;  sind  also 

l  und  Ip  auf  12  Dezimalen  bekannt,  so  ergiebt  sich  hieraus  die 


•  t 
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Summe  f  -f-  5  "h  •••  -|-  f^  anf  ebensoviel-  Stellen  geiuui;    sie 
7,48547086  •.. 

ß.    Die  Annahme  /{a)  =  Ix  genügt  gleich&lLs  den  anfgei 
ten  Bedingungen  für  jedes  j>  ^  1 ;  sie  giebt 
7)  a  +  Z2  -f  •..  +  ip  =  lil.2.3...p) 

=  E  +  p(lp-l)  +  llp  +  ^±--^^^.  ' 

Für  die  Bestimmung  der  Constante  erinnern  wir  zunächst   an  dk 
identische  Gleichung:  v  .  .    , 

^^        2. 4. 6. ..(2^)        2«.1.2-3..g 
aus  welcher  die  nachstehende  folgt: 

-      2. 4. 6. ..(2g)      _  2^m.2.d...qy 

1.3.5...(2g— 1)  ~    1.2.3....(2g)  ' 
Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2ql2  +  2/(1. 2. .g)  —  Z(  1.2... 2g) entsteht,  und  be- 
nutzen die  Gleichung  7),  indem  wir  zur  Abkürzung 

"  p  192  p»  ~    P 

setzen;  wir  erbalten  so:*     ' 

oder  nach  Multiplikation  mit  2  und  Subtraktion  von  l(2q-\-iyz 

(    2».4».6».,.(2g)«         1      V.  „      ,„ 
\1.3».5»...(2g— 1)«  2g-|-l/~ 


-i(2+-^)  +  2i?,- 


Für  anendlich  wachsende  q  hat  die  linke  Seite,  die  unter  der  form 


, /2    2    4    4  2g  2q    \ 

\  1     8     3     5        2ö— 1    2q4'l/ 


2g— 1    2g-f- 

dargestellt  werden  kann,  ^(5^)  zur  Grenze,  rechter  Hand  verschwin- 
den — ,  B^  und  Ä2gi  e»  t)leibt  daher  Z(|^)  =  2 JT  —  2  Z2,    wor- 
aus K  =  \l(27C)  folgt.     So  ist  nun: 
8)  Kl.2.d...p)  =  lK27C)+(p-\-\)lp—p 

~i2  p  192  j?8' 

und  diese  Formel  wird,  wie  die  voiige,  um  so  brauchbarer,  je  grösser 
die  Zahl  p  ist. 
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t        Benutzt  man  Bp  meder  zur  Abkürzung,  so  ist  durch  Rückgang 
zu  doi  Zahlen 


9) 


1  .  2  .  3  .  .  .  p  =  V"2äj>  (-^J    e  ^ 


Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  BinomialcoefHoient  fij^.  eines 
ganzen  Exponenten  fi  unter  der  Form 

1.2.3..  Qi  —  k)  .  1  .  2  .  .  .  fc 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  9)  noch  das  Resultat : 

welches  für  die  Wfthrgcheinlichkeitsennitteluiig  bei  oft  wiederholten 
.Versuchen  von  Werth  ist. 


§.  79. 
Die  periodischen  Reihen  von  Lagrange. 

Eine  der  interessantesten  und  zugleich  einfachsten  Anwendun- 
gen der  Theorie  bestimmter  Integrale  bildet  die  Untersuchung  der 
Umstände,  unter  welchen  sich  eine  gegebene  Funktion  von  x  in  eine 
Reihe  von  der  Form 

oder  von  der  entsprechenden  Form 

verwandeln  lässt     Die  ganze  Betrachtung  beruht  auf  einigen  Fun- 
damentalsätzen, die  wir  zunächst  erörtern  müssen. 

I.  Wenn  /(«)  eine  von  <  =  a  bis  «  =  i  continuirliche  Funk- 
tion von  t  bezeichnet,  so  folgt  aus  der  identischen  Gleichung 

/'  cosht      1  r 

/(t)  sinkt  dt  =  — /(O  -"Y"  +  -rj  A*)  ^^^^^  ^' 

augenblicklich  die  nachstehende 

h  h 

f{i)8mkt  dt  =  ''-^^ h^ ^~  T*  /  f  (f)<^08kt  dt. 

a  a 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  /'(«)  von  f  =  a  bis  t  =  ^  po*» 
siliv  bleibt,  al8o/(Q  innerhalb  dieses  Intervalles  nur  wächst,  kann 
man  auf  das  Integral  rechter  Hand  die  Erörterungen  in  Nro.  11.  des 
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§.  70  für  if(a;)  =s  fK^)  ^^^^  V>OÖ  =  00$  ka  anweiiden,  indem  mi 
1  als  den  grössten  und  — 1  als^  den  kleinsten  Werth  von  cos  hat  od< 

coakt  ansieht;  es  folgt  dann 

h 

m  —  /(ö)  >  fr(f>coaktdt  >  —  [/(*)  -  /(«)] , 

a 

und  man  darf  daher  den  Werth  des  Integrales  mit  B  [/(^  —  /Wj 
bezeichnen,  wo  B  zwischen  — 1  und  -|-1  liegt.     Die  nunme] 

Gleichung 
h 


/ 


msmkt  dt^.f^-'^^^'"^-  -  /(>)^^^^  4-  e/(^)  -  /<:<») 


giebt  zu  erkennen,  dass  für  unendlich  wachsende  ib 

h 

1)  Lim  I  f  (t) sinkt  dt  =0 

a 
sein  muss,  wenn  f(f)  eine  von  f  =  0  bis  t  =  5  nur  wachsende,  ste- 
tig und  endlich  bleibende  Funktion  ist.     Nähme  f(f)  während  des  ] 
Integrationsintervalles  beständig  ab,  so  würde  das  Theorem  1)  zwar 
nicht  auf  /(t),  wohl  aber  auf  die  Funktion /(a)  — f(t)  passen  und 

68' ist  dann 

b 

Lim    I  [/(a)  —  /(«)]  sinkt  dt  =  0, 


d.  h. 


Lim    /(a) j  f(f) sinkt  dt  |  =  0. 


a 

Da  der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet,  so  folgt 
auch  für  eine  abnehmende  endlich  und  stetig  bleibende  Funktion 

h 

Lim   I  f(i) sinkt  dt  =^  0^ 

a 
und  die  Gleichung  1)  gilt  nunmehr  für  beide  Fälle.  Wenn  die 
Funktion  f(t)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  bald  wächst,  bald 
abnimmt,  also  zwischen  a  und  b  verschiedene  Maxima  und  Minima 
erreicht,  so  denke  mau  sich  die  Stellen  t  =  ^ ,  t^^ ...  t^  aufgesucht, 
an  welchen  jene  Maxima  und  Minima  eintreten  und  zerlege  darauf 
das  in  Rede  stehende  Integral  folgendermaassen: 
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f(f)smlcidt 
a 

=  J  f(t)8inktdt-^  I  f({)8inhtdt-j-...^  I  fi()8inktdt. 

a  ti  .  tm 

Innerhalb  der  rechts  vorkommenden  Intervalle  ist  die  Funktion 
/(£)  jedesmal  eine  abnehmende  oder  eine  wachsende;  für  nn^dUch 
werdende  k  verschwindet  daher  jedes  Integral  rechter  Hand  und  es 
bleibt  eine.  Gleichung  von  der  Form  Nro.  1)  übrig,  für  deren  Gül- 
tigkeit nur  noch  erfordert  wird ,  dass  f(t)  stetig  und  endlich  bleib<s 
von  f  =  a  bis  t  =  h  Aber  auch  die  Bedingung  der  Stetigkeit  lässt 
sich  elimiuiren;  erleidet  nämlich  f(i)  zwischen  a  und  b  Unterbre- 
chungen der  Continnität,  etwa  f Ür  <  =  i?i,  tr2,  .  .  .  r^,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden,  so  ist  das  fragliche  Integral  gleich  der  Summe 

der  Integrale 

fi— 0  Tg— 0  h 

I  f{i)  sinkt  dt -{- 1  fit)  sinkt  dt -{-... -^^  j  f(f)  sinkt  dt\ 

0  Ti+0  ^  T.+O      . 

in  jedem  Integrale  für  sich  betrachtet  bleibt  f(f)  stetig  und  endlich ; 
für  fc  =  00   verschwinden  daher  die  Integrale  und  es  ist  wiederum 

6 


2)  Lim  I  f(t)8inkt  dt  =  0, 


a 


und  das  Begehen  dieser  Gleichung  ist  jetzt  nur  an  die  eine  Bedin- 
gung gebunden  ^  dass  f(t)  von  f  =  a  hia  t  =  b  endlich  bleibt.  — 
Durch  eine  völlig  ani|>loge  Betrachtung  lässt. sich  nachweisen,  dass 

unter  derselben  Determination  die  entsprechende  Gleichung 

h 


imfj 


3)  Lim    I  f(t)co8ktdt  =  0 

gelten  muss. 

Für  das  Folgende  denken  wir  uns  k  als  positive  ungerade  Zahl 
und  setzen 

_  i^(^+0  -  F(a^) 

wo  X  eine  beliebige  Constante  imd  F(u)  eine  von  m  =  ar--)-a  bis 
u  =  a?-f-  b  endlich  bleibende  Funktion  bezeichnet.  Nehmen  wir 
a  =  0  und  6  <;  ä,  so  wird  /(O  unter  den  gemachten  Y oraausetEiUH 
gen  nicht  xmendlich  und  es  ist  daher 
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J  stnt 

0 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile: 

4)         xjw    rd!i]^^(^gs^t)dt  =  Fiw).Lm    f^^  dt. 
J    9ini  '  J    wni 

0  0 

Um  den  Grenzwerth  rechter  Hand  zu  finden,  zerlegen  wir  wie 
folgt: 


/ff  5 

sinkt  ^      ,      /^    1 
wnt  J    w%v 


0  0  |„ 


und  bemerken,  dass  nach  Nro.  2)  das  zweite  Integral  rechter  Hand 
für  unendliche  ib  verschwindet,  weil  coiect  von  t=|3r  bis  <=&<^« 
endlich  bleibt.     Yermoge  der  bekannten  Summenformel 

«»(2n-f-l)t  ^  1  +  2  j  üo«2t-f  co54«-|--.+'Co«2n<  j 
findet  sich  augenblicklich  für  2n-f-'l  ==  k\ 

i  sinkt   ,         , 
0 

I 

und  nach  diesen  beiden  Bemerkungen  susammen: 
h  » 


Csinkt  ,  ,.      isinki 

«»    /     .  ■  ■  rft  =  Ltm  I  — : — 
J    sint  J    «int 


Um 

0  0 

Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zu  folgendem  eigenthüm- 

lichen  Theoreme: 

h 

5)         Lim   f^^Fiw4-t)dt:=litF(a!),     0<6<3r, 
J    8tnt  * 

0 

Für  6  =  Ä  gilt  dasselbe  nicht  mehr,  weil  der  für  f(f)  substi- 
tuirte  Ausdruck  für  t  =  h  ^=i  ic  unendlich  werden  würde;  man  hat 
in  diesem  Falle 

/tr  ^c+o^'  =/It  ^<-+'>^'  +M^^"-- 

0  0  1« 

setzt -man  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  t  r=.  n — r,  so  ver- 
wandelt es  sich  wegen  des  ungeraden  k  in 
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0  In 

/sinkt  „.     .  .  ,  isinhT  _,     ,  ,  , 

gz.  0 

wobei  wir  wieder  t  für  t  schreiben  können,  weil  in  einem  bestimm- 
ten Integrale  nichts  anf  die  Bezeichnung  der  Integrationsvariabelen 
ankommt  ;^  die  vorige  Gleichung  lautet  jetzt 

a      •  0  0 

und  indem  man  die  Formel  5)  auf  jedes  einzelne  der  rechts  vorhan- 
denrai  Integrale  anwendet,  ergiebt  sich: 

6)  Um  J^^  Fix-^-iidt  =  \nF(x)  -f  InF^x-^n). 

0 

n.    Nach  diesen  Vorbereitongen  ist  es  leicht,  die  Summe  der 

imendlichen  Reihe  zu  finden,  von  welcher  das  Integral 

n 

I  f(u)  cosm(u'^a)du 

0 
das  allgemeine  Glied  bildet.    Setzen  wir  nämlich  fn  =  0,  1,  2, . . .  n 

imd  nehmen  das  erste  GHed  nur  zur  Hälfte,  so  entsieht  die  endliche 

Reihe 

n  n  n 

7)  lf/(u)du  '\'ffW  cos(u:f€Odu  +  f/(u)eo82(upii)dtt+... 

0  0  ^  0 

n 


0 
n 


•  •  •  -^  I  /(u)eo8n(u'^a)du 


0 
und  durch  Summimng  der  eingeklammerten  Reihe 

4 

;?  sm(2n+I)  ^ 

8)  //(u) ^    ^     du. 

Ö  2«n  — ^ 

Lassen  wir  n  ins  Unendliche  wachsen  und  bezeichnen  2n  -f-  1 


1 
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mit  k^   80  wird  die  Reihe  anter  Nro.  7)  zur  unendlichen  und  aus 
der  Yergleichung  mit  Nro.  8)  folgt: 


n  n 


8)  I  Jf(u)du  4-^   j  fiu)eoam(u^a)du 

0  ^0 

n 

irol^ei  sieh  daa  Summenzeiohen  auf  die  Werthe  in:7=l,2,  3,.r. 
bezieht.  Wir  betrachten  nun  die  willkürliche  Constante  €C  als  po« 
sitiv  und  theilen  die  weitere  Untersuchung  in  zwei  Theile,  je  nach- 
dem das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird. 

Im  ersten  Falle  setzen  wir  \(u — a)  =  t>,  also  u  =  a-[-2i;; 
das  rechter  Hand  befindliche  Integral  geht  dann  in  das  folgende  über: 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ti  =  —  (,  im  zweiten 

V  =  t  substituirt  wird: 

U  !(«-«) 

i  sinkt  Aa  j.    I       r^nkt  ..     ,  q^^,. 

0  0 

Für  unendlich  w|u;hsende  k  sind  nun  die  früheren  Sätze  an- 
veildbaar  und  zwar  wollen  wir  dabei  die  Falle  a'=0^0<^ß<^it 
und  a  =  n  unterscheiden ;  wir  erhalten  dann  sehr  leicht : 

n  n 

10)  \  J /(u)  du  +  S  j  f(u)  eoarrHu —a)du 

je  nachdem  «  =  0,    0  <;  «  <:^  ä,    «  =  ä  ist. 

*    Gilt  in  der GleichungS)  das  untere  Vorzeichen,  so  sei  |(w-f-«) 
=  t,  mithin  u  =  2t — a^  das  Integral  rechter  Hand  wird  dann: 

1  sinkt..        I  «.N  j.       I  sinkt  ,^        i«^,        isinkt  ^         ^  .  ., 


Cap.  XYX  §.  79.    Die  periodifohen  Beilien  von  Lagrange.        885 
ro  sich  die  Sätze  ö)  und  6)  wiederom  anwenden  lassen;  mittelst 


lerselben  findet  man  ohne  Mühe : 

n 


1)  \   /fiu)du  +  S  I  f(u)coBfn(u+a)du 

ffir  a  =  0    ,     0<;a<:;3r,  «  =  jr. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  10)  und  11)  und  durch  nach«- 
lerige  Division  mit  ic  folgt  nun,  dass  die  Summe  der  Reihe    • 
n  n  ' 

—  1  /(m)^^  "h  ^  ] —  I  fiu)co8mudu  .  oosma  | 
0  ^0 

^li/(0),  ![/(«— 0)+/(a+0)],  oder|[/(«~.0)-f/(«+0)] 
nsgedrückt  wird ,  je  nachdem  a  =  0,  zwischen  0  und  n  enthalten 
dier  =  ä  ist;  dabei  kann  \  [/(«  — 0)  +/(a+0)]  =  /(«)  gesetzt 
rerden,  wenn  die  Funktion  f(jß)  an  der  Stelle  a  =  a  stetig  bleibt, 
ichreiben  wir  x  für  a  und  setzen  zur  Abkürzung: 

n 

2    r 

12)  '^  =  —   /  /(m)  <?o«  ««  ^^t 

0 

10  erhalten  wir  folgendes  Theocem: 

Bleibt  die  Funktion  f(x)  endlich  und  stetig  von  /p  s=  0  bis 
«  =  ^,  so  gilt  die  Gleichung 

18)     f(a)  =  \Äq  -|-  Äicosa  -f-  A^coa^iß  -f-  A^coa^x  -j"  •  •  • 

für  alle  Werthe  von  ^  =  0  bis  ^  =:  ^  mit  Einschluss  beider 
Grenzen;  erleidet  sie  aber  an  einer  Stelle  innerhalb  dieses  In- 
tervalles  eine  Unterbrechung  der  Continuität,  ohne  jedoch  un- 
endlich zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe  gleich 
dem  arithmetbchen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen,  welche  dem 
f(x)  an  jener  Stelle  zukommen. 

Durch  Subtraktion  der  Gleichung  11)  von  der  Gleichung  10) 

srgiebt  sich  für 

n 

U)  Bn  =  —  Jf(u)si$inudu 

0 
ein  ganz  ähnliches  Theorem;  es  lautet: 


>  I 
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Bleibt  /(/r)  stetig  und  endlich  von  o;  =  0  bis  s  •:=i%^  m 
ist  die  Gleichung 

15)  /(«)  =  B^tinx  -j-  B^sm^x  -f-  B^wfk^x  -!-•••• 

für  alle  zwischen  0  und  %  liegende  Werthe  von  x  richtig^ 
nicht  aber  für  a?  r=:  0  und  für  a?  =  ä,  in  welchen  Fällen  die 
Reihe  verschwindet ;  wird  f{x)  zwischen  0  und  it  discontinnir- 
lioh,  so  giebt  die  Summe  der  Reihe  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  an  der  Discontinuitätsstelle  vorhandenen  Werthe 
von  /(ä). 

Ausserhalb  des  Intervalles  0  bis  n  gilt  im  Allgemeinen  keine 
der  Gleichungen  13)  und  15);  die  Sununen  der  darin  vorkommenden 
Reihen  sind  nämlich  periodische  Funktionen  von  j?,  wie  cosmx  und 
8inmx\  me  weitere  Gleichung  könnte  also  nur  dann  stattfinden,  wenn 
zufälligerweise  fix)  gleichfalls  periodisch  wäre.  So  würde  z.  B. 
für  negative  x  die  Gleichung  13)  gelten,  wenn  /( — x)  =  /(j?),  und 
die  Gleichung  15),  wmm  /( — x)  =  —  f{x)  wäre,  was  wohl  in  spe- 
ziellen Fällen  vorkommen  kann,  im  Allgemeinen  aber  nicht  anzuneh- 
men ist. 

§.  80. 
Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

I.  Setzt  man  f(x)  =  x  und  beachtet  die  sehr  leicht  zu  ent- 
wickelnden Gleichungen 

n 

cosnit — 1 
ucoanu  au  =  — 


0 


n 


u  mn^nu  du  = — ^— , 


0 

so  führen  die  Theoreme  13)  und  15)  zu  den  folgenden  zwei  For- 
meln: 

i\    '      — .   *  ^    j  ^^^^  _i_  co^ 3 X  j^  008 6 X    I     .      I 

ar  >  «  >  0, 

^         2—1  r"+    3  JT'-r--- 

«  >  «  >  0, 


TS 
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leren  zweite  auch*  für  x  =  0  und  für  negative  o?  <;  «  gilt,  weil 
fie  linke  Seite  die  Eigenschaften  /(O)  =  0  und  /( — a)  =  —  /(a?) 
»esitzt. 

Die  Sabstitution  fix)  =  «^  -(-  e~'^  giebt  yermöge  der  Inte- 

{nJformel 

n 

(^u    I    ,-au)  ,,,  „„  ^„  ^  lS2!!;tl(/in  _  ,-«,) 

0  ' 

blgende  Reihenentwickelong : 

.         ^£r_  «***  -|-  «—^ 1_  aco8x     .    aco3  2x 

^         2     ga/r  _  ^-a«  ~   2a  ~  ^2+1»  "•"  a^-f  2«  ~ ' 

ir<^ei  das  Gültigkeitsintervall  jr  >  ar  >  0  auf  ä  >  a?  >  —  ar  er- 
i^eitert  werden  kann,  weil  /( — x)  =  —  f(x)  ist.  Ein  analoges  Re- 
raltat  ergiebt  sich  aus  Nro.  15)  für  /{x)  =  e^  —  e—^,  nämlich: 

n     iF^  —  e""^    9inx  Isin^x  _,     ZsinZx 

^        T    ^n  _  ^-an   —  a3_^  12  ~  a2_|_22    '    a2_|_32  ~  '••  •» 

and  zwar  gilt  dasselbe  für  ä  >  a?  ^  —  n.  Man  würde  das  Näm- 
liche durch  Differenziation  der  Gleichung  3)  in  Beziehung  auf  x 
erhalten,  darf  indessen  diesen  Prozess  nicht  zum  zweiten  Male  an- 
wenden, weil  man  sonst  auf  eine  divergente  Reihe  kommen  würde. 

Für  fix)  =  cos^x  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  f(  keine 
ganze  Zahl  ist,  findet  sich  aus  Nro.  13): 

yt    eosiix 1^        iicosx     ^^  iicos2x 

^  T  siniiic  ~  2ii~  ft«— 12  "l"  /t2— 22  ~  •  ;  •  ' 

3r  >  ft  >  —  Ä, 

und  ans  Nro.  15)  für  f(x)  =  sin  fix  unter  derselben  Voraussetzung: 

^  ¥  sii^-~  12—^*2  —  22—^2  +  32  —  ^2  ~ 

Ä  >  a?  >  —  Ä, 

wie  man  auch  aus  den  Formeln  3)  und  4)  durch  die  Substitution 
a-=:i  IL V— 1  erhalten  könnte.  Setzt  man  in  Nro.  5)  einmal  ar  =  0, 
dann  x  ^=  n  und  in  Nro.  6)  ^  =  |;r,  so  kommt  man  auf  Resultate, 
welche  mit  denen  des  §.76  übereinstimmen,  sobald^  man  ^n  oder 
\\i7C  mit  einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnet. 

n.  Nach  diesen  speziellen  Beispielen  kehren  wir  zu  den  all- 
gemeinen Theoremen  des  vorigen  Paragraphen  zurück,  um  noch 
eine  wichtige  Transformation  zu  erwähnen,  welche  das  Integral 

BolilOmlloh,  AiuOyifi.  22 


.1 


n 


888  Cap.  XVI.  §.  80.    Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

n 

f(u)co8  nu  du 

0 
in  dem  Falle  betrifit,  wo  /(u)  von  der  Form  ip(co8H)  ist.      Diese 

Umwandlung  beruht  auf  folgendem  einfachen  Satze :  wenn  die  Funk- 
tion <p(ßi)  80  beschaffen  ist,  dass  sie  und  ihre  n — 1  ersten  Differen- 
zialquotienten  von  x  =  a  bis  x  =  b  endlich  und  stetig  bleiben,  wenn 

femer  ^(«)  und  V^'C«),  V'^W^  •  •  •  il^^^^^^  00  sowohl  für  x=b  alsj 
für  a  =  a  verschwinden,  so  gUt  die  Gleichung  \ 

b  b 

o     ,  '         a 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  durch  n  malige  Anwen-; 
düng  der  theilweisen  Integration  überzeugt.     Für 

^(a?)  =  (1  — ar2)^  — 5,    a  =  —l,    b  = -^  1 
sind  nun  die  dem  if(a!)  auferlegten  Bedingungen  erfüllt,  also 

1  +1        ^^_i 

/  (1  —  «s)""^  9^"^  («)  <*«  =  (—  1)"  r^<^^~*^"       q,(x)  dx. 
«/  /  «/  da^ 

—1  —1 

Vermöge  der  unter  Nro.  12)  auf  Seite  182  entwickelten  For- 
mel ist  aber 

d»-l(l-^»)''-4        (_i)n-li.3.5..(2n-l) 

; :=r  ■  8in  in  AtC  COS  Xh 

und  daher  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 
1 

J  (1— «2)"— 2  y(»)  (fl.)  dx 
—1  1 

1.3.5...  (2n — 1)  rd  sin  (n  Are  cosx)      ,  ^  , 
= n J  T. 9'(*>'^*' 

—1 

hebt  man  rechts  dxym^  setzt  beiderseits  ^cco«d?=u,  sUbo  x=zcosu^ 
so  folgt 

n  0 

/  «t«^'*Mqp(")(co«M)dtt= \ — '- — '— /  dsinnu.q>(cosu)^ 

0  .  n 

oder  endlich,  wenn  man  auf  das  Integral  rechter  Hand  reduzirt: 


r/ 
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Um  den  Gebrauch  dieser  Formel  an  einem  Beispiele  zu  zeigen, 
«ei 

/(a?)  =  (1 — 2acp8X'j-ä^     3  =  tp(cosx) 

die  nach  dem  Theoreme  13)  des  vorigen  Paragraphen  zu  entwickelnde 
Fnnktion;  es  wird  dann 

9(z)  =  (1— 2ar-|-a2)H 
also  nach  Nro.  7): 


n 


j..     P       coanudu        ^  P/  atwtf \^^         du 

J  V  l-^2acosu-\-a^~     J  \V  ls-.2aco«tt+a2yy  l— 2aco«M-f-a2 

Das  Integral  rechter  Hand  vereinfacht  sich  mittelst  der  Sub- 
stitution 

smu  .      ,  sinu 

8inw^     w  •=.  Arcstn 


Vi  —  2a(?o«w4-a*  V  1—2  acosu-\-a^ 
man  erhält  nämlich  daraus 

1                    K  1  —  2aco«tt-f-a^    ,  (l^aco8u)du 

V-    ■  '  =    ' z ^  dW  == \ ; r— - 

1 a'^sin'^w                1  —  acosu  l-^^acosu-f-  a^ 

nnd  durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen 

dw  du 


V  l—a^sin^w        Vl  —  ^acoau-j-a^ 

2 
Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  8) ,  nachdem  dieselbe  mit  — 

mnltiplizirt  worden  ist,  so  haben  wir  als  Resultat,  dass  die  Coeffiei- 
enten  Ä  in  der  Gleichung 

9)  y  '  =^  =  I  -4o  -{-  ^1  COS  a?  -|-  ^2  C05  2  ar  -|-  .  .  . 

y  1  —  2aco«^-f-a2 

durch  die  Formel 


^  "^0    Vi  — a^m^M?  ^       ^  Vi  — a^Äi: 

zu  bestimmen  sind.     Die  wirkliche  Ausführung   dieser  Integration 
mittelst  einer  unendlichen  Reihe  hat  keine  Schwierigkeit. 


dw 


«2* 
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Ä  >  ^  >  0,  d.h.X>z>0. 


§.  81. 

Erweiterungen  der  früheren'Sätze;  Theorem  von 

Fourier. 

I.  Die  Grenzen  0  and  ;r,  innerhalb  deren  die  Beihenentwicke- 
lungen  18)  mid  15)  in  §.  76  gültig  bleiben,  lass^i  sich  auf  folgende 
Weise  beliebig  erweitern;  es  sei  für  ein  beliebiges  positives  Xi 

%z  nt     ^(7tz\ 

*=T'    "  =  T'  •^(tJ  =  ^('>' 

so  geht  die  Gleichung' 13)  in  die  folgende  über: 

1)  9(2;)  =  \A^  -j-  AxC0$  —    +  ^2  öo«  -r f-  .  .  .  . 

und  gilt  unter  der  Bedingung : 

Die  Coefficienten  Ä  bestimmen  sich  wegen  fi'^)  =  9  (0 
nach  der  Formel 

wobei  die  Integrationsgrenzen,  welche  0  und  n  für  u  waren",  nun- 
mehr  durch  die.  Gleichungen  —  ===  0  und  —  =  ä  bestimmt  wer- 
den, woraus  t  =  0  und  t  =  X  folgt;  so  wird: 

X 

2)  A^  =  -^y  9(0  008  ^  dt. 

0 
Mittelst  ganz  derselben  Substitutionen  ergiebt  sich  aus  den  For- 
meln 15)  und  14)  in  §.  76,  dass  die  Gleichung: 

3)  9  W  =  J5i  «tn  —  +  B2  8tn  —  -f  Bs  stn  -y-  + 

unter  der  erweiterten  Bedingung   . 

X>  z>0 

gültig  bleibt,  und  dass  'die  Coefficienten  B  aus  der  Formel 

X 

4)  B^='Yfq>(t)sin^dt 

0 
zu  bestimmen  sind. 
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n.  Die  Gleichungen  1)  uod  3)  lassen  sich  endlich  noch  zu 
einer  einzigen  Formel  vereinigen,  welche  von  z-=^  —  Abisjr=r^A 
richtig  ist.  Die  £ntwickelung  unter  Nro.  1)  würde  nämlich  für  ne- 
^tiVe  z  Bestand  haben,  wenn  zufällig  9)( — z)  =  9W  wäre;  die- 
ser Bedingung  kann  man  aber  ganz  allgemein  durch  die  Substitution    , 

9«  = 2 

genügen  und  daher  gilt  die  Gleichung 

..                                        ^(^)  +  ^(— ^) 
6)  -^ 

=  I  Jo  -f-  -4i  CO«  —  -f-  Ai  cos  -T—  -)-  uäa  cos  — j-   ;-[-•... 

von  z  =  —  A  bis  ;?;  =  -|-  A.     Der  Coefficient  Ä^  ist 

X  % 

A^  =  -T-  J  if(t)co8  — T-  ^^  -T  'Y  I  ^  ( — *)  ^^*  "T"  ^'• 
0,  0 

Setzt  man  im  ersten  Integrale  t  =  w,  im  zweiten  t  =  —  ti,  so 

ändert  sich  das  erste  nicht  und  aus  dem  zweiten  wird 

—A  0 

T  J  ^Wö05  —j-  du  =z  —  J  ^(u)  C08—T—  du, 

0  — A 

und  dadurch  ziehen  sich  beide  Integrale  auf  das  eine  zusammen : 

X 

6)  A^  =  -y  /  ilf(u)co8  —j—  du. 

— X 

Ferner  würde  die  Entwickelung  in  Nro.  3)  für  X  ^  z  ^  —  A 
richtig  bleiben,  wenn  9?(0)  =  0  und  ip ( — z)  =  —  9  W  wäre;  bei- 
den Bedingungen  genügt  man  mittelst  der  Substitution : 

9  (^)  =  2 ' 

und  hat  daher  die  für  A  >  ^  ^  —  A  gültige  Gleichung: 

'^  2 

=  ^1  8in  — 1-  B^  8in  — T—  -j-  J5j^  5m  — !-...•, 

deren  Coefäcienten  ganz  derselben  Umwandlung  unterworfen  werden 
können,  die  wir  oben  auf  A^  angewendet  haben ;  man  erhält  nämlich : 

X 


8)  B^  =  —  j  ^{\i)  8xn  — y  du, 

— X 


1 
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Durch  Addition  der  Gleichungen  5)  und  7)  gelangt  man  schliess- 
Hch  zu  der  Formel: 

9)  ^  W  =  1-4  +  ili  CO«  —    -f  ^  C08  -j-  + 

+  Bi  sin  -j-  -f  ^2  «*«  —  + 9 

welche  für  alle  zwischen  — k  und  -|- A  liegende  z  gilt;  für 
2(  =r=  +  A  dagegen  besteht  die  Gleichung  nicht  mehr,  es  verschwin- 
det dann  der  zweite  Theil  der  Doppelreihe  und  die  Summe  ist  nicht 
^(A),  sondern  5  {^(A)  -f-  ^( — i)}  ,  wie  aus  Nro.  5)  unmittelbar 
hervorgeht. 


V  Cap.  XVII. 

Die  Transcendenten  der  Integralrechnung. 

5.  82. 
Der  Integrallogarithmus. 

Wenn  ein  Diffbrenzial  durch  die  gewöhnlichen  einfachen  Funk- 
tionen nicht  integrabel  ist,  so  bildet  das  Integral  eine  ihrer  Art  nach 
nene  Funktion  der  Integrationsvariabelen,  und  man  kann  sich  die 
Aufgabe  stellen,  aus  der  durch  das  Integral  selbst  gegebenen  Defi- 
nition einer  solchen  Transcendenten  die  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  letzteren  herzuleiten.  Dabei  ist  es  nöthig ,  der  willkür- 
lichen Constanten  des  Integrales  einen  bestimmten  Werth  zu  erthei- 
len,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Integral  zwischen  bestimmteh  Gren- 
zen zu  nehmen,  damit  die  aufgestellte  Definition  an  keiner  Unbe- 
stimmtheit leide.  Ware  z.  B.  der  natürliche  Logarithmus  nicht 
bekannt  gewesen,   so  würde  die  Integralrechnung  bei  Gelegenheit 

der  Integration  von  —  darauf  geführt  haben ;  die  Gleichung 

X 


/dx 
—  =  g,(^) 


1 

hätte  dann  als  Definition  der  Funktion  (p  (x)  gedient  und  man  würde 
daraus, die  Eigenschaft  9> (^i) -(- 9? (^2)  =  9(^1^2)»  sowie  die  loga- 
rithmischen Reihen   entwickelt  haben.     Eines   der  einfachsten  unter 

dx 
den  in  geschlossener  Form  nicht  integrabelen  Differenziaien  ist  - — ; 

Ix 

bestimmen  wir  die  Constante  seines  Integrales  so,  dass  letzteres  für 
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x  =  0  verschwindet,  so  entsteht  das  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0. 

dof 
und  a  =  X  genommene  Integral  von  -r — ;  dieses  heisst  der  Inte- 

Ix 

grallogarithmus  von  a,  in  Zeichen: 

0  0 

Für  I  -<[  1  ist  Zä?  innerhalb  des  Integrationsintervalles  negativ, 
mithin  auch  Zt(l)  negativ 

-^  r  dx 

wobei  man  bemerken  kann,  dass  der  Formel  l  ( )  =  ;8;-(-^2«|_^tß,  1 

zufolge  ! 

'-'<'(t)<'-^. 

mithin  durch  allseitige  Umkehrung 

IIa? 


(v) 


X  /   1  \  1 — X 

V 


sein  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  li  (|),  bei  echtgebrochenen  $, 
zwischen  den  Zahlen  Z(l  — S)  und  Z(l  — |)-f  |  liegt;  für  f=l— 0 
wird  daher  Zi(l  —  0)  =  —  oo  .  Wenn  endlich  |  die  Einheit  über- 
steigt, 'SO  erleidet  der  Ausdruck  -j—  innerhalb  des  Integrationsinter- 
valles eine  Unterbrechung  der  Continuität ;  wir  verstehen  dann  unter 
Zi(5)  den  Hauptwerth  des  in  Nro.  1)  verzeichneten  Integrales, 
d.  h.  den  Werth,  welchen  die  Summe 

i-<f       { 

/dx  ^y       r  dx 
Ix     '    o/      Ix 

für  Ä  =  0  annimmt. 

Die  Gleichung  1)  lässt  einige  Transformationen  zu,  welche  wir 
zunächst  erörtern  wollen.     Für  |  =  c~"'',   x  =  e    ^  wird 

2)  li  (e-'O  =  M  «-«  =  -    f  ^  «-«; 

J     u  J     u 


% 
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ferner  für  |  =  e  » '^  und  a  =  e^^ : 

3) 


'■•<•+'' =/t'-"  =  -/ 


OO  _,y 


Die  Substitation  u  st:  12^4"  ^  g^®^*  weiter  aus  Nro.  2): 


00 


4)  eniiie-n)=-fJL.e-Vi: 

0  ' 

und  die  Substitution  «  =  lyi  —  i^  in  Nro.  3) : 

00 

0 
Um  eine  Reihe  zur  Berechnung  des  Integrallogarithmus  zu  er- 
halten, betrachten  wir  zunächst  das  Integral 

J     u  J     u  ^    J     u 

V  71  n  . 

worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  sein  möge ;  vermöge  der  bekannten 
Reihe  für  e""**  ergiebt  sich 

oder  auch,  wie  man  leicht  bestätigt  findet: 

6)    liCe-")  -  i«(e-»)  =  lV  —  l^  -\-h^^ 


3 

2 

1 


4"  / :: ^^  —  ^^> 

0 


j — nz 
Z 


für  unendlich  wachsende  n  geht  die  linke  Seite  in  li(er'^  —  Zt(0) 
=  li  (eT"^')  über  und  es  kommt  also  wesentlich  darauf  an,  deuGrenz- 
werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand  zu  ermitteln,  wobei  zur 
Abkürzung 


^—nz 
z 


7)  Kn  =  f' dz  —  In 

0 
sein  möge.     Nun  ist  identisch: 
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1  1 


■^=ß-^^^—'-j' 


dz. 


0  0 

Die  erste  Integration  wird  dadurch  aasgeführt,  dass  man  1 — z=i 

setzt,  dann  die  bekannte  Gleichung  (1 — «**):(!  —  tt)=l-f-w-f-M^ 

.  .  -t-  m" — ^  in  Anwendung  bringt  und  die  einzelnen  Glieder  int 

grirt;  dies  giebt 


1 


dz» 


0 
Für  das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  f( 

echtgebrochene  z  immer  «""^  >  1  —  z^  also  e    ^^  >  (1  —  «)**,  d« 
Werth  des  Integrales  folglich  positiv  ist.     Andererseits    führt 
Ungleichung 

a""  —  P<  na*»-!  («— j8),       cc>  ß, 

auf  unseren  Fall  angewendet,  zu  der  Beziehung 

i ^  <n • e    ^^<Cnze     ^%  , 

z  1        *  '  1 

wobei  die  Bemerkung  benutzt  ist,  dass  (1  —  ^-\-zeF)  :  z    weniger! 

als  z  beträgt,  so  lange  z  die  Einheit  nicht  übersteigt.     Cs  Jst  nuil^ 

weiter  \ 

1  1 

0  <  Jf—ZZ^LZI^!:  dz  <  nfze-"^  dz,  * 

oder  wenn  man  die  Integration  rechter  Hand  ausführt  und  mit  9^ 
einen  nicht  weiter  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bezeichnet:     ^ 

J  z  l  n  \      ^      n  / 

Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


n 


-*!i-('+v)H 


geht  hervor,  dass  LiniK^  mit  der  in  §.  78  Formel  5)  vorkommenden 
CoD stauten  J^=  0,5772156  .  .  .  identisch  ist;  man  bat  daher  aus 
Nro.  6): 

8)  /  i  ie-^)  =  K+lri-\^^\^^-.... 
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Um  eine  Reihe  für  Zt(e'>'^)  zu  erhalten,  kann  man  von  der 
leichnng 

Higehen  und  ganz  dieselben  Schlüsse  in  Anwendung  bringen,  inr 
an  man  festhält,  dass  es  sich  um  den  Hauptwerth  des  Integrales 
indelt;  man  findet  so: 

Die  Formeln  8)  und  9)  lassen  sich  zu  einer  einzigen  für  jedes 
geltenden  zusammenziehen,  nämlich: 

Aiüx  fl  =  1^: 

i)      / 1  (ö  =  Ä  + 1  i  [(z  ö»]  +  i  -^  4- 1  fft'  +  •  •  •  • 

Die  vorstehende  Reihe,  obwohl  immer  convergent,  ist  doch  für 
hr  kleine  (d.  h.  nahe  bei  Null  liegende)  oder  sehr  grosse  |  un- 
Auchbar  zur  wirklichen  Berechnung  von  ^«(|),  weil  in  diesen  bei- 
m  Fällen  die  rasche  Convergenz  erst  spät  anfängt.  Wir  betrach- 
n  daher  diese  Fälle  noch  besonders. 

Beim  Anblicke  der  Gleichung  4)  liegt  der  Gedanke  nahe,  den 
Votienten  1  :  (1  -|-  Q  in  eine  Reihe  zu  verwandeln ;  diese  darf  aber 
icht  unendlich  genommen  werden,  weil  die  Bedingung  l>t> — 1 
teht  innerhalb  des  ganzen  Integrationsintervalles  erfüllt  ist;  wir 
Izen  daher 

,  (—1)"  <" 

nd  hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration  der  einzelnen  Reihenglie- 
er  nach  Formel  10)  in  §.  73: 


•  •  •  • 


^        '       ^2  1}^  ^^ 

00 


r  ^  1+' 


Innerhalb  der  Grenzen  ^  =  0  bis  t  =  oo   ist  nun  f^  :  (l-^-i) 
leiner  als  (^,  mithin  der  Werth  des  letzten  Integrales  kleiner  als 


1 
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00 

f'  e    ^^  dt  =  — 


bezeichnen  wir  daher  mit  @  einen  positiven  echten  Bruch,  so  habe^ 
wir: 

12)  «'»i,(«-H)  =  __  +  —  -  —  -f—j : 

. . .  +  (_i)«  i-2..(«-i)_)_ (_!)«+!  e Lli^  i 

I 

und  diese  Formel  ist  bei  grossen  ff  sehr  brauchbar,  sobald  man  den 
n  denjenigen  Werth  giebt,  für  welchen  tler  Rest  am  kleinsten  wird; 

€    ''  =  I  gesetzt,  liefert  das  für  kleine  |  anwendbare  Resultat:       ' 

13)      "(Ö  =  7|-ji-7| +-(j^,--^  +  --..       ^ 

(il)«-!       ^'  Ol)»»    j 

I 

Nachdem  die  Berechnung  von  l  i  (1)  anfangs  mittelst  der  vor- 
stehenden Formel,  nachher  (etwa  bis  |  =  10)  mittelst  der  Formel 
11)  bewerkstelligt  worden  ist,  kann  die  Fortsetzung  der  Tafel  aii 
die  Weise  geschehen,  dass  man  aus  einem  bekannten  Integralloga^ 
rithmus  li  (ci)  den  Integrallogarithmus  h'(a-(- 2;)  herleitet.  Zu  einel 
derartigen  Formel  führt  folgender  Weg.     Aus  Nro.  3)  folgt  leicht; 

--«  -(«-K) 

-(«+0  -« 

und  für  u  =  —  (a  -|~  f  t),  wo  t  die  neue  Variabele  bezeichnet : 

1  1 


a 


Der  Werth  des  Integrales  ist  immer  leicht  ^  finden,   entweder 
durch  die  Methode  der  Quadraturen  oder  durch  Reihenverwandlung; 

letztere  mag  auf  die  Weise-  ausgeführt  werden ,  dass  wir  .e- '  sowohl 

als  1  :  (  1 H )  entwickeln ,    wobei  aber  a  mehr  als  der  grosste 

Werth  von  gt,  d.  h.  mehr  als  ^  betragen  muss,  nachher  beide  Rei- 
hen multipliziren  und  integriren.     Nach  dieser  Angabe  findet  sich: 


e«+^  —  c« 
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^^*^  Vi. 2.3        1.2    «   ^r  „2         «s^-^-'M 
In  der  Parenthese  ist  die  Summe  der  yon  a  freien  Glieder 

md  daher  kanti  maa  dem  Resultate  folgende  Fonn  geben : 
14)  a(««+^)  —  Ze(c«)  = 

rorin   erstlich  a  ^  ^  sein  muss  pnd  die  Coefficiepten  Ä  nach  den 
fermeln 

h—    „,  ^  — ,    ^        «2'  "**  —  1.2    a         '   a«  ^  a»'"* 

lestimint  werden ;  will  man  sie  aber  sacoessiv  beredmen,  so  empfiehlt 
ich  die  Beziehung 

Für  €«  =  a,  6«+^  ==  a+;2  geht  die  Formel  14)  in  die  fol- 
[ende  über: 

-■nr  h  ^.  [' 0+4-)]' +i^[K'+f)]" +  ■•••!• 

ür  welche  la^  l  ( Z-| -j  sein  muss  und  die  Coefficienten  aus 

ien  Gleichungen 

abgeleitet  werden«     Ist  a  eine  sehr  grosse  und  z  eine  kleine  Zahl, 

p  differirt  M  1  -| )  nur  wenig  von  l  (1)  =  0  und  dann  ge- 

itattet  die  Formel  15)  eine  verhältnissmässig  leichte  Rechnung. 
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§..83. 
Der  Integralsinus  und  der  Integralcosinua. 

I.  Wir  verstehen  unter  „Integralsinus^^  und  bezeichnen  mii 
Si(jx)  eine  Transcendente,  deren  Definition  durch  die  Gleichung:    I 

X  V  I 

1)  Siia!)=    I dx,      oderÄt(ö)=    /  dx 

0  0  ^    ' 

gegeben  ist.     Man  kann  dieselbe  leicht  durch  eine  unendliche  Reihe 

ersetzen,  indem  man  9inx  entwickelt  und  die  einzelnen  GUeder  inte>^ 

grirt;  dies  giebt 

2)       Ä.(«,)  =  i--ij^  +  lor5---;-- 

Für  grosse  (6  ist  diese  Reihe  nicht  bequem,  weil  die  ConTer* 
genz  dann  erst  spät  eintritt,  eine  für  diesen  Fall  brauchbarere  For* 
mel  erhält  man  auf  folgendem  Wege. 

Wir  nehmen  zuerst  0  =  00  und  benutzen  das  unter  Nro.  S)| 
in  §.  74  gewonnene  Ergebniss ;  es  ist  dann : 

8)  -       <Si(<»)==   /^^d«  =  |«, 

%y  SC 

0 
und  vermöge  dieser  Gleichung 

o'f   ^           1    8inx                r  sina    ,           ,              C  sinx 
/St(aj)  =    /    dx  —  /    dx  =i\%  —  /    ax, 

0  »  m 

WO  es  noch  auf  das  Integral  rechter  Hand  ankommt.  Aus  der  Fo^ 
mel  1)  in  §.  62  folgt  f ür  w  =  —  If  und  indem  man  die  Grenzen 
Ä  =  00 ,   a?  =  oj  einführt : 

/oo  CO 

und  durch  fortgesetzte  Anwendung  dieser  Formel  für  ä;==  1, 8,...(2n— 1) 

sinx 


I 


dx 

X 


+  (-1)«  1.2.8..(2n)  y  -^  da;. 
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Das  letzte  Integral  liegt  seinem  absoluten  Werthe  nach  zwischen 

00*  ~  00 

/-——; —  dx  =  — -^- und    /  i —  dx  =  . 
«2«+!               (2n)(»2«          7  «ä-H-l               (2n)a)2'»' 

and  kann  demnach  mit  ^r-  bezeichnet  werden,  yco  %  zwischen 

2n.cj2n 

—  1  und  -f-l  enthalten  ist.     Wir  erhalten  so: 

• 

und  diese  Formel  benutzt  man  so,  dass  dem  n  derjenige  Werth  ge- 

!;eben  wird,  für  welchen  der  Rest  am  kleinsten  ausfällt.     Besonders 
eicht  würde  sich  hiemach  Si  (Jen)  berechnen  lassen,  wenn  k  eine 
ganze  einigermaassen  grosse  Zahl  bedeutet. 

H.     Eine  dem  Integralsinus  verwandte  Funktion  entsteht  durch 

cos  X 
Integration  des  Differenziales dx\  zwischen  den  Grenzen  0  und 

X 

s  kann  man  diese  Integration  nicht  vornehmen,  weil  sonst  der  Werth 
des  Integrales  unendlich  werden  würde;  wir  verstehen  daher  unter 
dem  „Integralcosinus"  und  bezeichnen  mit  (7i(a?)  eine  durch  folgende 

Oleichung  definirte  Funktion: 

\  .  X  « 

§)  Ci(x)  —   f  ^^  dx,  oder  Ct(ci)  =  J    ^  dx. 

CO  00 

€08  X 

Für  negative  o  würde  die  Funktion  innerhalb  des  Inter- 

X 

valles  ar=:-}-oo  bis  x  =  —  co  eine  Unterbrechung  der  Continuität 
und  zwar  an  der  Stelle  x  =  0  erleiden ;  wir  nehmen  dann  den 
Hauptwerth  des  Integrales  als  Werth  von  C«((ö). 

Um  eine  unendliche  Reihe  für  Ci(coi)  zu  erhalten,   betrachten 
wir  zunächst,  unter  Voraussetzmig  eines  positiven  a>,  das  Integral: 

Ol 

C08X    ,,  ,  -      02  (D* 

— -  d«  =  Jo  -I  —  -f  1  Y-jj-;j  - 
n 

~  r"'^  O  +  ^  1.2-3.4 


.     •     •     • 
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oder,  wenn  wir  den  zweiten  Theil  mit  H^  bezeichnen: 

Ol 


n 


Die  Grösse  H^  ist,  wie  man  leicht 'findet,  folgender  Umwand- 
lung fähig: 


n 

^  »        I        r^ C08U  . 

H^=--ln  +  J j^— dti 


n  n 


=   /  dtt-f-  /  — ' — -—du  —  Iru 

J  u  ^  J         u 

0  0 

d.  i.  wenn  im  ersten  Integrale  u  =z  z  und  im  zweiten  u  ==  ne  ge« 

setzt  wird: 

n  1 

H,=J • äz+J-—^dz^ln 


0 

n 


=/ 


e    *  —  cosz 


0 
wo  K^  <}ie8elbe  Bedeutong  hat  wie  in  §.  82.    Lassen  wir  n  nnend- 

lieh  werden,  so  geht  K^  in  JSr=  0,5772156 . . .  über,  das  noch  übrige 

Integral  verschwindet  laut  Formel  10)  in  §.  74,  und  es  bleibt  daher 
Lm  H^  =  K  übrig.    Demzufolge  erhalten  wir  aus  Nro.  6) : 

7)  C.(«.)  =  Z+^„_|fi4-J^^^_ 

Bei  jiegatiyen  m  ist  vermöge  der  ursprünglichen  Definition: 

■jrto  (O 

Ct(— ©)=:—  /  dx-\-  I  dx^ 

J        X  xl        X 


-Ol  « 


d.  h.  weil  es  sich  um  den  Hauptwerth  des  Integrales  handelt : 

c.(-o,)=  -^^d^- r£2ifd,-|-«(o), 

wenn  schliesslich  o  =  0  gesetzt  wird.     Aus  der  Bemerkung,  dass 

^BX      .  .  ■ 

—  die  Eigenschaft  5P( — a?)  =  —  9(ä?)  besitzt,  findet  man   aber 
leicht,  dass  die  beiden  noch  übrigen  Integrale  sich  aufheben,  also 


COBX 
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Ct( — o)  =  C«(o)  ist.     Demnach  wird  ♦. 

C.(-e,)  =  ^+ /o)  -  I  — +  IY— j-....., 

imd  will  man  diede  Formel  mit  det  früheren  in  eine  zusammenfassen; 
so  schreibt  man: 

Obdchon  die  hier  vorkommende  Reihe  immer  conver^rt,  so  ist 
doch  wenig  brauchbar,  wenn  a>  eine  grosse  Zahl  ausmacht.  Für 
diesen  Fall  kann  man  in  der  Weise  sorgen,  dass  man  von  der  For- 
mel 6)  in  §.  62  ausgeht,  m  =  —  k^  x  =  co'und  a?  =  oo  setzt  und 
die  so  entstehende  Gleichung 

Ol  0> 

CO  oo 

mehrmals  nach  einander  für  k  :=  l,3,5...(2n — 1)  auf  die  Defi- 
nition von  Ci{G})  anwendet.  Die  übrige  Betrachtung  ist  der  vor- 
hin durchgeführten  .so  voUkoinraen  analog,  dass  die  Angabe  des 
Endresultates  genügen  wird;  dieses  lautet: 

r  1        ^-^-^  I         I  .      ,,^_il.2...(2n— 1)1 
1.2...(2n— 1) 


+  (-1)'*^ 


(»2^ 


Ol 


wo  ^  zwischen  —  1  und  -(-  1  liegt. 

Als  Beispiel  für  den  Gebrauch  der  Transcendenten  Si(coi)  und 
€i(p)  möge  die  Entwickelung  des  Integrales: 

14-z 
0      .  ' 

Platz  finden.    Für  *  = —  ^-  1  geht  dasselbe  in  folgendes  über: 

Y 

/8in(ß  —  r)  ,                     fsina  ^                    fcoax  , 
— ;^ '-^dx  =  coay  /  dx  —  siny  l' da 
X                                     '  J       X                             '  J        X 

y  y  y 

:=:;:coay\^n — iS«(y)]— «ny[ — C»(y)] 

nnd  daher  ist: 

SohlOmiloh,  Analysis.  ^^ 
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QO 

JtS^'  =  Ci(y)«ny4-ß3r-Äi(y)]co«y. 

0  . 

Für  y  =  a^,  e  =  —  ergiebt  sich   noch  das    etwas  allgemeinerel 


Resultat : 


0 


dx  =  Ci(ah)8inab'j-[^X  —  Si(ahy]co8ab, 


aA-x 
0 


§.  84. 
Die  Gammafunktion. 

Aus  den  Formeln  11)  und  10)  des  §.  73  g-eht  hervor,  dass  für 
jedes  ganze  positive  fi  die  Gleichung 

y  r/— ^1"      dz=   I  xf-h-^"^ dx=  1 . 2 . 3 . . .(/t  —  1) 

0  0 

stattfindet,  dass  'also  der  Werth  des  Integrales  eine  Funktion  von  fl 
ist,  die  in  dem  speziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  fi  in  dasPro^ 
dukt,  1.2.3...((i —  1)  übergeht;  diese  Funktion  hat  man  jTCft)  ge^ 
nannt  und  ihre  Definition  lautet  demnach : 

1  ^ I  00 

1)  r(fi)  =  y  [^-7-) j     ^^  =  fxf'-h-^  dx. 

0  0 

um  zunächst  eine  Beziehung  zwischen  rQi)  und  1^(^-1- l)ai 

erhalten,  wenden  wh*  auf  die  Gleichung 

1 


r(^+i)=/[i(-l-)J". 


Z 

^    L  \  js  /J 
0 

die   theilweise  Integration  an;   bei  unbestimmter  Integration   giebt 

dieselbe: 

Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet  sowohl  für  z  =  1 

als  für  2  t:=:  0,  wenn  fi  positiv  ist,  und  daher  bleibt: 

1 


2) 


r(^~l- 1)  =  ^J^i(^±-^J    dz=fir(ii^. 
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Wendet  man  diese  Fonnel  mehrmals  nach  einander  an,  so  ergiebt 
sich  r(ft+2)  =-.  (ft  +  l)  IX[i+  1)  =  (f*+l)f^  J"(F),  ebenso 
^(f*+3)  =  (f*  +  2)  (fA+l)  f*^(f*)  u.  s.  w.  überhaupt,  wenn  m 
^eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

3)     FQi  +  w)  =  iiQi  4-  1)  (/t  +  2)...Qi  -f  w  —  l)r(/tt). 
Für  11=1  wird  Jr(l)  =  1 ,  wie  man  aus  der  Gleichung  1)  un- 
mittelbar ersieht;  die  vorstehende  Formel  giebt  dann  weiter 

r(2)  =  1.1 ,  r(3)  =  1.2 ,  r(4)  =  1.2.3  u.  s.  f. 

^übereinstimmend  mit  dem  anfangs  bemerkten  Spezialfälle.  Üeber- 
baapt  erkennt  man  aas  d^r  Gleichung  3),  dass  r(ji)  für  jedes  ft 
bek^^nnt  ist,  wenn  man  es  für  echtgebrochene  (i  finden  kann;  denn 
es  lässt  sich  jede  beliebige  Zahl  fi)  immer  in  eine  ganze  Zahl  in  und 
einen  echt  gebrochenen  Rest  ft  zerlegen,  die  Formel  reduzirt  dann 
rCo)  anf  r((i). 

Die  in  der  Gleichung  1)  geforderte  Integration  lässt  sich  mit- 
Itelst  der  Bemerkung  ausführen,  dass  für  verschwindende  d 

Ldm  — 5 —  =  Z« 
o 

^  r  / 1 M^"^ 

^ist(§.S,  II.))  dass  mithin  der  Ausdruck  Z( — )[        als    Grenzwerth 

jvon 

1  _  Ai"-1 


(^y 


betrachtet  werden  kann.    Denken  wir  uns  o  als  reziproken  Werth 
einer  ganzen  positiven  Zahl  n,  so  dürfen  wir  setzen: 

i-wo  Q  eine  Grösse  bezeichnet,  die  in  Null  übergeht,  wenn  n  ins  un- 
endliche wächst;  hiemach  ist 

1*1  1 

FQi)  =  nf'-^f(l^z^^'^^dz  -\-Jq  dz, 

0  0 

oder,  wenn  wir  im  ersten  Integrale  z  -=•  x^  setzen: 

1  1 

r(^)  —  JQdz  =  n^  j(l  -  xy-^x^'^^dx. 

0  0 

Der  Werth  des  rechterseits  befindlichen  Integrales  kann  der  Formel 
-4)  in  §.73  für  m  =  n,  f«  =  a  unmittelbar  entnommen  werden; 

23* 
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lassen  wir  darauf  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  verschwindet  q 
es  bleibt: 

Diese  allgemeine  Formel  gestattet  sehr  mannigfaltige  Folgerungei 
Yon    denen    wir   eine    wenigstens    erwähnen    wollen     nämlich    di« 
Gleichung: 

die  sich  ganz  von  selbst  ergiebt,  wenn  man  die  drei  Funktionen  j 
jr(a),  r(^a  —  A)  und  r(a  -f-  k)  nach  der  Formel  4)  entwickelt. 
Die  Gleichung  5)  kann  zwei  verschiedene  Dienste  leisten,  sie  ^ebt 
den  Werth  des  unendlichen  Produktes,  wenn  die  Gammafunktionen  | 
(mittelst  einer  Tafel  derselben)  bekannt  sind;  sie  liefert  umgekehrt 
eine  Beziehung  zwischen  Gammafunktionen,  wenn  der  Werth  des 
Produktes  anderwärts  ausfindig  gemacht  wird.  Das  Letztere  ist  z.B. 
der  Fall  für  a  ==  1,  man  hat  dann 

r(i— A)r(i4-A)~\     IV  \     2V —  kjt  ' 

mithin  umgekehrt  bei  Anwendung  der  Formel  /^(A-f-l)  =  Xr(Xy; 
6)  r(A)r(l-A)  =  -r^. 

Hieraus  ergiebt  sich  unter  Anderem  für  A  =  |: 

7)  [ra)]»  =  jr,'     ra)  =  VT, 

und  nach  Formel  3)  für  /x  =  |: 

8)  nm  -\-\)  =  l-«-5...(2m-l)^ 

Um  eine  unendliche  Reihe  zur  Berechnung  der  Gammafunk- 
tionen zu  erhalten,  »ehen  wir  von  der  analog  zu  Nro.  4)  gebildeten 
Gleichung  aus: 

-^(l"f"f*^)  =  ti    1    ,x/o   t'   wo  V*\ — r — i — ^^^  (fürn=Qo), 

(l-f^)(2-f-fA)(3  +  ^)...(n+^)  ~^' 

und  nehmen  beiderseits  die  Logarithmen;  dies  giebt: 

Hfcr  lauen  aioh  alle  Logarithmen  von  der  Form /(!-)- u)eotwiokeln. 


I 

ll 


l2 


l8 
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wenn  das  grösste  der  u,  nämlich  fi,  zwischen  den  Grenzen  —  1  und 
-^  1  liegt;  unter  dieser  Beschränkung  erhält  man  ohne  Mühe: 

/r(l+,*)=_[i+|+j+...-|-i— i„]^ 

_ifi+i+i+ 4.j_L 

+      . 

worin  noch  n  =  oo  zu  setzen  ist.  Der  Goefficient  von  ft  verwan- 
delt sich  dadurch  in  die  Constante  K  des  Integrallogarithmus  und 
es  wird  überhaupt: 

9)      ir(i-|-/t)=-j:(t-fiÄ,ft«— |-s,ft»+JÄ4f^*-... 
l  >  (t  >  —  1, 

wobei  die  Bezeichnung  nach  Formel  11)  in  §.  76  benutzt  worden 
ist.     Entsprechend  der  vorstehenden  Gleichung  ist  die  folgende : 

1  >  f*  >  —  1, 

£e  halbe  Summe  beider  G-leichungen  giebt  wegen  Fiji,  -\-  1)  = 
|(F(f()  und  nach  Formel  6): 

und  durch  Substitution  in  Nro.  9): 

£ine  stärker  convergirende  Reihe  entsteht,  wenn  man  diese  Glei- 
chung mit  der  nachstehenden 

durch  Addition  vereinigt ;  man  erhält  für  \  ^  ^  ^  —  1 : 

mithin  auch  l F (ji)  selbst  vermöge  der  Beziehung  ii^(fi)  = 
l  F(l  +  fi)  —  1(1*  Beim  Gebrauche  der  Formel  10)  kann  man 
übrigens  immer  voraussetzen,  dass  ^  <C  i  ^^h  denn  für  ft  ^  |  lässt 
sich  P(fi)  mittelst  der  Gleichung  6)  auf  1^(1 — (i)  zurückführen; 
wo  nun  1  —  fi  jedenfalls  <;  l  ist.     Für  f^  ==  |  kennt  man  in  Nro. 
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10)  den  Werth  der  linken  Seite  und  die  Gleichung  kann    zur 
Stimmung  von  K  benutzt  werden. 

Wir  wollen  in  der  Kürze  noch  einige  der  bemerkenawerthestei 
Folgerungen  aus  den  oben  entwickelten  Grundformeln  angeben.  Dif-j 
ferenzirt  man  die  erste  der  für  ir{l  -f-  ft)  geltenden  Gleichungei 
80  wird  .    ^ 

d/r(i+ft)._  j^^ 1 1 i_ 


=  -  ji  +  '«  +  |+...+7-i»| 


+  \ 


IL 


~r  ä  t>_L ..  T"  •  •  •  •  ~r  _ 


f* 


worin  n  ==  oo   zu  setzen  ist;  dies  giebt: 
oder  auch: 


n  n-f-f*' 


1 


+f*^  '2+ft 


+ 


12) 


0 


denn   wenn  man  das  Integral  dadurch   in    eine  Reihe  verwandelt 
dass  man 


=  1-f  a?-f  a?2-f . . . -f  a?**— 1 


OJ^ 


setzt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  nachher  n  unendlich  wei 
den  lässt,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  11)  zurück.    Die  Foi 
mel  12)  bUdet  den  Ausgangspunkt  für  eine  weitere  hier  nicht  ans-' 
führbare  Untersuchung  der  Gammaiunktionen. 

Aus  Nro.  9)  folgt  durch  Rückgang  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen: 

r(i-f /A)  =  €-^."+2*5^^/"*  -l'S'8f**+.... 

oder,  wenn  die  rechte  Seite  mittelst  der  bekannten  Formel 

e*  =  1  +  -e  -f  1^2  _|_  etc. 

entwickelt  wird: 

r(i-\-n)  =  i-  Kn-{-  \(K^  +  Ä,)/t«     - 

-  liK»  +  SKS,  +  2Ä8)<t»  + , 

andererseits  ist  vermöge    der   Formel    1)  und  durch  Entwickelang 
ypn  0!^*: 


r(i+f*)  =  y  ^"«""^<^ 
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0 

0 
^hin  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  Vergleichung  mit 
lern  ersten  Besnltate: 


f 

O 
00 

Jl  (—\-^da  ==  K, 


O 

00 


/[<t)T*-''^^=^+^- 


0 


0 

U.     8.     W. 

Diese  Ergebnisse  lassen  noch  insofern  eine  Verallgemeinenmg  zu, 
als  man  a  =  ay  setzen  kann,  wodurch  die  neuen  Gleichungen  ent- 
'  stehen : 

K-\-la 
y  /  "  a      ' 


^«>       fHy'^'y 


0 

00 


^*>    /[<f)r^"''^'*= 


2  _^^  ^        xg4-^-,4-2iC/rf+(W'^ 


0 

u.    s.    w. 
Aus  der  Gleichung  1)  ergiebt  sich  für  x  =  ay: 


/^-,-..,=m, 


15) 

0 

also  z-  B.  für  f*  =  g  «nd  für  ^  =  n  +  1: 

00 


J  V  vT 


A 
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°°'^y  ■^,->,y_l-3.5...(2n-l)  VT 
^    VJ  2"a"  VT' 

oder  wenn  man  y  =  (^  setzt  und  a^  an  die  Stelle  von  a  treten  lässt: 

0 

1.3.5...(2n— 1)1/»" 


17)  Ct^^e-''^^^dt  = 


2^*  a^^  2  a 

0 

(2  i)^" 
Die  letzte  Gleichung  multipliziren  wir  mit  y— ö — ts-^  und  bemerken 

1  •  2 ...  yln) 

rechter  Hand,  dass 

1.2.3. ..(2n)  =  1.3.5...(2n— 1). 1.2.3. ..n.2'* 
ist;  es  ergiebt  sich  so: 


00  .  .,_        (lY 

%         \aj 


v\ 


J   1.2.3...(2n)  2a    1.2.3  .^.n' 

setzen  wir  hierin  71=  1,  2,  3,....  und  vereinigen   alle  so  entste- 
henden Gleichungen  mit  der  in  Nro.  16)  verzeichneten,  so  wird: 

18)  J ^ .    «'dt=L_.  ; 

0 
endlich  noch,  wenn  wir  hy  —  1   an  die  Stelle  von  h  treten   lassen, 
d.  h.  den  einzelnen  Gliedern  wechselnde  Vorzeichen  geben: 

19)  \ßoi tu. «-«•  ^  dt=  ^^t'^'  . 

0 

Dieses  in  seiner  Art  bemerkenswerthe  Resultat  ist  iiir  die  mathema- 
tische Theorie  der  Wärme  von  Wichtigkeit. 


§.  85. 
Die    Betafunktion. 

unter  dem  Namen  „Betafunktion"  versteht  man  ^uweilen  eine 
Funktion  zweier  Variabelen /?  und  g,  welche  durch  die>' Gleichung: 


i. 
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1 

1) 

0 

definirt  wird.    Die  genannte  Transcendente  ist  übrigens  sjmmet^ch 
in  Beziehung  anf  p  und  q^  denn  setzt  man  x  =:  1  —  y^  so  wird : 
1  1 

y^p-1  (!_-,)  9-1  dar  =  fil-y)P-^y^-Uy, 

0  0 

wo  die  rechte  Seite  =  Biq^p)  ist;  man  hat  daher  immer: 
2)  S(j>^q)  =  BCq,p). 

I 

Will  man  die  Funktion  in  eine  Reihe  verwandeln,  so  kann  dies 

dadurch  geschehen,  dass  man  (1  —  a)^'~^  nach  dem  binomischen 
Satze  entwickelt  und  die  einzelnen  Glieder  integrirt.  Die  so  ent- 
stehende Reihe  ist  aber  wegen  ihrer  geringen  Convergenz  nicht  son- 
derlich brauchbar,  und  wir  wenden  uns  daher  gleich  zu  der  haupt- 
aächlichsten  und  wichtigsten  Eigenschaft  von  -B  (p ,  ^) ,  welche  darin 
besteht,  dass  unsere  Transcendente  jederzeit  durch  drei  Gammafunk- 
üonen  ausgedrückt  werden  kann.     Vermöge   der  Reduktionsformel 

7)  in  §.  57  ist  nämlich  für  m  ^=  p^  s  =  q  —  1,  a=l,  6  =  —  1, 
n=  1: 

p  ^        p      J 

;imd  da  für  j?  =  1  und  für  .r  =  0  der  vom  Integralzeichen  freie 
uTheil  verschwindet,  sobald  p  und  q  positive  Grössen  bezeichnen,  so 
bat  man  weiter: 

1  1 

I  fxP—\l  —  oO^"^  dx  =  ^^fxP(l  —x)9-'^dx. 

0  0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  giebt: 

1 

8)  fxP''\l  —  x)^'-^dx 

0 

1 

^(P+l)(i>  +  2) ip-\-n-l)      J  ^         >  ^ 

in  Beziehung  auf  die  rechte  Seite  bemerke  man,  dass  der  Formel 
4)  des  vorigen  Paragraphen  zufolge : 
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^-^'^ (n  — l)w  «/u— 1  pf»\    I    • 

/*0*  +  l)(f*  +  2)...(ft  +  n-  1)  ^^"^ 

gesetzt  werden  kann,  wo  £  in  Null  übergeht,   wenn  n  anendli< 
wächst,  dass  daher  die  Gleichung  -3)  auch  in  folgender  Grestalt 
scheinen  kann: 

für  aP^=  z  wird  hieraus: 

Da  nun  bekanntlich  fLir  verschwindende  S  der  Ausdruck 

in  ( —  Izyi    ^  übergeht,  so  darf  gesetzt  werden: 

WO  Q  mit  8  gleichzeitig  verschwindet;  auf  die  obige  Gleichung  für 
8  =       ^       angewendet,  giebt  dies : 

Lassen  wir  die  beliebige  ganze  Zahl  n  ins  Unendliche  wachsen,  so 
verschwinden  Si^  €3,  d  und  q;  es  bleibt  demnach: 

0 
Die  hiermit  gewonnene  allgemeine  Formel,  die  man  geTröhiM 
lieh  unter  der  Gestalt: 

angegeben  findet,  lässt  noch  einige  Transformationen  und  Erwei-» 
terungen  zu,  die  es  verdienen,  hervorgehoben  zu  werden.  Für  * 
z=z  z:(^l  -j-  e)  ergiebt  sich: 

r  zP-^dz      r(j>)riq) 
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b  dem  speziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  p  gehen  die  For- 
nein  5)  und  6)  in  die  Formeln  4) und  5)  des  §.  73  über;  für  p^q 
?r  1  verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  Formeln   19)  des 

t.  73.  . 

Setzt  man  in  Nro.  6)  a  =  y^^  so  entsteht  die  Gleichung: 

der,  wenn  man  •^-—  an  die  Stelle  von  p  treten  lässt: 

m 

0  z.  B.  für  m  =  2: 


D 


ryJ>-l(l_y*)9-ldy=-A2Z ^. 


Seraus  folgen  unter  Anderem  die  Gleichungen  6)  und  7)  des  §.  73, 
fenn  man  ^  =  |,  j?  als  ganze  positive  Zahl  nimmt  und  auf  dieUn- 
brscheidung  gerader  und  ungerader  p  eingeht.  Die  Substitution 
=  sin  u  verwandelt  die  Gleichung  8)  in  die  nachstehende: 


i" 


äer  für  p  —   1  =  ft,  2  g  —  1  ==  v: 

I   8inf*  UC08  u  du= ; — I -— • 

■  /  H^ + 0 

Wir  betrachten  noch  das  allgemeinere  Integral: 


) 


S 


=/ 


laa!-\^b(l—ay]P+^' 


rorin  a  und  b  beliebige  Constanten  bezeichnen  mögen.     Um  den 
V^erth  desselben  zu  finden,  benutzen  wir  die  Substitution: 


ax 


hy                                                  «^ 
*  =  Ti \  I  r     ^^^^  umgekehrt  7-7-7 r:—  =  «/, 
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aus  welcher  nachstehende  Ausdrücke  folgen: 

a(l— y)  ^ ah  dy 


a(l — y)-|-6y 
ax  -\-  h(\  —  0?)  =  ■ 


,   dss  = 
ah 


[a(l— y)  +  tyP 


Bemerken  wir  femer,   dass  den  Grenzen  j?  =  0  und  x  =  1  di« 
neuen  Grenzen  y  =  0  und  y  =  1  entsprechen,  so  wird : 

1 

0 
d.  i.  vermöge  der  Bedeutung  von  S: 

1 


10) 


r^p-1  (i_^)g-i  dx  _  rcpyrjq)   i 


und  wenn  man  a  — ^  h  =  c  setzt: 

1 
'xP'''^(l—x)^'-'^dx 


11) 


/' 


(6  +  c«)lH-9 


r(p)r(q)     1 


Nehmen  wir  endlich  wie  früher  a?  =  y*"  und  lassen  -^  an  die  Stella 


m 


von  j?  treten,  so  ergiebt  sich  noch  das  Resultat: 


12) 


'^t-Lsl=f!lzl .  -  J^^t^ 


f- 


(h^cy^)P+^ 


dy=i 


<^+') 


welches  alle  Formeln  dieses  Paragraphen  als  spezielle  Falle  in  si< 
enthält. 

Will  man  eine  der  Gleichung  9)  entsprechende  Formel  ge^ 
winnen,  so  hat  man  in  Nro.  10)  a?  =  coä^w  zu  setzen;  dies  giebt 
wenn  a^  und  i^  für  a  und  h  geschrieben  werden: 

In 


13) 


/coa^P-'^uain^^-^u  du         r(p)rCq)         1 
^     (a2  cos^  w  4-  62  «m2  ti)P+9  ~  2  r( p + g)  a^P  b^^  * 


Bemerkenswerthe  Spezialisirungen  hiervon  sind: 

In 


U) 


/tanf*u  du gr  1 
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71 


15) 


/ 


sin^^-'^wdw  [r(|  ft)]2 


deren  letztere  durch  die  Substitutionenj?  =  ^==JfA,  a^  =  K^i"!"^)» 
i'  =  |(ai  -^  ^i),  M  =  ^u;  erhalten  wird. 


§.  86. 

Die    elliptischen    Integrale     und    Fuiiktionen 

erster    Art. 

In  Cap.  Xn.  bemerkten  wir  schon,  dass  irrationale  Differen- 
ziale,  in  denen  Wurzeln  aus  algebraischen  Funktionen  dritten  oder 
vierten  Grades  vorkommen,  nicht  mehr  durch  Logax^ithmen  oder 
Kreisbögen  integrirt  werden  können,  dass  im  Gegentheil  derartige 
Integrale  eigenthümliche  Funktionen  bilden;  wir  kommen  jetzt,  wo 
uns  mehr  Mittel  zu  Gebote  stehen,  auf  diesen  Gegenstand  zurück, 
am  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  jener  Funktionen  zu  ent- 
wickeln. 

Wir  betrachten  zunächst  das  Integral: 

X 

1)  M  =  /     .  , 

J   V(l— a?2)(l_ib2^2) 

kk  welchem  Jb  eine  die  Einheit  nicht  übersteigende  Constante,  den 
sogenannten  Modulus,  bezeichnet.   Setzen  wir  a=2$inq)^  so  wird: 


(w  =  Aresin  x) 

2)        u  =  r.  ^^ 


0 

und  insofern  nun  u  von  k  und  ip  abhängt,  können  wir  u  =  F(k ,  9) 
schreiben,  wo  (f  die  Amplitude  des  Integrales  heisst.  Die  Gleichung : 

J  Vl—kUin^(p 

enthält  demnach  die  De&nition  der  Funktion  F(k ,  9) ,  welche  man 
das  elliptische  Integral  erster  Gattung  genannt  hat;  ist  derWerth 
desselben  bekannt  (man  hat  in  der  That  Tafeln  dafür),  so  folgt  dar- 
aus der  von  u,  nämlich: 
4)  M  =  jP(fc  ,  Aresin  ä!\ 
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indem  man  nur  den  zu  x  gehörenden  Bogen ,  die  Amplitude ,  aufzOi 
suchen  braucht. 

•Die  Sache  kt  aber  noch  einer  anderen  Ansicht  fähig;   so 
nämlich  u  von  x  abhängt,  so  ist  auch  umgekehrt  x  eine  Funkti^ 
von  u^  was  man  durch  irgend  ein  beliebiges    Symbol  ausdrück 
könnte;  um  jedoch   zu   der  passendsten  Bezeichnung  zu  gelangen, 
bemerken  wir  zunächst,  dass  (p  als  Amplitude  von  u  durch 

tp  =  ampl(u)  oder  kürzer  q>  z=z  amu 
dargestellt  werben  kann,  .woraus,  wegen  x  =x=  sin  97,  folgt : 
5)  ^  =  sinamu  ,  modk. 

Diese  Gleichung  ist  mm  die  Umkehrung  der  in  Nro.  4}  angege- 
benen, wobei  das  Zeichen  sin  am  als  Funktionsbezeichnung  dient*). 
I.  Unter  den  zahlreichen  Transformationen,  deren  das  ellip^ 
tische  Integral  erster  Art  fähig  ist,  verdient  besonders  die  folgendl 
hervorgehoben  zu  werden,  welche  zudem  sogenannten  Ad ditions« 
theoreme  führt.  Ersetzen  wir  nämlich  die  Variabele  ij  in  de] 
Gleichung : 

durch   eine  neue  Veränderliche    ^,    welche    mit   jener    durch    dit 
Gleichung : 

7)  cosa  costf  —  «na  «niy  V  1 — k^sin'^^  =  co«£, 

verbunden  ist,  so  entspricht  dem  Werthe  iy  =  0  der  Werth  g  = 
und  wenn  rj  =  ß  geworden  ist,  so  hat  J  einen  Werth  y  ang 
nommen,  welcher  aus  der  Gleichung: 

8)  cosa  cosß  —  sina  sinß  yl  —k^sin^y  z=  cos  y  ^ 
zu  berechnen  sein  würde.    Um  weiter  dri    durch  d^  auszudrückenJ 

*)  Wenn  die  goniometrischen  Funktionen  nicht  bekannt  wären,  so  würdn 
die  Integralrechnung  darauf  führen  und  zwar  bei  Gelegenheit  des  Inte-i 
grales : 

X 


t) 


/dx 


X^ 


0 
hier  ist  u  eine  Funktion  von  x  (nämlich  u  =  Arcsin  x)  mithin  umgekehrt 
X  eifie  Funktion  von  u  (x  =  sinu)  und   es  hätte  keine  Schwierigkeit,  die 
Eigenschaften  beider  Funktionen  aus  der  Gleichung  t)  abzuleiten;   in  der 
Thal  erhält  man  sie  aus  den  Entwickelnngen  des  Textes  für  ik  =  0. 


r 
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könnte  man  17  der  Gleichung  7)  entnehmen  und  es  dann  differen- 
ziren;  rascher  aber  gelangt  man  durch  die  Bemerkung  zum  Ziele, 
4ass  die  Gleichung  7)  auch  in  den  folgenden  Formen   dargestellt 

irerden  kann:  "  

I  9)  cos%  COBOL  -\-  sin^  sina  Vi  — k^  ain^i]  =  costj^ 

JO)  008  ^coaij  -f-  sin  f  sin  ri  V  1  —  k^  sin^a  =  cos  a ; 

man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  7), 
9)  und  10)  rational  macht;  weil  aber  dabei  die  Vorzeichen  der 
Wurzeln  verschwinden,  so  bedarf  die  Richtigkeit  dieser  Vorzeichen 
eines  besonderen  Nachweises.  Für  fc  r=:  0  geht  die  Gleichung  7) 
jb  cos  (ja -\- 71)  =  cosi  über,  daraus  folgt  cos(X — «)  =  cosri  und 
CO«  (5 — 1?)  ==  cosa\   dasselbe  geben  auch  die  Gleichungen  9)  und 

E,  woraus  die  Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  hervorgeht, 
ch  Differenziation  der  Gleichung  10)  wird  nun,  wenn  wir  die 
rzel  für  den  Augenblick  mit  Ä  bezeichnen: 

i     (A  cos  ri  sin  ^  —  sin  ricosi)di]  =  (cos  rj  sin  ^  —  Ä  sin  fjcosi^d^^ 

Ifmd  durch  Substitution  des  der  Gleichimg  10)  entnommenen  Wer- 
ilhes  von  A: 

I  cosacosTJ  —  eos^  cosi]  —  cosacos^     , 

!  ; dri  =  T-z «5 

,  Sinti  «ng 

ijL  i.  nach  Nro.  7)  und  Nro.  9): 

sinaV  1  —  k^sin^t  dri  =  sinaV  l—k^sin^Ti  d^, 
^er  endlich: 
^1)  dTi  _  di 


V  l—k'^sin'^n        V\  —  ifc2 sin^ g 

i  Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  6)  ein,  oder  was  dasselbe  ist, 
bitegriren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass 
Äen  Grenzen  ij  =  0  und  1^  =  ß  die  Grenzen  ^  z=  a  und  t  =  y 
Entsprechen,  so  folgt: 

t        ^n  f        dj 

J  V  l—k^sin^n        J  Vl—k^sin^t 

Y  a 

dt 


J  Vi— Jfc2«m2e       J  Vi  — 


^     ,    .      Jfc2«m2g        ^    yi  —  k'^sm'^l 

d.  h.  F  (ÄJ,  ß)  =  F(k^  y)  —  F(k, «),  wobei  die  Amplituden  «,  /J,  y 
durch  die  Gleichung  8)  verbunden  sind.  Schreiben  wir  endlich  9?, 
11^,0}  für  a,  /3,  y,  so  gelangen  wir  zu  dem  Fundamentaltheoreme, 
dass  die  Gleichung: 
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12)  ^  (fc,  9)  +  F(k,  il>)  =  F  (k,  a) 
stattfindet,  wenn  die  Amplituden  ^,  ^,  C9  der  Bedingung: 

13)  CO« 9?  cosjp  —  sinq)  sintI;  y  1 — k^sih^m  =  cosco 
genügen,  welche,  dem  Früheren  analog,  auch  unter  den  Formen: 

14)  '  ^     •  ^    '  "  ^ 


co«o  CO« 9)  -["  '^wco  «mqp  Vi — k'^sin^^J  = 

CO« a> coÄ^  -|-  «n o  «m ^  Vi  — k^ sin^ g>  ;=  co« g) 


dargestellt  werden  kann.     Hierin  liegt  die  Addition  der  ellipi 
sehen  Integrale  erster  Art,  da  sieh  ein  elliptisches  Integral  find< 
lässt,  welches  die  Summe  zweier  gegebenen  Integrale  derselben  Ga< 
tang  ausmacht ;  sein  Modulus  ist  derselbe,  seine  Amplitude  bestimi 
sich  dadurch,   dass  man  Gl   aus  einer  der  obigen  Gleichungen  enf 
wickelt,  was  auf  folgende  Weise  geschehen  kann.     Wir  bezeichn< 

Vi  —  fc^ sin^ q>  mit  ^ (jcp)  und  eliminiren  cos o  aus  den  Grleichi 
gen  14);  es  ergiebt  sich  dann  von  selbst 

C08^  (p  C08^  1^' 

co8<p  8ini\)  jdh{fp)  —  8inq>  cosif}  ^(^)  ' 

und  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  cos  9?  sin  ^  ^d  (g))-}-  «»  ^P  cos  ^^(1 

multiplizirt  werden: 

sin  a>  cositf  ^(^)  +  co«  op  «m^  ^{^>) 

15)  sind  =  ^ -— — —-, 

1  —  k^  sin^  (f  stn^  ^ 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  14)  erl 
man  weiter : 

cos  (p  CO81I;  —  sin  fp  sinilf  jd  (9)  d  (^) 

16) 


CO«  CO  = 


ferner  durch  Division: 


17) 


tanc3  = 


tanip^iilf)  +  tant^Csp) 


1  —  tanq)tanil^^(^q>)^(TJ^) 

Die  letzte  Formel  giebt  die  leichteste  Bestimmung  von  o ;  b< 

rechnet  man,  nämlich  zwei  Hülfswinkel  (p'  und  1/;'  nach  den  Forme] 

tan<p'  =  tanq>jd{^)  und  ton^'  =  tantl;^(q))^  so  ist  co  =  g)' 

Aus  Nro.  13)  folgt  endlich  noch  durch  Substitution  von  cos  es : 

^  (g?)  /d  (tlf) — fc2  sin  (p  COS  (p  sin  ^  cos  ^ 


+n 


18) 


^(o)  = 


1  —  k^sin^tpsin^tlf 

Käme  es  z.  B.  darauf  an,   zwei  Amplituden  der  Art  zu  findei 
dass  F(k,  9)  4-  F(k,  tp)  =  F(k,  \n);  wo  FQc,  \n)    das  voll-] 
ständige  elliptische  Integral  erster  Art  heisst  und  mit  F^Qc)  oder 
nur  mit  K  bezeichnet  wird,  so  würde  die  Substitution  (0  =  |^  fol-, 
gende  Gleichung  geben: 
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1  1 

tanw  tanib  =  ,  ^ =  —--, 

yi_jfc2         y' 

ennöge  deren  ^  aus  (p  bestimmt  wird;  k'  neimt  man  das  Com- 
lement  des  Modulus,  F{k^(p)  vaxd  F(h^  rf;)  complementäre 
btegrale,  wenn  sie  iQusammen  das  Tollstäildige  Integral  aus- 
lachen. 

Bei  weitem  eleganter  gestalten  sich  die  obigen  Resultate',  wenn 
An  die  umgekehrten  elliptischen  Integrale  einführt ;  setzt  man  näm- 
Bk  ^^(jfe,  9)  =  M,  FQ^  ^)  =  ü,  jP  (Ä:,  Cö)  =  M7 ,  so  ist  q)  =  amu^ 
>=  a/w  v,  Ol  =  am  w,  die  Gleichung  12)  geht  in  u-\-v=w  über 
bd  es  ist  daher  ci  =  am  (w-f-t?);  die  Formel  13)  wird  nun  bei 
jngekehrter  Anordnung 
)$am (u-j-v)  =  cos  am  u  cos  am  V  —  sinam  u  sinamv^  [am («-f-t?)], 

benso  treten  an  die  Stellen  der  Gleichungen  15)  und  16)  di6  fol- 

l^nden : 

L     .        r    i    \        sinamuco8amvjdamv-4-sinamvcosamu^amu 

I 

I-.            ^     I    V        cosamucosamv  —  sinamusinamv ^damu/j amv 
P)  CO«aOT(tl+ü)  =  : , »    .  „  _ — ' 

;  Diese  Formeln  sind  vollkommen  analog  den  goniometrischen 
ormeln;  in  der  That  erhält  man  letztere'^daraus  für  fc  =  Ol,  wo-. 
ifrch  sin  am  u  in  sinu  und  /lamu  in  1  übergeht.  Sowie  nun  die 
feammte  Goniometrie  auf  den  Fundamentalformeln  für  8in(u-\-v) 
cos  (u-\-v)  beruht,  so  bilden  die  Gleichungen  19)  und  20)  in 
ähnlicher  Weise  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  Funktionen 
amu^  cos  am  u  etc.,  welche  in  neuerer  Zeit  vorzugsweise  ellip- 
i^he  Funktionen  (im  Gegensatze  zu  den  elliptischen  Integralen) 
annt  worden  sind ;  die  Theorie  selbst  kann  hier  nicht  Platz  finden. 

n.  Die  Subtraktion  der  elliptischen  Integrale,  lässt  sich 
icht  auf  die  Addition  zurückführen,  indem  man  i^  negativ  nimmt 
id  berücksichtigt,  dass  die  Substitution  0  ==  —  r  zu  der  Gleichung 

dö        _  _    r       dt 

Yl—k^sin^ö  ~         J  Vl_A;2«n2r 
Ihrt,  die  nach  unserer  Bezeichnung  einerldi  ist  mit 

Dem  Additionstheoreme  tritt  jetzt  das  Subtraktionstheorem  zur 
Biie,  welches  lautet:  die  Gleichung 
1)  Pik,  q>)  —  F(h  t)  =  Fik,  o) 

8 c hl  0 milch,  ATml3r8f8.  24 


^keiten  hat.  ßehäll 
V,  JP(fc,üi)  =  tc7  bei 
amw  =  amCu — vi 

1 
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findet  statt,  wenn  die  neue  Amplitude  C3  mittelst  der  Formel 

an  (p  co8i\f  /l  (^)  —  C08  y  sin  t^  ^  (y)  . 

22 j  sin(0  = ' 7~ — TZ. .  „  . 

\    «  1  —  k^8tn^(p  sin^il;  | 

bestimmt  wird.     Auf  gleiche  Weise   liessen    sich  die  Formeln  16}j 
17)  und  18)  umgestalten,  was  keine  Schwierigkeiten  hat.      ßehali 
man  die  Bezeichnung  F(k^  (p)  =  m,  F(k^  ^)  = 
so  ist  wiederum  y  =  arw  m,  i^  =  amv^  o  = 
mithin : 

__^     .         .        ^        sinamu  C08amv\d canv  —  sinamvcosbanujd cofnu 

23)  sin<xm{u — v)  =  ; — — ; , 

1  — '  «2  sin^  am  u  sin^  amv 

was  der  Formel  19)  entspricht;  ähnlich  ist:  i 

^..  .        .        cos  am  u  cos  am  V -\- sin  am  u  sin  amv  ^  am  u^  am  ff 

24)  cos  am  (u — v)=  ; '       .  » r-; ■ 

1  —  k^  sin^  am  u  sin^  am  v 

III.     Durch  mehrmalige  Anwendung  des   Additioastheoremi 
kann  man  offenbar  eine  Amplitud'e  to  finden,  für  welche 

F(k,(o)  ^  F(k,  <3Pi)  4-  F(k,  92)  +  .  .  .  +  F(k,  q>^ 
ist;  nimmt  man  spezieller  9)1  =  9)2  ...  =  9>^  =  9,  so  Tvird 

F(k,  CDy=  mF(k^  (p), 
wo   das  Integral  linker  Hand  ein  gegebenes  Vielfaches    des    recl 
befindlichen  Integrales  ausmacht.  Bezeichnen  ^r  etwas  sprechend« 
CD  mit  9?^,    wenn  es  der  obigen  Gleichung  genügt,  so   besteht 
Multiplikation    des   elliptischen  Integrales  in    der  Beatimmi 
der  Amplitude  9^,  wenn  m  und  (p  gegeben  sind.      So  ist  z.  B. 
Nro.'  I.  für  tif  =  g)  und  co  =  9)2 : 

F  (Ä;,  92)  =  2  F  (fc,  9),    wenn 

2sinw  cosw^Cw)       ,                        1 — ^sin^w-^-h^ sin^4 
stn(p^= —    y       y     vy^    ^^^^  ^^        ^ XIX:^ ^ 

Denken  wir  uns  allgemeiner  drei  Amplituden  9>^_i,  9?^,   €p  _•  * 
welche  den  Gleichungen 

F  (k,  9^_i)  =  (n—l)F  (k,  SP),  ^ 

25)  i^(ÄJ,  <)Pn)        =    nF(k,q)\ 

Fik,ip^^^)  =  in^l)F(k,q>) 

genügen,  so  ist  gleichzeitig 

F(k,  <3P^^i)  =  F(k,  (p^  +  Fß,  9), 

und  durch  Anwendung  des  Additions  - ,  sowie  des  Subtraktionstiieo« 
remes  findet  man  hieraus: 
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cos  9„+i  +  cos  <|P„_i  =  _^— ^^^^^_--^_. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  ^^_li  aus  (p^  und  9)„_i 
gleiten,  indem  man  von  9)0  =  0  und  q)i  =  (p  ausgeht;  so  erhält 
Dan  z.  B.  für  n  =  3  durch  Substitution  der  schon  bekannten  Werthe 
um  sin  q)^  und  coa  fp2 : 

17)   «»cp«  ^        ia-k^sin^9»oos^f-il-k^sin^q>y 
/         ^*         (1  —  ib2  «m*  g))2  _  4  ifc2  (1  _  jb2  ,j„2  ^)  eo52  (p  sin^q)  "^   '*'' 

Um  indessen  so  zusammengesetzte  Ausdrücke    zu    vermeiden, 
iividiren  wir  die  Gleichungen  26)  durch  einander,  dies  giebt: 
}S)  tan  (l  9^_|.i  +  l  qp^_l)  =  z/  (9)  tan  (p^ , 

dso  für  n  ==  1,  2,  3,  etc.: 

tanlq)^  =  jd(q>ytanq)^ 

ton(^9?8  +  ^qp)  =  ^(9?)ton9i 

,      ^  U.  8.  W., 

^oraus  sich  9)29  93^  9^4  ^^<^*  ^^^^  Mühe  berechnen  lassen. 

Will  man  den  Multiplikationsformeln  für  die  elliptischen  Inte- 
grale die  entsprechenden  Formeln  für  die  elliptischen  Funktionen 
IQ  die  Seite  stellen,  so  hat  man  nur  q>  =  amu  und  qp^  =  am(nu) 
la  setzen.  , 

rv.    Stellt  man  die  Gleichung  F(k^  9^)  =  mtF(k^(p)  in  der 

jimgekehrten  Form  F(k^  <p)  =  —  F  (h^  9?^  dar  und  schreibt  um 

tn 

grösserer  Symmetrie  willen  q)  statt  (p^^  und  q)  i  für  9),  so  li^gt  in 

m 
der  Gleichung 

29)  F(k,q^)  =  —  F(k,q):^ 

—  m 

m 

das  Problem  der  Division;  die  Lösung  desselben  ist  aus  Nro. III. 
herzuleiten,  indem  man  umgekehrt  die  grossere  Amplitude  als  gege- 
ben und  die  kleinere  als  zu  entwickelnde  Unbekannte  ans.ieht;  für 
den  Fall  w  =  2  z.  B.  bestimmt  sich  Opi  mittelst  der  Gleichung : 

'  s 


5 

1  —  2  «n2  91  -)-  ifc2  sin*  q)i 
€08  q) 

JL  —  K"  iSlW  y  1  X  » 

24 


1  —  2  mn^qi-j-k^8in*q)i         ^  _2a^-j-k^a!* 

2 
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wo  wir  zur  Abkürzung  sinipi  mit  a  bezeichnet  haben;    für  m  =  S 

2 

ergiebt  sich  ähnlieh  aus  Nro.  27)  für  atnifi  =  a?: 

3  a?  — 4(l+Äj2)-r34-6ifc2Ä5_jk4^9 

92W  CD   dTZ  *■  ■■!..  >  -..    , 

.  ^         1  — 6ik2ar4-f  4ä;2(1+ä;2)zb6— Sik^ajs 

Ueberhaupt  ist  zur  Bestimmung  der  Amplitude  (p  i   immer  die 

m 
Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  w^  nöthig,  oder, 

u 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sin  am  —  ist  die  Wurzel  einer  der- 

m 

artigen  Gleichung,  welche  ausser  sin  am  u  oder  cos  am  u  nur  noch  k 

und  ganzzahlige  Coefficienten  enthält. 

Wäre  endlich  eine  Amplitude  ^  der  Art  zu  bestimmen,  daas  die 

Gleichung 

30)  F(k,t)  =  -^F  (k,  9) 

stattfände,  worin  p  und  q  gegebene  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so 
kann  man  dieser  Gleichung  zunächst  die  Form  qF(k^ilf)=pF(hfq>) 
ertheilen  und  sich  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  beiden  Pro- 
dukte als  ein  neues  Integral  FQc^x)  denken,  so  dass  einerseits  qF(k^i/) 
=z  i^(fc,r), -andererseits  pF(jk^q))=i  FQc^x)  ist;  die  erste  Bedingung 
giebt  nach  Nro.  HI.  eine  Gleichung  zwischen  i\>  und  r,  die  zweite 
eine  Gleichung  zwischen  q>  und  r;  elirainirt  man  r  aus  diesen  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Beziehung  zwischen  i^  und  q>  übrig  und  zwar 
eben  die,  welche  zum  Bestehen  der  Gleichung  30)  nothwendig  ist. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  fol- 
gendes Theorem  zusammenfassen,  bei  dessen  Formulirung  der  ge- 
wöhnliche goniometrische  Calcül  zu  den  algebraischen  Operationen 
gerechnet  worden  ist:  „wenn  r,  ä,  t  etc.  beliebige  positive  oder  ne- 
gative rationale  Zahlen  und  ^>t  "^i  %  etc.  gegebene  Amplituden  be- 
zeichnen, so  kann  das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende 
Aggregat 

rF{k,q>)  +  sF(k,il>)  -f  tF(]c,x)  +  .  .  . 

zu  einem  einzigen  elliptischen  Integrale  zusammengezogen  werdett, 
dessen  Modulus  wiederum  k  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  alge- 
braische Operationen  aus  9,  if',  %  etc.  abgeleitet  wird." 


J 
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§.  87.  - 

Die  Landen'sche  Substitution. 

I.    Setzen  wir  in  dem  elliptischen  Integrale 


1)  ^('•'®)  =  /^ 


,    -       r^sin^d" 


für  %'  eine  neue  Variabele  cd  der  Art,  dass 
^  =  Breton  — : r —   oder  tanv' 


r  -|-  C05  2  o  r  -|-  C05  2  ö 

ist,  so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

d^  =  2  ,    ,   ^ ;^ ; — -  do 

l-|-2rco«2o-(-r2 

K  1  —  r^sm^^  =    y.  =:, 

Vl4-2rcos2ö  +  r2 

mithin  durch  Division,  wenn  man  gleichzeitig  1  —  2  sin^  m  für  co5  2  cd 
schceibt : 

a.  ff 'S"  2  ^O 

2) 


'+Y'- 


(l+r)> 

Der  unteren  Grenze  -d-  =  0  entspricht  cö  =  0,    der  oberen 
Grenze  «^  =  0  ein  Werth  o  =  ß,  welciher  aus  der  Gleichung 

3)  t<m0  =      ^^^  ^^  oder  sm(2a  — 0)  =  rsm® 

♦•-f-C05  2id 

zu  berechnen  ist;  nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  folgt,  indem 
man  die  Gleichung  2)  zur  Transformation  der  Gleichung  1)  benutzt: 

r  d^ 2        r do 

'  '    V  ^"-(T+7)i«~'^ 

d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

..  2V7  •  1— Vi  — 52' 

1+^  l-^Yl—8^ 

gesetzt  wird : 

5)  F(r,  ®)  =  -^  F  (5,  ß). 

Hierin  liegt  die  Reduktion  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
zweites  von  anderem  Modulus  und  von  anderer  Amplitude.     Was 
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die  Grössenverhältnisse  zwischen  r  und  5,  sowie  zwischen  0  und  Sl 
betrifft,  so  bemerken  wir  darüber  Folgendes.  Wegen  r  <^  1  ist 
(1-f  r)2  <  4,  oder 

•      /i    I     NO  >  r>  r\  mithin  8^  >  r«,  «  >  r; 

ferner  aus  Nro.  3)  «m(2ß  — 0)<«n0,  daher  2Ä— 0<©  oder 
£1  <^  @;  man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  auf  ein  anderes 
von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Amplitude  zu- 
rückführen. —  Stellt-  man  die  Gleichung  5)  in  der  umgekehrten 
Form 

6)  F(*,  Ä)=ii^F(r,©) 

dar,  indem  man  8  und  i^  als  gegeben  ansieht  und  daraus  r  und  S 
mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  ableitet,  so  sagt  die  Gleichung  6), 
da'ss  jedes  elliptische  Integral  auf  ein  anderes  mit  kleinerem  Mo- 
dulus und  grösserer  Amplitude  reduzirt  werden  kann. 

n.  Auf  die  soeben  ausgespi^ochenen  zwei  Theoreme  stützt  sich 
eine  Methode  der  näherungsweisen  Berechnung  des  Werthes  von 
F  (Ä;,  y) ,  welche  die  gewöhnliche  Beretihnungsweise  (mittelst  einer 
unendlichen  JEteihe,  oder  durch  die  Methode  der  Quadraturen)  an 
Leichtigkeit  und  Kürze  weit  übertrifft.  Man  kann  dabei  die  Falle, 
unterscheiden,  ob  k^  mehr  oder  weniger  als  \  beträgt.  Findet  das 
Erste  statt,  so  benutze  man  die  Gleichung  5)  zu  einer  fortwährenden 
y ergrösserung  des  Modulus  nach  folgendem  Schema : 

2  2 

F(k,  tp)  =  YTTy,  ^^h,  9i) »    F{h,  Vi)  =  jqqr  ^(^2,  Vs)  etc., 

ifei  =       ■      ,  sin  (2  9i  —  y)  =  jfc  8m  g)^ 


1  +  fc' 
2Vh 


8in  (2  92  —  9i)  =  h  ^^  9u 


~    1  +  Ä^' 

etc.  etc. 

und  es  ist  dann,  wenn  bis  k^  und  g)^  gegangen  wird:. 

^2.  (^,  9)  =  jA-^  .  ^  .  ^  .  .  .  ^-^^  F  Qc, ,  9n) 


=  ^(*^n'  9>n) 


\fh  ^^2  *3  •  .  .  Ä^n 


Bei  unendlich  wachsenden  n  reduzirt  sich  k^  auf  die  Einheit, 
9^  geht  in  einen  gewissen  Glrenzwerth  9  über  und  es  wird 
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LimFih^,  tpj  =    r_=££==  =  l  tan  Qtv  +  IO), 

J    y  \  —  sin^  q) 

mithin  ♦ 

Verlangt  man  nur  eine  auf  sieben  Dezimalstellen  beschränkte 
Genauigkeit,  so  wird  schon  k^  =  k^  ,  ,  .  =  1,  qpj  =  9)4  .  . .  =  O,* 
was  eine  leichte  Rechnung  giebt. 

Im  zweiten  Falle  Jb^  <:;;^  1  vermindert  man  den  Modulus  fort- 
während, indem  man  sich  der  Gleichung  6)  zufolge  folgender  For- 
meln bedient: 

FCk,ip)  =  ^^th  Fih.q>i),     F(h,(Pi)  =  ^^  nh.q>2)  etc., 

1  —V  1  -  ik2  sin2w 

kl   =  ^j  ,  tanWi   ==  :; i r — , 

^         .l-^Vl_jb2'  ^  ki-}-C082(p' 

1— y  1— jfci2  sin'Iwi 

k2  = — ,  -y  ■  ,  tan(p2  — 


1+Vl— fci«'  ^  k2-\-cos2(pi 

etc.  etc. 

nnd  es  ist  dann,  wenn  bis  ifc„  und  (p^  gegangen  wird : 

l4.jk       l4.jk  l+^n 


=  (l+*i)(l4-fc2)...(l  +  Ä„) 


2« 


Bei  unendlich  wachsenden  n  verschwindet  k^  und  es  wird 


Ltm  =  Ltm    I  — ^—  =  Lim  \  —  ) , 

2^  J      9.n  \9w/' 


0 
und  wenn  wir  diesen  Grenzwerth  mit  0  bezeichnen: 

8)  F(fc,(p)  =  *  .  (1  +  ^)  (1+^)  (1+^) 

Auch  hier  wird  bei  sieben  Dezimalen  bereits  k^  =  0  und  jg9?4 
=  ^95...  =  $. 

Zu  bemerken  ist  übrigens  noch,  dass  die  Unterscheidung  der 
beiden  Fälle  *fc2  ^  1  un^  fc?  <;^  1  zwar  eine  naheliegende,  keines- 
wegs aber  eine  nothwendige  war,  und  dass  ebendeswegen  jede  der 
beiden  angegebenen  Näherupgsmethoden  allgemeine  Gültigkeit  be- 
sitzt.    Da  nun  die  Formel  8)  insofern  einfacher  als  die  Formet  7) 
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ist,  als  sie  keinen  logarithmischen  Faktor  enthält,  so  wird  man  sich 
in  den  meisten  Fällen  der  Formel  8)  bedienen,  welche  selbst  für 
grosse,  d.  h.  wenig  von  der  Einheit  differirende  k  brauchbar  bleibt, 
wenn  mun  die  Reihe  der  abnehmenden  Moduli  weiter,  etwa  bis  k^l 
fortsetzt.  Es  verlohnt  sich  deshalb  der  Mühe,  der  zweiten  Methode 
die  bequemste  Rechnungsfoi'm  zu  ertheilen;  dies  geschieht  dadurch, 
dass  man  ä;  ,  ä^  ,  Ä^ ,  .  .  .  als  Sinus  der  Hülfswinkel  A ,  ^i ,  A^ ,  .  .  - 
ansieht,  also 

k  =  sinX^  kl  =z  sinXi^  k^  =  sinX^y  .  .  • 

Vi— fc2  =  coaX,  V  1—ki^  =  coaXi,  V  1— V  =  cosX^,.  .  . 
setzt;  die  Formeln  für  ki^  k^^^  •  .  .  werden  dann: 

k   =  sink^ 
kl  =  sin  kl  =  tan^  |  k , 

u.  s.  w. 

Auch  die  Berechnung   der  wachsenden  Amplituden  lässt  eine 
Vereinl'aqhung  zu ;  aus  der  Formel  für  tan  q)i  folgt  nämlich : 

sin2q>co8q) — co82wsinw — hsinw        (1 — kt)t(mw 
tanwi  —  tanw  =t ■^ — -r--^ -f -^ — ^  =  ^i — _££___?: 

(ki-\-co8  2q))co8q)  fci-\-co82q) 

^    I  ,  ,  co82ipcosw-\-~8in2w8inq)-\-kiCosq>  1-1- fe 

1-4- tan Wi  tanw  = -^ -^ ^- — ^  '     — ^  = ,    '    ^ — , 

(ki-j'Oos2q))co8(p  ki'j-cos2(p 

mithin  durch  Division 

tan(q)i  —  9)  =         ^  tamp  =  Vi — k^  tanq)] 

l-|-% 

die  Amplituden  können  demnach  mittelst  folgender  Formeln  berech- 
net werden:    . 

Itan((pi — qp)   =  cosX  tanq)^ 
tan  (ip2  —  qpi)  =  cos  kl  tan  qpi, 
to»(9?3  —  92)  =  C05A2  tow^g, 
u.  s.  w. 

Bemerkt  man   endlich  noch,  dass  vermöge  der  Werthe  von  hi 
und  k  die  Gleichung 

stattfindet,  also  entsprechend 


VcÖsk  V  008 kl 


•      •      • 
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sein  muss,  so  wird  die  Formel  S)  zur  folgenden: 


-  1  /  cos  Xi  cos  A3  cos  A3  . . . 


11)  /'(^9)--y  ,,,, 

welche  logarithmisch  leicht  zu  berechnen  ist.  —  Aus  den  Grleichun- 
gen  10)  geht  übrigens  hervor,   dass  die  Differenz  9^1  —  y^  nahe 

gleich   9^  sein  muss,  wenn  X^  sehr  klein  geworden  ist;  daraus  folgt 

Weiter,  dass  9>^j_i  beinahe  das  Doppelte  von  q)^  beträgt,  dass  also 

die  Amplituden  bald  ebenso  wachsen ,  wie  die  Progression  9 ,  29), 
49,  89  u.,8.  w.  G-enau  ist  dies  für  y  =  ^ä  der  Fall;  man  hat 
dann  (pi  =  ä,  q>2  =  2ä,  9)3  =  4«,...  also  ^  =  i«  und 

12)  Fyik)  =  lnV'-^^'""'^r^'-. 

^     Y  cos A 

Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  11)  erkennt  man  noch  die  Be- 
deutung von  0;  es  verhält  sich  nämlich  das  vollständige  elliptische 
Integral  zum  unvollständigen  wie  \x:0* 

in.  Eine  weitere  und  wichtigere  Bedeutung  gewinnen  die 
Formeln  des  vorigen  Abschnittes  noch  dadurch,  dass  sich  mittelst 
derselben  das  umgekehrte  Problem,  die  Amplitude  q>  aus  dem 
Werthe  von  F(k^q))  zu  bestimmen,  lösen  lässt,  wobei  wieder  die 
Fälle  k^'  ]>>  1  und  h^  <^  1  unterschieden  werden  mögen. 

Ist  Ä;  ^  1  und  F(k  ,  9)  =  m   gegeben,  so  können,  zunächst ' 
die  wachsenden  Moduli  ibi ,  ÄJ2  9  •  •  •  ^^^^h  den  Formeln : 

,    _  2VT  ,    _  2Vh         , 

berechnet  werden,  bis  man  auf  einen  Modulus  stösst,  welcher  mit 
der  verlangten  Genauigkeit  =  1  gesetzt  werden  darf.  Es  sei  dies 
k^ ,  so  sind  auch  fc^  ,  Äg , . . .  für  1  zu  rechnen ,  und  die  Gleichung 
7)  giebt: 


Zta«a«+i3.)  =  «\/^; 


man  findet  hieraus  den  Grenzwerth  0,  welcher  wegen  ^54  =  1  mit 
94  identisch  ist;  mittelst  der  Gleichungen 

sin  (2^4  —  93)  =  fcs  «m98  ,     «m(2  93  — 92)  =  ikj«n 92 ,.. . 

erhält  man  nun  rückwärts: 

sin  2  94                                sin  2  93 
tanws  =  z — i ä —  ,  ton 92  =  r: — i ^ —  , . . . 

h-\-  C082(p4^  ^  Ä^-|-CO«293 

mithin  zuletzt  9  =  am  u. 
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Ist  dagegen  k^  <^  1^  so  berechnet  man  zunächst  die    abneh- 
menden Moduli  ki^  X^ , . . .  nach  den  Formeln : 

1  —V 1  —  ifc»       .  1— \^i— V       . , 

bis  man  zu  einem  Modulus  gelangt,  der  hinreichend  mit  Null  über- 
einstimmt.    Es  sei  dies  k^^  so  folgt  aus  Nro.  8): 

- u 

-(l+fci)(l+Ä:2)(l  +  *8y 
dieser  Grenzwerth  fö,llt  mit  ii<p^  zusammen  und    giebt    daher  94 
=  16®.    Die  Gleichui\gen : 

tan  9)4  =  r — I j5 —  ,  toncps  =  ■; — i a —  » •  •  •  • 

liefern  nun  rückwärts: 

Äan(2qp3  —  94)  =  k^siiKp^  ,  sin(2ipi  —  g>^)  =  jbgwn^g  ,  .,., 

also  der  Reihe  nach  9)3 1  9>2 1  9i  >  9?  =  a  w  m.  —  Hiermit  ist  zu- 
gleich die  Aufgabe  gelost,  die  obere  Integrationsgrenze  d;  zu  be- 
stimmen wenn  in  der  Gleichung: 

X 

da 


Jva 


^      lA(l-^2)(l-fc2^2) 


U, 


k  und  u  gegeben  sind;  man  hat  nämlich  a  ^=z  sinfp  =  sin  am  u» 


§.  88. 
Die    elliptischen    Integrale    zweiter    Art. 

I.    Bezeichnet  k  wie  früher  einen  echten  Bruch,  so  heisst  das 
bestimmte  Integral 

X 

j  Vi —  5.2 

0 
das  elliptische    Integral   zweiter  Art;  gewöhnlich    betrachtet   man 
statt  desselben  dasjenige,  welches  mittelst  der  Substitution  x=8in(p 
daraus  hervorgeht,  und  schreibt  als  Definition: 

9>  ' 


1)  1  dq)yi—k^8in^q)     =  E(k,q)). 


1 
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Die  Eigenschaften  der  Funktion  EQc ,  9))  sind  denen  von  F{k^fp) 
lehr  ähnlich  und  können  ans  den  letzteren  auf  folgende  Weise  her- 
geleitet werden. 

Wir  setzen  wiederum  voraus,  dass  zwischen  den  Yariabelen 
)  und  ^  die  Gleichung  7)  des  §.  86  stattfinde,  welche  die  Gleichun- 
len  9)  und  10)  nach  sich  zog,  denen  zufolge 

-irz 72 — rr-         cosri  —  coaacos^ 

sina  sinri 
st;  wir  bilden  daraus  zunächst  die  Gleichung: 

cosri  —  cosacost   ,       ,     cost  —  cosacoav    ,, 

= '- 7-z dri  H ^. : '-  dt, 

stnasmi  '  sina  sinri 

ind  bemerken,  dass  die  rechte  Seite  auch  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden  kann: 

1  ^  (^i^^  V  ~l"  ^^^  t-\-2cosa  008  rj  cos  g) 
^  sin  a  sin  rj  sin  f  ' 

irovon  man  sich  leicht  durch  Ausführung  der  Differenziation  über- 
seagt.  Macht  man  die  Gleichung  10)  in  §.  86  rational,  indem  man 
mgleich  €08^  a,  cos^rj  und  cos^^  durch  sin^a,  sin^rj  und  sm^g  2lti8- 
Irückt,  so  findet  man  weiter: 

sin^ri  -f-  ^^^i  -f"  2co»a  coft^  cos^  =  k^sin^a  sin^rj  sm^g, 
ind  es  ist  daher  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  das  Vorige: 

dri  Vl—k^sin^fi  —  dt  Vl—k^sin^t 

dCsin^risin^i) 

=  J  Jk2  ßina : — i-T-- —  =  -fc2  sin a  dCsinv sint). 

^  sinrjstnt  <  v      1       «»y 

)ie  beiderseitige  Integration  giebt  nun  unter  der  Bücksicht,  dass 
kn  Grenzen  iy  =  0  und  rj  =  ß  die  Grenzen  f  ==  a,  i  =.  y  ent- 
prechen,  wobei  a,  ß,  y  durch  die  Gleichung  8)  in  §.  86  verbun- 
len  sind: 


/ 


y 


dfiVl  —  lc^sin^ri  —  f  d^V  1—k^sin^t  —   k^sina  sinß  siny. 

)  a 

ichreiben  wir  endlich  y,  1^,  co  für  a,  /S,  y,  so  folgt  daraus  das  Theo- 
•em:  wenn  die  Amplituden  97,  ^,  co  der  Gleichung  F(k  ^  9) 
-|-  F(Je ,  1^)  =  F(k ,  o)  genügen,  so  gilt  zugleich  die  Beziehung : 
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welche  das  Additionstheorem  für  d&a  zweite  elliptisclie  Integral  bil- 
det und  zwar  insofern,  als  man  vermöge  der  Formeln  15),  16), 
17)  des  g.  86  ein  Integral  £(jb,b))  finden  kann,  welches,  mit  ZaeaU 
eines  algebrabchen  Ausdruckes,  die  Summe  der  Integrale  E(_k,^) 
imd  Eik,^)  darstellt.  —  Ea  würde  nnn  auch  keine  Schwierigkeil 
habea,  den  früheren  Formeln  über  die  Subtraktion,  MultipUkatioB 
und  Division  der  Integrale  erster  Art  ähnliche  Formeln  für  die  In* 
tegrale  zweiter  Art  au  die  Seit«  zu  stellen;  sind  z.  B.  tp^,  ip^ 
ete.  flo  bestimmt,  daas  sie  den  Gleichungen 

F(k,^^}  =  2F(A,^)  ,     F(k,<ps}  =  &F(k,q>)  ,  .... 
genügen ,  so  sind  die  entsprechenden  Gleichungen : 

Eijcy^t)  =  2£(jfc,9)  —  k^sin^<p3iTHfi3, 
E(kf<pg)  =  BE(ky^)  —  k^iinfimfpfisinip  -j-  nngps) 

II.    Die  Fundamentalformel  2)  kann  zat  Lösung  verschiedene] 

mit  der  Rektifikatäon  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  zuaan 

gender  Aufgaben  benutzt  werden  (historisch  war  hier  de] 

der  Theorie),   weil  das  elliptische  Integral  zweiter  Art  la 

Fig.  48.  Beziehung  zur  Rektifikation  derElli 

fflt  OJ  =  a,  OB  =  i  (Fig.  48), 

ist  nämlich  der  über  der  Abscisse  a 


-M^. 


wo  k  die  numerische  Excentricitat  - 

bezeichnet;  nehmen  wir  ^  BOQ  =  9)  statt  x  als  unabhängige  Ya> 
riabele,  so  wird: 


^=aj  dfpV 


3)         Are  BP=aJ  dyVl— fc'wnay  =  a  Eik,<p).  , 

0 

E(k,tp'}  bedeutet  demnach  einen  elliptiachen  Bogen,  wenn  diegrosM 
Halbachse  der  Ellipse  ^  1,  die  Excentrieität  ^  fc  und  <p  das  Com- 
plement  der  sogenannten  exeentrischen  Anomalie  i^AOQ)  Aet 
Endpunktes  ist ;  das  vollständige  elliptische  Inteigrri  S(t ,  J  3t)^Et0i 
giebt  den  elliptischen  Quadranten. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  2)  O  =  ^n,   so  ist  die  entspi 
cheude  Amplitudengleichung : 
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()  tanq}  tantli  ^ —^ 1- ^=  — — 

yi_l.il  b 

Imd  nun  folgt  aus  Nro.  2)  durcli  Multiplikation  mit  a : 
&)  aEik,<p)  —  [<i£i(fc)'—  aE(fc,^)]  =  ak^sirnpsinit), 
b  Worten  giebt  die»  den  Fagnani 'sehen  Satz,  daas  eich  zu  jedem 
reim  Endpnnkte  der  kleinen  Achse  ab  gerechneten  Bogen  ein  zwei- 
er vom  Endpunkte  der  grossen  Achse  aus  gerechneter  finden  läset, 
äer  von  dem  ersten  um  eine  algebraische  Grösae  differirt.  Spe- 
■ieller  fiir  ■^  =  ip  wird 


tcm^^i  =T  - 


hält  in  diesem  Falle  einen 
erkwürdige  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  die  Differenz  der 
Bögen  PB  und  PA  gleich 
der  Differenz  der  Halbach- 
sen ist. 

Aehnliche  Relationen 
gelten  für  die  Hyperbel; 
es  sei  in  Fig.  49  dieHaupt- 
halbaehae  Oji=^a,  die  Ne- 
benhalbaelise45  =  b,  die 

lineare    Eicentricität 
Va»  +  fiä  =  c,  OM=x, 
JHP  =  y,    Are  AP~  8, 
so  ist  bekanntlich: 


■^ßV  H 


um  das  vorstehende  Integral  auf  die  bisherigen  elUptiachen  Inte- 
ferale  zurttckznJiihren ,  nehmen  wir  0£  =  —  (gleich  dem  Abstände 
^63  Brennpunktes  von  der  Direktrix),  ziehen  durcli  E  eine  Parallele 
*u  4B,  rillen  auf  diese  die  Senkrechte  PQ  und  betrachten  nun  den ' 
Winkel  EO(i=^  ^  als  neue  Variabele;  es  ist  dann  y  ^  —  fem  91 
nnd  vermöge  der  Hyperbelgleichung: 


^ 
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WO  zur  Abkürzung  gesetzt  werden  soll: 

V  62  —  ü2 o 

c  c 

Man  findet  nun  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen: 


ail—h^sinq>      ^      1  /  vJ^^ 1_ 

^^  —'  cos^q)Vl—kHin^q>        '  |/.  a'^-^a^      ~  ksimp' 

vermöge  deren  die  Formel  6)  in  die  nachstehende  übergeht: 

62  r  dw 


0  • 

indem  man  bemerkt,  dass  für  i»  =  a,  g>  =  Ö  wird.     Differenzirt 

man  den  Ausdruck  tanyVl  — jb^amy  =  tan  ff  .^(qp),  so  ei^ebt 
sich : 

mithin  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  g?  =  0,  9?  =  y: 

tan  q>.zf(q>)==(l-k^)J—^-^^^^ 

0  ' 

Hier  kommt  das  unter  Nro.  7)  verzeichnete  Integral  vor,  und  es  ist 

daher  fiir  ifc  =  — : 

0 

8)  8  =  —  F(k^ip)  —  cE(le^(p)  -f-  c^i(q))tan(p. 

c 

Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  demnach  mittelst  der  elliptischen 
Funktionen  erster  und  zweiter  Gattung  rektificiren ;  es  verdient  da- 
bei bemerkt  zu  werden,  dass  der  algebraische  Ausdruck  0^(9)  ton 9 
geometrisch  das  Stück  der  durch  P  gelegten  Tangente  bedeutet, 
welches  von  P  bis  zum  Fusspunkte  T  einer  von  0  darauf  gezogenen 
Senkrechten .  reicht ;  schreibt  van  daher  die  vorige  Gleichung  in 
der,  Form : 

62 

9)  cd(j[p)tanip  —  8=iC  E(h^q>) F(k^^>)^ 

c 

so  erhält  man  die  Differenz  zwischen  jenem  Stücke  der  Tangente 
and  dem  Bogen.     Für  unendlich  wachsende  Bögen  convergirt  diese 
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Differenz  gegen  einen  endlichen  Grenzwerth;  denn  setzt  man  g> 
=  1^,  so  geht  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  in: 

über. — Mittelst  der  Formel  8)  lassen  sich  Vergleichungen  zwischen 
verschiedenen  Hyperbelbögen  vornehmen,  wobei  wir  8  durch  H(jp) 
ersetzen  wollen ,  ,was  jedenfalls  eine  sprechendere  Bezeichnung  ist. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Amplituden  9),  ^,  (D  der  Gleichung 
^(SP)  ~f~  -^(^)  —  ^iP)  =  ö  geflogen,  so  ist  die  entsprechende 
Gleichung  für  H\ 

oder  wenn  statt  jE7(g?)  -f~  ^W  —  iE(o)  sein  Werth  gesetzt  wird: 

10)  JJ(9)  +  HW  —  Hiio) 

==  c{;^(9>)to«y-)--^(^)tant^  —  ^{io)tan& — k^  än(p  sinil;  «no}, 

woraus  sich  ähnliche  Consequenzen  wie  aus  der  entsprechenden  For- 
mel für  Ellipsenbög€n  (Nro.  2)  ziehen  Hessen. 


S.  89. 
Transformation    der    Integrale    zweiter    Art. 

Die  in  §.  87  erwähnte  Substitution: 

sin  2  a) 


tan  d'  = 


aus  welcher  die  nachstehenden  Gleichungen  folgen: 

Q,  r -4- cos  2(0  .     _  sin  2  CD 

v  =  ■  >  '  ,  stn  &  = 


cos 


Vl  +  2r(;o«2cj+r2  V  l+rco52c}+r2 

1/ r~^TZ              l+rco«2cD  ,a_o       l-\-rcos2(o 

V^l+2rco«2cD+r3  1-f  2  reo«  2  o>+r2 

da*                          {£©  2                   2Vr' 


1— r^wn^a-        yi  —  s^sin^co  1  +  ^  '  1  +  r' 

ist  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  gleichfalls  anwendbar  und 
führt  zu  verschiedenen  merkwürdigen  Resultaten,  von  denen  wir  die 
wichtigsten  entwickeln  wollen: 

L    Aus  der  Gleichung:  , 
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e 

0 

ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Substitution  und  unter  der  Bemer- 
kung, dass  wie  früher  den  Grenzen  Ö*  =  0  und  d'  =  0  die  Gren- 
zen fi>  ==  0  und  o  =  Ä  entsprechen: 

E(r,@)  +  r8in&  =  2  l  ,/       ~  do 


^  2    ri+r 

iH-»-^    VT 


0 

(1  — 2«n«o) 


«»«n«» 


da  • 


wobei  die  rechte  Seite  auch  unter  der  Form: 
Sl 

/  [(l+rjVl— gg«naco+ (1— r) -7=        ^  .1  do 

^     L  Vi— fi2«m3CöJ 

=  (1  +  r)  Ä(5,Ä)+(l-r)  i^'C^Ä) 
dargestellt  werden  kann;  demnach  hat  man  die  Gleichung: 

1)  jEJ(r,®)  +  r«n0  =  (14-r)^(«,Ä)  +  (l  — r)i?'(5,®), 

oder,  wenn  man  beachtet,  dass  F(s^Sl)  =  J(l-|-r)  F(r  ^  £1)  ist 
(Nro.  5  in  §.  87): 

E(r,&)-^r8in&  =  (l-j-r)  ^(«,ß)  +  |(l— r«)  i^(r,®). 

Ersetzen  wir  r  und  @  durch  k  und  9,  sowie  «  und  £1  durch  ki  und 
9i,  so  liefert  die  vorstehende  Gleichung,  in  der  Form: 

2)  1(1— k^y  F(k,(p)  =  JEJ(Jb,9))  — (l-fifc)  iE;(Jfci,9)i)4-ife«n9> 

geschrieben,  den  Satz,  dass  sich  jede  elliptische  Funktion  erster 
Art  durch  zwei  elliptische  Funktionen  der  zwieiten  Art  ersetzen 
lässt.  Vermöge  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  folgt 
daraus  weiter ,  dass  jeder  Hyperbelbogen  durch  zwei  ElUpsenbögen 
ausgedrückt  werden  kann,  welches  der  von  Landen  gefundene 
Satz  ist. 

n.    Betrachten  wir  allgemeiner  das  Integral : 

_        _  d» 

3) 


G(r,0}  =JiÄ-^B8in^&)  -=i 


^  ,   _      r^sin^d' 


welches  aus  Funktionen  erster  und  zweiter  Art  zusammengesetzt  ist. 
In  der  identischen  Gleichung: 
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G  (r,  0)  —  —  8in  & 

r 


J    \  ""^         r  ^  y  1  —  r^i 


nehmen  wir  wieder  dieselbe  Substitution  wie  früher  vor  und  berück- 
sichtigen, dass 

r8m^^—C08^Yl  —  r^8in^^=  r-co3'2{0=  isin'^o—l 
wird;  wir  erhalten  dann: 

G(r,0) 8in&=  /  (Ä+ß  • ). 


dco 


=it;/^^'+^'""'"^vt^ 


wo  zur  Abkürzung : 

r  r 

gesetzt  worden  i^t.  Das  rechter  Hand  befindliche  Integral  steht 
wieder  unter  der  Form  des  Integrales  (r,  und  möge  durch  Gi  (s^Sl) 
bezeichnet  werden,  indem  durqh  Gi  zugleich  angedeutet  werden 
soll,  dass  Ai  und  Bi  an  die  Stellen  vdn  A  und  B  getreten  sind. 
Schreiben  wir  die  vorige  Gleichung  in  der  Form: 

5)  (?(r,  0)  =  rp~  Gl  (»,  ß)  +  i 5,  ««0, 

SO  ist  die  Funktion  G  auf  eine  Funktion  derselben  Art  mit  grösserem 
Modulus  (5)  und  kleinerer  Amplitude  (Ä)  zurückgeführt.  Denkt 
man  sich  dieses  Verfahren  mehrmals  nach  einander  angewendet,  so 
wurde  man,  von  der  Gleichung 

d(p 


G=f<iA-\-B8in^q>):^j:=£ 

K  V  1 — - 


ausgehend,  eine  Reihe  von  Funktionen  mit  steigenden  JVfodulis  und 

abnehmenden  Amplituden  in  folgender  Weise  bilden  können: 

2 
G  —  j—  Gl  -K^^i  sintp, 

2 
0^1  =  77-7  G2  -\-  ^J52««9?i^  u.  s.  w., 

8 Chi 6m Heb,  Analyilt.  25 
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bis  man  auf  eine  Funktion  G^  käme ,  in  welcher^  mit  hinreichender 
Genauigkeit  ib^j  =  1  gesetzt  werden  darf;  der  Werth  dieser  Funk- 
tion ist  dann: 

0 

und  hieraus  ergeben  sich  nach  den  obigen  Formeln  G^_i^  ^n— 2  ••• 
Gl  und  G  selbst,  indem  man  die  gefundenen  Werthe  substitoirt.  Die 
zur  Ausfährung  dieses .  Gedankens  nöthigen  kleinen  Rechnungen 
Übergehen  wir,  weil  die  gleich  zu  erwähnende  zweite  l^ethode  in 
den  meisten  Fällen  bequemere  Formeln  darbietet. 

Aus  den  Gleichungen  2)  folgt,  umgekehrt : 

öfi(*,Ä)  =  ^^  j  ^  (r  ,  ©)  -  l  Bi  sin  ®\, 

B  =  \Bir,     A  =  Ai  +  \Bi. 

Denkt  man  sich  Ai  und  Bi  gegeben,  etwa  Jli  =  a,  B^  =i  h  und 
daraus  ^  ==  Oi  und  B  =  hi  abgeleitet ,  schreibt  man  femer  G  für 
die  nunmehr  primitive  Funktion  Gi  und  Gy  ftir  die  abgeleitete  Funk- 
tion G^  so  ist: 

6)  ö(*,Ä)  =  ^'-i^j(?i(r,0)  — |i*m©j, 

mithin  die  Funktion  G  auf  eine  andere  Gi  zurückgeführt,  welche 
einen  kleineren  Modulus  r  und  eine  grössere  Amplitude  ^  besitzt. 
Diese  Beziehung  gestattet  wiederum  eine  mehrmalige  Anwendung, 
indem  man,  von 

ausgehend,  folgende  Gleiqhungen  aufstellt: 
O  =  tth^Gi-lbainfpi), 

1  +  *2 

Gl  =  — - —  {Gi  —  jÄi«m9?a), 


in  denen  fcj ,  ÄVj , . . .  die  abnehmenden  Moduli,  ^j ,  9?2 ,  •  •  •  die  wach- 
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senden  Amplituden  und  Ox ,  ^  ^  •  •  •  ^i  i  &s , .  •  •  Grössen  bezeichnen, 
welche  durch  die  Formeln: 

«2  =  01  +  1^^         b^^lhh 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 

bestimmt  werden.    Denken  wir  uns  die  Gleichungen  für  O^  Gi^  O^^ 
...  bis  G^  fortgesetzt,  so  kann  G  durch  G^^  ausgedrückt  werden  und 

zwar  geschieht  dies  am   raschesten  dadurch,    dass    man  die    erste 
Gleichung  mit    1,    die  zweite    mit      ^    \  die  dritte  mit  — ~- — . 

— T —  u.  s.  f.  multiplizirt  und  darauf  alle  Gleichungen  addirt;  es 

ergiebt  sich  so: 
.        l  +  fei       1+*,       l  +  fc,  l+^n       G 

—  ||— 2—  bstiKpi-] j-^  .  — - —  bi,smq>t  -\-..,. 

,     1+ifc,      l-^kj         1  +*«  .  .        I 

•■'-\ 2       •■^2^ ä~    "-**'" '^'''' 

und  dabei  üt,  wie  man  leicht  findet: 

^  Vi— fc!>„«n9„ 


'n  —  "     •>     •     .>     •     o    •  •  •     o  ■> 


2         2         2  2 

Nehmen  wir  n  so  gross,    dass  k^  für  Null  gerechnet  werden  darf 
80  ist  um  so  mehr  ^^  =  Cf,  mithin 

0 
nnd 

25* 
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folglich  genau  für  n  =  x  ,  wenn  wie  früher  Lim  —  mit  ^  bezeich- 
net und  Lim  a^-=z  A  gesetzt  wird: 

—  i^|~Y-  «*»»  9^1  H ' — 4 •  -y  «'^^3 

,     (l+fcl)(l  +  fe2)(l+fc8)      ^1^2.^        .  ! 

und  darin:  . 

7)  ^=.«  +  .6|i  +  ^  +  ^  +  *L^  +  ...|. 

Zur  Abkürzung  der  für  G  gefundenen  Formel  bemerken  \^ir  noch, 
dass  erstens  ^  .  (l-f-^i)  (l-f-^)"«  =  ^X^i9)  is*^  und  dass  zwei- 
tens die  Gleichungen! 

oder 

stattfinden,  vermöge  deren  man  folgenden  Ausdruck  erhält: 

(p 

8)  Aa  +  t^m2  9)-^=i2_ 

J  Vi— ik2sm2flp 

ö  '  ■ 

Spezieller  für  a  =  1 ,  h  =  —  fc^  ergiebt  sich  hieiaus  eine  Formel 
ZOT  numerischen  Berechnung  des  elliptischen  Integrales  zweiter  Art, 
nämlich:  ^ 

9)  E(k,(p)  =p  F(k,q)){  l  —  \k^  —  \k'^h  —  \kn^hi~...) 

'■\-\ky  ki3in^i'\-\hyh[k2  sinfp2 

-\-\ky  kik^k^  sinfp^  -(-...., 

wobei  die  Reihen  stark  convergiren.  Die  Formel  vereinfacht  sich 
in  dem  Falle  (p  =  ^n^  welcher  die  Werthe  <pi  ===  ä,  q)^  =  2ä, 
g?3  =  43r  etc.  nach  sieh  zieht;  es  bleibt  nämlich: 

10)  E^(k)r=Fi(1c){l  —  lk'i  —  \k'^ki—lk^kik2—...}. 
Die  unter  Nrö.   9)  und    10)  gewonnenen  ßesultate  sind  noch 
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insofern  wichtig,  als  sie  eine  ganz  andere  Behandlung  des  ellipti- 
schen Integrales  zweiter. Art  andeuten.  Ist  nämlich  k  gegeben,  so 
sind  F^(k)  und  E^(jk)  Funktionen  von  k  allein  und  dürfen  immer 
als  bekannte  Constanten  angesehen  werden  (in  der  That  existiren 
Tafeln  dafür),  man  wird  folglich  die  Gleichung  10)  benutzen,  um 
die  Reihe  1  —  ^k^  -^  etc.  durch  E^  (k)  und  F^  (Je)  auszudrücken, 
Und  dies  giebt  nach  Substitution  in  Nro.  9) : 

+  iifcVjbiJfc2«ng)j-4-.... 
Denken  wir  uns  nicht  9,  sondern  F(k^€p)  =  w  als  die  gegebene 
Variabele,  so  folgt  umgekehrt  9)= am m,  und  da^^,  ^21  •«•^^9  be- 
rechnet werden  können,  so  bildet  dieSumnie  der  Reihe  |ÄjV^ifci}«»9?i-f- 
etc.  eine  Funktion  von  m,  welche  Z'(u)  heissen . möge ;  nunmehr  ist: 

nnd  hieraus  erhellt  von  selbst,  dass  das  elliptische  Integral  zweiter 
Art  durch  das  elliptische  Integral  erster  Art  und  eine  Funktion  des- 
selben ausgedrückt  werden  kann,  dass  also  eine  weitere  Untersu- 
chung von  J5J(Jb,  (p)  =  E(k^  amu)  wesentlich  auf  eine  Analyse  von 
Z{u)  zurüekkoramen  würde.  Wir  müssen  uns  mit  der  Andeutung 
dieses  Gedankens  begnügen,  da  seine  Ausführung  zuviel. Baum  in 
Anspruch  nehmen  würde. 

§.90. 
Allgemeinere    elliptische    Integrale. 

I.    Die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  bieten  die 
Mittel,  um  jede  Integration  von  der  Form : 

J    V(l  — J?2)(l_jk2j.2)  ~J         ^(<p) 

auszuführen.    Differenzirt  man  nämlich  den  Ausdruck 

5m^^~"^  q)C08q)jd  (9) , 
so  ergiebt  sich  zunächst  das  Differenzial: 

z/  (9)  {  (2  n  —  3)  sin^^-^tp  cos^  (p  —  sin^""^^  9? }  rf  9  . 

k^8in^^''^(pco8^(p 

j(^) ^f^ 
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welches  durch  ZaBammenrechiiung  über   gleichen  Nenner  und  ftt 
€08^  tp  =1  —  «m'9  folgende  Gestalt  aonimmt: 

Beiderseitige  Integration  fährt  mit  Rücksicht  auf  die  in  Nro.  1)  fest- 
gesetzte Bezeichnung  zu  der  Formel : 

2)  airfi'^^^  g>  €08  ^  ^  (<p) 

=  (2n— 3)ü;j^_4  — (2n  — 2)(l+ib2)r2„_2+(2n— l)ibaü^2«i 
mittelst  welcher  Z72^  auf  £^2n— 2  ^"^^  ^2n— 4  'eduzirt  wird.    Denkea 
wir  uns  der  Reihe  nach  2,  3,  4  etc.  für  n  gesetzt,  so  liefert  dieFor-j 
mel  1)  suceessiv  ü^^  27«,  üg  etc.,  ausgedrückt  dnrch  Uq  und  U^ ;  ^ 
letzteren  Integrale  sind  aber  unmittelbar  bekannt ,  nämlich : 

^)  ^*- ib»7l:5w~^^V*    k' ' 

0 

und  es  ist  folglich  ^2^  jederzeit  durch  F(k^ip)  und  E(k^q)^  aiu- 

drückbar.    Daran  knüpft  sich  unmittelbar  die  Conseqnenz,  dass  auch 
das  allgemeinere  Integral: 

auf  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  zurückkommt. 
II.  Betrachten  wir  weiter  das  Integral: 


«)         V.  =/■ 


J  (1  -f  A  ««)  »» V  (1  —  «»)  (1  —  *»««) 


/ 


V 


worin  das  Radikal  für  den  Augenblick  mit  B  bezeichnet  werden 
möge.  Ist  m  eine  negative  ganze  Zahl,  so  nimmt  das  Integral  för 
«  =  «tn  g)  die  in  Nro.  5)  erwähnte  Form  an  und  lasst  sich  voll- 
ständig entwickeln ;  wir  müssen  daher  die  Aufmerksamkeit  auf  den 


Cup.  XVI}.  §.  90.    AUgememere  eiitpfiscBe  Integrale.  391 

HM  eines  ganzen  positiven  m  richten.    Durch  Differenziation  des 
iusdnickes 


indet  man  nach  gehöriger  Reduktion  einen  Ausdruck  von  der  Form 

ax^-\-ßa!^-{-'yx^-\-ö  dx 

(14-Ä4?2)"»  R' 

wo  a^  ß^  y^  S  aus  m ,  h  und  k  zusammengesetzt  sind.    Denkt  man 

lieh  fÄr  den  Augenblick  1  -|-  ää*  =  <?,  also  umgekehrt  jp'  =:  — — 

dx 
(esetzt,  so  nimmt  der  Faktor  von  —  die  Gestalt: 

,  '■  

1    ,  .    1    .      1    ,  »    1 


m,  und  wenn  man  den  Werth  von  t  wieder  einführt,  so  ist  das  Re- 
nltat  folgendes : 

|(l-j-^j.a)m-l 
dx  .    ^  dx  .  dx 


-4-  Ol  • 

ii-^-hx^y^B 

Ourch  Integration  folgt  hieraus ,  wenn  nachträglich  x  '=  einfp  ge* 
lommen  wird: 

-.  sinq)  co8(p  /1(sp) 

(l-}-Ä«n«9)'»-^ 

ind  zwar  sind  die  Werthe  von  cti ,  ßi^  yi ,  di  durch  die  nachste- 
lenden  Gleichungen  bestimmt : 

3)    «,=:_(2m.-.5)i^,/J.  =(2m-4)(i±^'+3-f^), 
y.  =  -  (2m  -  3)  (l+2i^V3|), 
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Aus  der  Gleichung  .7)  geht  hervor,  da«8  zunächst  P21  dann  audi 
T^,  F4,  ...  durch   K_-i,    Vq  und    Vi  ausgedrückt  werden  köimen; 

von  diesen  drei  Integralen  sind  die  ersten  zwei  unmittelbar  bekannt, 
das  letzte 

dtp 


-/ 


(1-f  Ä5m2qp)^(9?) 

bildet  eine  neue  Funktion  von  h^  k  und  9),  welche  man  das  ellipti- 
sche Integral  dritter  Gattung  genannt  und  mit  II (h^  Jb,  9>)  bezeich- 
net hat.  Dasselbe  gestattet  ähnliche  Transformationen  wie  die  In- 
tegrale erster  und  zweiter  Art,  deren  Auseinandersetzung  aber 
einen  zu  grossen  Baimi  in  Anspruch  nehmen  würde. 

In  den  speziellen  Fällen  h  =  —  1  und  k  =  —  k^  vereinfacht 
sich  die  gefundene  Beduktionsformel  und  dient  zur  Entwickelang  der 
Integrale : 


(p  op 


in  beiden  Fällen  wird  61  =  0,  und  die  in  Bede  stehenden  Integrale 
hängen  nur  von  algebraischen  Ausdrücken  und  von  elliptischen  In- 
tegralen erster  imd  zweiter  Gattung  ab. 

ni.  Die  allgemeinste  Form  solcher  Integrale,  welche  durch  ellipti- 
sche Integrale  aller  drei  Arten  ausgedrückt  werden  können,  ist  über- 
haupt die  folgende: 

9)  T-_  r  /W  ^* 


V  V^ 


-j-  Ol  a?  -j-  02  ^^  -f"  «8  ^^  -h  Ö4  «* 

und  wir  wollen  kurz  die  Schritte  andeuten,}  deren  es  zur  Reduktion 

dieses  Integrales  bedarf. 

Zunächst  lässt   sich  der  Ausdruck  o©  -f^  Oi  j?  -|-  ...-}-  04  j?*  in 

zwei_  reelle  Faktoren  zweiten  Grades  zerlegen,  wodurch  X  die  Form; 

/(a?)  dx 


=/ 


annimmt.    Setzt  man  weiter,  wenn  /?  und  5  vor  der  Hand  noch  un- 
bestimmte Co^fficienten  bedeuten: 

^-       l+y       '  ^^-         (l^y)2      ' 

so  ergiebt  sich  eine  Transformation  von  der  Form: 
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worin  f\(.y)  wiederum  eine  rationale  algebraisohe  Funktion  von  y 
bezeichnet,  und  die  neuen  Coefficienten  «i ,  ßi^  yi^  ^i ,  {^ ,  ^^  ,  aus 
den  früheren  Coefficienten  a^  ß^  y^  S^  s^  ^^  sowie  aus  p  und  q  zu- 
sammengesetzt sind.  Wählt  man  p  und  q  so,  dass  sie  den  beiden 
Gleichungen  ^^  =  0  und  £i  =  0  genügen,  was  übrigens  immer 
möglich  ist,  so  enthält  das  Radikal. nur  gerade  Potenzen  von  ^,  und 
es  kommt  also  nunmehr  darauf  an ,  die  Integration : 


10)  y  =   f—AM£L=: 


Muzufnhren.    Die  rationale  Fonkticn  fi  (y)  steht  im  Allgemeinen  un- 
ler  der  Form : 


/l(»)  = 


wofür  wir  kurz  schreiben: 

S-\-Ty 

hier  sind  /S,  T,  Z7,  V  rationale  Funktionen  von  y\  sogenannte  gerade 
Funktionen.  Multiplizirt  man  Zähler  und-  Nenner  des  für  fi  (y)  an- 
gebenen Bruches  mit  ü  —  Fy ,  so  wird : 

wo  M  und  N  als  abkürzende  Bezeichnungen  für  gerade  Funktionen 
dienen.  Das  unter  Nro.  10)  verzeichnete  Integral  gestaltet  sich  jetzt 
folgendermassen : 

Nydy 


J  y  a-\-hy^-\-cy^        J  Va 


-\-h^+cy^ 

Das  zweite  dieser  Integrale  ist  algebraischer  Natur;   denn  bezeich- 
nen wir  N  durch  ^^(y^),  so  wird  für  y'^  =  z\ 

if(z)  dz 


f        Nydy  r_^ 


-\-'bz-\-cz'^ 

nnd  hier  ist  die  Integration  mittelst;  der  Formeln  des  Gap.  XII.  aus- 
fahrbar; hinsichtlich  des  noch  restirenden  ersten  Integrales: 

bemerken  wir  Folgende».     Der  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende 
Ausdruck : 
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«  +  *y»  +  cy*  —  («1  +  yiy»)  d  +  Siy») 

lässt  sich  jederzeit  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen : 

rHl  +  s^y^)  (1  —  «2^2)  ,  r2(l  +  s^y^  (y«  —  t«), 

r2(l  +  ^'y')  (l  +  «'y')  1         rHl  —  s^y^  (1  —  «»y«), 
rH«^y^  -  1)  (t^y'  —  1)  ,         r2(a2  —  y2)  (y2  _  t«)^ 

indem  man  die  verschiedenen  möglichen  Vorzeichen  von  «i,  yi,  Äi, 
^1  betrachtet;  je  nachdem  nun  der  eine  oder  andere  dieser  Fälle 
stattfindet;  benutze  man  die  Substitutionen: 


1^ 
t 


eo8q> 


t 


y  = 


y 


y  = 


cos  (p 
tanq> 

8 

aintp 

8 

1 
t  sin  fp 

«2 


1  —  ifc2  sin^  fp 


jfc2  = 


8* 


ib2 


ik2  = 


k   = 


k   = 


k^  = 


1 

l-\-sH^' 

8^ 1^ 

ä2 

t 

8 
t 
8 
8^  —  t^ 


und  man  erhält: 


dy 


=  9 


dq> 


V a^by^-^-cy^         ""  Vl—k^sin^fp 

wo  g  ein  constanter  Faktor  und  ik  ein  echter  Bruch  ist.  Bei  allen 
diesen  Substitutionen  tritt  an  die  Stelle  von  y^  ein  Ausdruck,  der  im 
Allgemeinen  unter  der  Form: 


vsin^tp 

steht;  die  Funktion  3f,  welche  nur  gerade  Potenzen  von  y  enthält, 
verwandelt  sich  daher  in  eine  rationale  Funktion  von  am^y,  und  das 
Integral  in  1 1)  reduzirt  sich ,  abgesehen  von  dem  constanten  Faktor 
gi  auf: 


12) 


Vi  —  k^  «m» 


^(9) 


Vermöge  der  Bedeutung  yotl  /(stn^^)  hat  man  eine  Gleichung  von 
der  Form: 


fisifOtp)  = 


6^0 


Ho 


H28m'^q>-{'H^8in^(p-\'..,  \ 
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89d 


oder 


nnd  um  ganz  allgemein  zu  sein,  wollen  wir  f(z)  als  anechtgebro- 
ehene  Funktion  ansehen.  Denken  wir  uns  dieselbe  in  ihren  ganzen 
Theil  und  in  den  echtgebrochenen  Theil,  letzteren  aber  gleich  in 
Eartxalbrüche  zerlegt,  so  besteht  /(z)  aus  zwei  Reihen ;  in  der  ersten 

Reihe  ist  jedes  Glied  von  der  Form  Kz^^  in  der  zweiten  von  der 

Form: 

L 

mithin  setzt  sich /(m' 9)  aus  Gliedern  von  den  Formen: 

JT^n^»  flp     und ^ 

(l  +  ÄÄn^y)*» 

zusammen.     Die  Bestandtheile  des  Integrales   12)  sind   also  Inte- 
grale von  den  zwei  verschiedenen  Gestalten: 


und 


/■ 


(9)     '  «/     (l+Ä«n2  9)'»-^(9) 

nnd  stimmen  mit  den  in  I.  und  11.  behandelten  Integralen  tiberem;  das 
ursprüngliche  durch  X  bezeichnete  Integral  reduzirt  sich  also  auf 
einen  algebraischen  Theil  und  auf  elliptische  Integrale  aller  drei 
Gattungen. 
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'  Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  91. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  zur  Cu- 

batnr  begrenzter  Bäume. 

Wenn  eine  Funktion  zweier  Variabelen  Xy  y  zuerst  in  Be^ 
hung  auf  y  bei  oonstant  bleibendem  x  integrirt  und  das  Resultat 
ser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  iinte: 
fen  wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  auf  folj 

Weise  bezeichnet: 

/«i  Vi 

dx    1  f(x,y)  dy, 

wobei  die  Anordnung  der  beiden  Integrationen  von  der  Rechte) 
Linken  zu  lesen  ist.     Der  eigentliche  Sinn  einer  solchen  dop 
Integration  ergiebt  sich  augenblicklich,    sobald  die  Definition^ 
einfachen  Integrales  zweimal  nach  einander  auf  den  obigen  Aus 

angewendet  wird.    Setzen  wir  nämlich  ^ ^  =  s ,  indem  wir 

n 

ter  n  eine  unendlich  wachsende  Zahl  verstehen,  so  bedeutet  die  erste 

Integration  den  Grenzwerth  von: 

g{/(^iyo)+/(j^.yo+g)+/(^iyo+^g)+">' 

....+/(Ä,yo-fn  — la)}, 

welcher  für  den  Augenblick  Fix)  heissen  möge;  die  zweite  Inte- 
gration ist  nun  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes: 
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wo  S^  — und  ni  eine  unendlich  wachsende  Zahl  igt.    Durch 

Sabrtitution  der  Bedeutung  von  F(«)  folgt  jetzt,  dass  das  genannte 
Doppelintegral  den  Grenzwerth  der  folgenden  Doppelsumme  bildet: 

i)     Ä£[/(*o,i/o)+/(*«,j/o+0+ +A'o,y(.+J^^^  O 

■*" +/('«+ '■^^^Ä ,  yo +"— 1 E)] , 

D  welcher  die  Variabelen  a  und  g  alle  Werthepaare  erhalten  haben, 
lie  sich  aus  den  Intervallen  x  =^=  Xg  big  «  ^  «j  und  y  :3=  j^  bis 
i^pi  herausgreifen  lassen.  Zugleich  erhellt,  dass  es,  wenn  auch 
unständlich,  doch  jederzeit  möglich  wäre ,  den  Werth  eines  Doppel- 
Dtegrales  direkt  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu  berechnen. 

Der  soeben  erörterten  Bedeutung  eines  Doppelintegrales  lässt 
ich  leicht  ein  geometiiacher  Sinn  unterlegen.     In  Fig.  50  mügen 
Fie.  50.  03f=Ä,  MN=y 

und  NP  =  z  die 
rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes 
bedeuten,  der  einer 
durch  die  Gleichung 
z  z^  /(*iy)  bestimm- 
ten Flache  angehört; 
es  seien  ferner  in  den 
EutfeiTiungen  0  Mg 
=  «0  und  0  Ml  -^  Xi 
zwei  Gerade  parallel 
ziu"  Achse  der  y  ge- 
zogen, endlieh  noch 
'"  in    der   Coordinaten- 

Jene  xy  zwei  beliebige  Curven  constiiiirt,  deren  ku  x  gebärige  Co- 
rdinaten  MN^  =  y^  und  MN-^  =  yi  vorstellen  mögen.  Jene  Ge- 
iden  und  diese  Curven  schneiden  sich  im  Allgemeinen  und  bilden 
n  thoilweise  krummlinig  begrenztes  in  der  Ebene  xy  liegendes 
iereck,  welches  als  Horizontalprojektion  eines  entsprechenden  auf 
ir  krummen  Fläche  befindlichen  Viereckes  angesehen  werden  kann, 
wischen  beiden  Vierecken  und  den  projizirenden  Geraden  ist  ein 
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körperlicher  Raum  eingeschlossen,  dessen  Grösse  Fheissen  möge. 
Aendern  wir  x  und  y  um  in  dx  und  dy^  construiren  wir  femer  das 
Rechteck  aus  dx^  dy  und  lassen  von  allen  Ponkt^i  der  Peripherie 
desselben  Gerade  ||  QZ'  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  entsteht  einPa- 
rallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z  und  der  unendlich  kleinen 
Grundfläche  dady;  das  Volumen  desselben  ist  z  da  dy=f(x^)dxdy. 
Das  gesuchte  Volumen  Fbildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  unendlich  dünner  Parallelepipede,  und  man  hat  daher: 

V=  j  J f(jc,y)dx  dy, 

wobei  sich   die  Anwendung   doppelter   Summenzeichen    durch   den  ' 
Umstand  rechtfertigt ,    dass    die  Summe   aller   Parallelepipede  nur  i 
dann  vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Rieh-  > 
tungen  der  y  und  der  x  zusammengezählt  werden.    Vereinigen  wir 
zuerst  die  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu  den  verschiedenen  y 
von  y  =  y^  bis'  y  =  y^  gehörenden  Parallelepipede,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 

yi  Vi 

I  fi.^'>y)dx  dy  =  dx  I  f(x,  y)  dy 

yo  Vo 

eine  Schicht,  welche- der  Coordinatenebene  yz  pairallel  steht  und  die 
Dicke-  dx  besitzt.  Vereinigen  wir  noch  alle  solche  Schichten  von 
X  =  oTo  bis  ^  =  Ä?i ,  so  erhalten  wir  das  ganze  Volunaen,  nämlich: 

8)  V=    i  dx  J  fix,y)dy. 

Xo         yo 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch,  wenn  %  man  von  dem 
Satze  ausgeht,  dass 

4)  v=  f  a^dx 

ist,  wo  Q^  die  Fläche  des  durch  N^N-i  parallel  mx  yz  fi^oe  g-e-, 
legten  Querschnittes  von  F  bezeichnet ;  Q^  bestimmt  sich  nämlich 
mittelst  der  Formel: 

yo 

indem  man  y  als  Abscwse,  z  als  Ordinate  und  x  dabei  als  constant 
ansieht;  durch  Snbstitution  in  Nro.  4)  wird  nun: 
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*i       y»  '°         v> 

ras  mit  dem  Frflheren  einerlei  ist. 

AU  Beispiel  einer  aotchen  Cubatur  mittelst  eines  Doppelinte- 
[isles  dieae  Folgendes;  die  oberhalb  begrenzende  Fläcbe  sei  ein 
illiptiaches  Faraboloid  (Fig.  51)  also: 


Se  Basis  des  Volumens  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Kathe- 
en  Oä  ^=  a,  OB  =  b,  so  sind  die  Integrationsgrenzen : 

*o  —  0,     «1  =  0,     yo  =  0,     St  ~  ifl  — -^j, 

nittün: 


=«'*Kl^+0 


Fig.  Dl. 


Denkt  man  sich  den 
Pnnkt  Ü  der  Fläche 

anfgeSHCht ,  dessen 
Coordioaten  Oä^^o, 
AC~b  und  CD=:c 
sind,  so  sagt  die  vo- 
rige Gleichung,  dasa 

V  der  KwöUte  Theil 
des  aus  den  .Kanten 
a,  A,  c  construirten 
Parallelepipedea  ist. 
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§.  92. 
Die  Umkehrung  der  Integrationsordnnng. 

In  dem  Vorigen  befolgten  wir  bei  der  Summirung  der  unend- 
lich dünnen  Parallele  pipede,  d.h.  beider  Integration  von /(j?,y)djr6%f 
immer  die  Reihenfolge,  dass  sich  die  erste  Summirung  auf  y  bei  con- 
stantem  x  bezog  und  nachher  die  zweite  Summirung  an  die  Reihe 
kam;  es  wäre  aber  denkbar,  dass ^ sich  unter  Umständen  diese  An- 
ordnung umkehren  Hesse.  In  der  That  ist  dies  der  Fall ,  wenn  die 
auf  y  bezüglichen  Integrationsgrenzen  y^  und  yi  constant  sind ,  und 
ausserdem  die  Funktion  f(jx:  ^y)  innerhalb  der  beiden  Integrations- 
Intervalle  endlich  und  stetig  bleibt.  Ein  Integral  nämlich  von  der 
Form : 

«1    ^i 

1)  V=  J Jfix,y)dxdy 

würde  geometrisch  ein  Volumen  bedeuten,  dessen  Basis  ein  Recht- 
eck ist,  entstan,den  aus  dem  Durchschnitt  von  vier  Geraden,  deren 
zwei  in  den  Entfernungen  «o  ^^^  ^'^i  parallel  zur  Achse  der  y^  und 
von  denen  zwei  andere  in  den  Entfernungen  ß^  und  ßi  parallel  zur 
X  Achse  gezogen  sind ;  zugleich  giebt  die  Anordnung  der  Integra- 
tionen in  Nro.  1)  zu  erkennen,  dass  zuerst  Schichten  parallel  zur' 
'y*z  Ebene  gebildet  worden  sind,  aus  deren  Vereinigung  nachher  da^ 
VolujQpien  entstand,  Sumrairt  man  aber  die  Elementarparallelepipede 
f(jc^y)dx  dy  zuerst  in  der  Richtung  der  j?,  so  erhält  man  eine 
Schicht: 

J  f(ä:,y)dy  dx  =  dy  J  f{x,y)dx 

parallel  zur  y«  Ebene  und  von  der  Dicke  dy\  die  Vereinigung  alle! 
solchen  Schichten  von  y  ^=i  ß^  h\s  y  =  ßi  liefert,  wie  die  unmittel- 
bare Anschauung  lehrt,  dasselbe  Volumen,  und  man  hat  daher: 

«1    ßi  ßi    «i 

2)  J  J  f(x,y)dx  dy  —  J  J  f(x,y)dy  dx. 

«0    ßo  ßü    «0 

Man  überzeugt  sich  hiervon  auch  analytisch  leicht;    aus.  der! 
Gleichung  : 
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ff. 


dj  F(x,y)d, 


tt. 


^flBfhMl,,^ 


dy  J         "by 


<^o 


folgt  nämlich  dnrch  Integratk)n: 

f  Fix,y)dx  =  JdyJlE^^  dx  4-  Const, 

und  durch  Einfuhrung  der  Grenzen  y=  ßi^  y  =  /5^ : 

«1  «i  ^i         «i 

\jFix,ß{)dx  -  jF(x,ßo)dx~=  Jdyp-^^^^  dx, 

l«0  <*«  Ä  '^O 

d.  i. : 

Bezeichnen  wir  weiter  den  in  Beziehung  auf  y  partiell  genonunenen 
üiflTerenzialquotienten  von  F(x^y)  mit  f(x^y)^  so  finden  die  Glei- 
chungen statt: 

Und  zwar  ist  in  der  zweiten  Gleichung  x  als  constant  zu  betfachten, 
.weil  die  Differenziätion  sich  nur  auf  y  bezog ,  also  auch  die  Integra- 
|tion  nur  y  betreffen  kann ;  es  folgt  jetzt : 

5)  Fix.ß,)  —  Fix.ßo)  =J  f{x,y)dy, 

femer  durch  Substitution  in  die  Gleichung  3): 

6)  J  ^^J  f^^ '  y^  ^y  ~  J  ^^J  ^^^  '^)  ^*» 

«0  ßo  ßo  «0 

und  es  stimmt  dieses  Resultat  mit  der  Formel  2)  überein ;  hierbei 
ist  jedoch  nicht  zu  übersehen,  dass  in  der  gegebenen  analytischen 
Ableitung  das  bestimmte  Integral  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe 
des  unbestimmten  Integrales  betrachtet  wurde,  was  bekanntlich  nicht 
immer  gilt;  daher  kann  man  auch  von  den  Gleichungen  4)  nicht 
unter  allen  Umständen  zjz  der  Gleichung  5)  übergehen  und  nament- 

SohlOmileh,  Analysit.  2C 
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lieh  würde  der  Fall  eine  Ausnahme  begründen,  wofQc^y)  innerhalb 
de8  Integrationsintervalles  y  =  ßQ  bis  y  =  ßi  eine  Unterbrechung 
der  Continuiiät  erleidet.  Man  hat  dann  auf  die  Modifikation  Rück- 
sicht zu  nehmen,  welche  bereits  in  §.  70  erwähnt  wurde,  wie  wir 
nachher  an  einem  Beispiele  zeigen  wollen. 

Die  Formeln  2)  oder  6)  bieten  ein  Mittel,  um  zwei  Integra- 
tionen, die,  in  der  einen  Reihenfolge  ausgeführt,  umständliche  Aus- 
drücke ergeben  würden,  in  einer  anderen  Form  darzustellen,  unter 
welcher  oft  beide  Integrationen  sehr  leicht  bewerkstelligt  werden 
können.     So  z.  B.  würde  die  Integration: 

dx  1  e-^ly  dy 

0  1 

in  der  vorstehenden  Ordnung  auf  einen  lutegrallogarithmus  fuhren; 
umgekehrt  ist  dagegen: 

dy   f  e-^ly  dx  ^  j  ly  dy  J  e"^  d.v 
10  1  0 

ß 


f 


'y  <iy  y  =  Wßy- 


Nicht  Gelten  iriflft  es  sich ,  dass  bei  der  ersten  Anordnung  des 
Doppelintegrales  nur  eine  Integration,  bei  der  «weiten  Anordnung 
aber  jede  Integration*  ausführbar  ist ;  man  gelangt  dann  zu  einer 
Gleichung,  welche  den  Werth  eines  einfachen  bestimmten  Integrales 
kennen  lehrt.    So  z.  B.  ist  einerseits : 


QO  00 


F=    fdxj'lycoa  2bxe'^^'^*+^^^^dy, 


0         0 

00  ^00 


=  J  0082b X  dx    A-(a'  +  a:*)3r"2^  dy. 


0  a 

=    I  cos2b  X  dx 


a2  4-^.2' 
'0  ' 

wie  man  sogleich  findet,  wenn  y^  einer  neuen  Variabelen  gleichge- 
setzt wird;  andererseits  hat  man: 
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dy   hl ycos2bx  «-C«»  +  Oy' dx , 


0  0 

00  jao 


=    A"*"'*'  y'  2 y  dyje-y*  ^*  co«  2  5  o?  dar, 
0  0 

d.  i.  wenn  man  von  der  Formel  19)  in  §.  84  Gebrauch  macht : 

J  ly 

-      =VT  J  A  ^y^^dy, 

0 
hier  lässt  sich  der  in  §.  71  bewiesene  allgemeine  Satz: 

in  Anwendung  bringen  und  man  erhält  dadurch: 

Ol/  a  •    ' 


/ 


0 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  für  F  gefundenen  Werthe  ergiebt 
sich: 

0 
oder  wenn  h  (\\t  2h  gesetzt  wird: 

7)  r5^  d^  =  -^  .-«^ 

0  ' 

Aus    diesem  interessanten  Resultate    folgt  durch  Differenziation  in 
Beziehung  auf  h : 

0      - 
und  zwar  wird  man  sich  leicht  überzeugen ,  dass  die  Differenziation 
nur  dieses  eine  Mal,  aber  nicht  weiter  erlaubt  ist.    Dagegen  könnte 
man  beliebig  viele  Male  in  Beziehung  auf  a  differenziren* 

Um  endlich  einen  Fall  zu  betrachten,  in  welchem  die  Umkeh* 
rang  der  Integrationsordnnng  nicht  ohne  Weiteres  erlaut^t  ißt,  sei : 

2C* 
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— «      0 
das  gegebene  Integral.    In  der   vorgeschriebenen   Ordnung  ausge- 
führt, geben  die  Integrationen: 

a 

10)  V=    I  dx  ^X-r='^^rctana^ 

J  x^A- 1 


-a 


wobei  von  der  Formel: 


/ 


Gebrauch  gemacht  worden  ist.  Die  Umkehrung  der  Integrations- 
ordnung liefert  dagegen  das  Resultat: 

0  — «  0 

=  —  2  Arc%<m  —  =  —  2  (|ff  —  Ärctand)^ 

welches  von  dem  vorigen  um  Jt  verschieden  ist.  Der  Grund  dieser 
Differenz  liegt  darin,  dass  die  für  ar  =  0  und  y  =  0  eintretende 
Discontinuität  des  Ausdruckes 

^2 y2 

übersehen  wurde,  welche  Discontinuität  sogleich  erhellt,  wenn  man 
erst  y  =  0,  a?  =  tf  und  nachträglich  S  =  0  setzt.  Betrachten  wir 
überhaupt  das  Integral: 

«i        ßi 
11)  V=  Jdä:Jf(jü,y)dy 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion /(Är,y)  innerhalb  derln- 
tegrationsintervalle  für  x  z=z  ^  und  y  z=^  rj  eine  Unterbrechung  der 

Continuilät  erleide,  so  darf  die  Identität  der  beiden  Ausdrücke: 

i 

J  dxj  f(x,y)dy  und    /  dy  J  f(x^y)dx 

«0  ßo  fio  «0 

-nicht  mehr  behauptet  werden,  und  es  entspringt  daraus  die  Aufgabe, 
die  Differenz  derselben  zu  berechnen.    Dies  geschieht  dadurch,  dasf 


I 


Cap.  Xym.  §.  92.  Die  Umkehrung  der  Integrationsordnung.       405 
isan  die  Gleichung  1 1)  in  der  Form : 

V=Lim  ly  daj  fix,jf)dy  +  /  dx  j  f(jc,y) dy\ 

darstellt ,  wobei  d  und  s  verschwindende  Grössen  bezeichnen.  Da 
die  Discontinuitat  von  /(ß-ty)  nur  dann  eintritt,  wenn  y  =  ij  und  zu- 
gleich a?  =  I  wird,  so  ist  in  jedem  der  vorstehenden  Doppelinte- 
grale, für  sich  genommen,  /(ä,^)  stetig,  weil  im  ersten  ^<^  |— -£» 
im  zweiten  a?  >  |  -|-  d  bleibt ;  man  darf  daher  in  jedem  einzelnen 
Doppelintegrale  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren,  und 
diese  giebt: 

V=Um  ly  dyj  f(a:,y)dx  +  j  dy  J /{jc^y^dx^ 

Setzen  wir  weiter: 

12)  /  f(x^y)dx  ==  qp(^,y)  +  ConsU 

und  beachten,  dass  /(jß^y^  als  Funktion  von  x  betrachtet,  continuir- 
lich  bleibt  innerhalb  der  Grenzen  a?  =  ofo  bis  a?  =  ^  —  s  und 
4?  =  ^  -f-  Ä  bis  Ä  =  «1,  so  ist: 

A  A 

=  £.2m  \J  [,(piai,y)—(p(cCo,y)']dy—J  [yCS+Ä,?^)— 9>(|— «,y)]c?y| , 

A     ,  A 

hier  bedeutet  das  erste  Integral  soviel  wie: 

A         «1 

J  ^y  j  fi^iy)dx, 

A ,      «•  -         ^ 

wenn  man  sich  die  Integrationen  in  der  Ordnung  x^y  ohne  Weiteres 
ausgeführt  denkt;  setzt  man  dies  ein  und  restituirt  den  ursprüng- 
lichen Werth  von  F,  so  folgt  jetzt : 


13) 


«1        A  A       «1 

/  dxJfCx^y)dy^J  dy  J  fix,y)dx, 

«0       A  A        «• 

A 

=  —  Lim  J  {tp{l'\-8,y^  —  (p(i  —  B,y)]dy, 


1 

I 
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und  damit  ist  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Wertfa^i  bestimmt, 
welche  das  Doppelintegral  bei  verschiedenen  Anordnungen  der  In- 
tegration annimmt.  —  Erleidet  f{x^y)  innerhalb  der  Integrattonsin- 
tervalle  mehrere  Unterbrechungen  der  Continuitat,  so  würde  man 
das  obige  Verfahren  leicht  dahin  modiifiziren ,  dass  man  F,  statt  in 
zwei,  in  mehrere  Integrale  zerlegt,  in  welchen /(o? , y)  jedesmal  ste- 
tig bleibt. 

§.  93. 
Die  Fourier'schen  Doppelintegrale. 

So  lange  die  Constante  h  positiv  und  von  Null  verschieden  ist, 
gilt  bekanntlich  die  Gleichung: 

00 

0 
für  Ä  =  0  dagegen  würde  der  Werth  des  Integrales  =  0  und  für 

negative  h  würde  er  —  ^Tt  sein.    Betrachten  wir  das  allgemeinere 

Integial: 

CO 

PsininG)  coancD  , 

^  =  J — 5 — ^'"^ 

0 

80  sind,  behufs  der  Anifendung  der  Formel  1),  die  Fälle  m  ^  n, 
wi  =  n,  m<^nzu  unterscheiden ;  im  ersten  Falle  ersetzen  wir 
einmfiocosnio  durch  |  «n  (m  -}-  n)  co  -|-  i  sin  (m  —  n)«)  und  erhal- 
ten durch  Integralion  der  einzelnen  Theile  ^S  =  Ja  -f-  Jar  =  Ja. 
Im  zweiten  Falle  wird  mnmiQCoanfO  =  |Mn2(9,  folglich  S  =  |jr; 
im  dritten  Falle  ist  8inmGico8n€a^=z\8in(ji-\'m)  ßj  — r  \9m(n — ni)G>, 
mithin  S  =  \%  —  J3r  =  0,  und  demnach  lautet  das  Gesammtre- 

sultat: 

»  .  (  i  3r    für     m  >  n, 

2)  J diD=l\7t     „       m  =  n, 

0  \  0        „       m  <  n. 

Man  kann  dieses  wiederum  benutzen,  um  den  Werth  des  Doppelinte- 

/POOS  8  CO 
d(X>  J IX»)8mG}%dd' 


=/ 


a 

h 


C08  8€a 


o 

0  o 


d(o  I  F(&)9iniof^  d^ 
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2u  ermitteln,  in  welchem  -F*(#)  eine  von  ^  =  a  bis  d"  =  b  con- 
tinuirlich  bleibende  Funktion,  9  eine  willkürliche  jedoch  positive 
Constante  bezeichnen  möge.  Da  unter  diesen  Voraussetzungen  der 
Ausdruck 

eoa  8&  aincDd'  «.^. 

innerhalb  der  Integrationsgrenzen  keine  Unterbrechung  der  Conti- 
nuität  erleidet,  so  ist  die  Umkehrung  der  Integrationenfolge  erlaubt 
and  giebt 

h  00 

h  00 

F(^^)d»  I  den. 

a  0 

Um  hier  die  Ergebnisse  von  Nro.  9)  anwenden  zu  können,  bedarf 
es  der  Unterscheidung  der  drei  Fälle  ä>>5,  J>>«>>a,  a>5>0. 
Im  ersten  Falle  ist  um  so  mehr  *  >  6",  weil  vermöge  der  für  d' 
geltenden  Integrationsgrenzen  6  >>  O  sein  muss;  für  ö*  <  «  ver- 
schwindet aber  das  auf  cd  bezügliche  Integral  und.  daher  wird 

» 

£7=0,        wenn  «  >  J. 

Im  zweiten  Falle  kann  das  mit  Z7  bezeichnete  Integral  auf  folgende 
Weise  zerlegt  Werden : 

S  CO 

F(ß)dd'  I do 

a  0 

b  00 

+  J  F{^)d&J  ^ dCD, 

s  0 

und  dann  ist  im  ersten  Integrale  5  >  'S*  >>  a  oder  -^  <  «i  mithin 
der  Werth  des  auf  ca  bezüglichen  Integrales  der  Null  gleich;  im 
zweiten  Theile  dagegen  ist  6  >  -Ö*  ]>  5,  also: 

h 

U—  JF(%')d^.\n. 
s 
Im  dritten  Falle  a  >>  ä  hat  man  um  ao  mehr  *  >•  *,  folglich 
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h 


U  =  j  F(ß)di&.\n. 


a 
Alles    zusammen    giebt    dies    folgenden   Satz:  jenachdem   ^   ^  ^^ 
t>5>>a^a^«>0ist,  hat  das  Integral: 

/cos  803  r  ^ 

0  a 
die  Werthe: 

s  h 

5)         .0,  l7t  JF(ß')dd' ,        ljcJFi&)dd: 

a  a 

Nennen  wir  f(&)  das  unbestimmte  Integral  von  F(d'ydd'^   so    dass. 
also  FiP)  =  f*{&)  ist,  so  giebt  die  theilweise  Integration: 

1  F{d')8ino&  dd'=    i f'i%')sino»  d^ 

und  daraus  folgt  durch  Einfuhrung  der  Grenzen  d'=  6,  &  =:  a: 

b 

f  Fi^)8ina}d'  dd' 
«  h  I 

=  f(h)sinhG)  — f(a)sinaco  —  ©  /  /(-ö")  coaod'  dd'. 

Das  oben  an  die  Ausdrücke  in  -4)  und  5)  geknüpfte  Theorem  lautet 
dann: 

-^,N   rsinh€ocos8(o  ,  ,,  ^   CsmaacossGi  , 

J^^u  — ^ —  ^'"  -  ^^V  — ^ —  ^"^ 

0  0 

00  ^ 
1   C0S8(Qd(O     I  f(d')C08C!}^dd'^ 

0  a 

=     0    ,         i:r{/(«)-/(a)}         ,         i^{/(^)— /(«)}, 

Die  Werthe  der  mit  /(h)  und  /(a)'  multiplizirten  Integrale  lassen 
sich  wiederum  mittelst  der  Formel  2)  bestimmen,  indem  man  auf 
die  Unterscheidung  der  bemerkten  drei  F&lle  eingeht;  man  gelangt 
hierdurch  auf  der  Stelle  zu  dem  folgenden  merkwürdigen  Satze : 
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„Der  Werth  des  bestimniten  Doppelintegrales : 

/  cos  8(0  da)     I  f(ß')co8(ad'  dd' 
0  a 

ist  l  vcf(s)  oder  Null ,  jenachdem  die  positive  willkürliche  Con- 
stante  8  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Intervalles'  a  bis  h  liegt." 
Greht  man  von  dem  analog  zu  U  gebildeten  Integrale : 

00  ^ 


V  =  fd(oJ  ^^^-^  Fid')  cos  cod'dd' 
0         o 
WS,  so  sind  die  vorigen  Zerlegungen  und  Substitutionen  fast  wört- 
ich  wiederum  anwendbar  und  fiihren  zu  dem  Correlate  des  vorigen 
Satzes;  es  lautet: 

„Der  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrales: 

I  sinscDdiX)  j  /(ß'^smcad'  dd" 

0  a 

ist  |ä/(s)  oder  Null,  jenachdem  s  innerhalb  Öder  ausserhalb 
des  Intervalles  a  bis  b  liegt." 

Den  grössten  Spielraum  erhält  «  für  a  =  0  und  &  =  oo  ;  die  Fälle 
f  ]>  b  und  a  []>«]>>  0  können  dann  nicht  vorkommen  und  man 
tat: 

0        |3r/(5)  =  I  cos 8  w da)  I  f(9')co8G)d'  dd' 

0        l^fis)  =  /  sinscDdGi  j  f{%)sin(o^  d%' 

0  0  - 

Tobei  man  sich  leicht  davon  überzeugen  kann,  dass  die  erste  Glei- 
jhung  auch  noch  für  5  =  0  richtig  bleibt,  während  dies  bei  der 
sweiten  Gleichung  im  Allgemeinen  ticht,  sondern  nur  dann  statt- 
indet,  wenn  zufällig  /(O)  =  0  ist.  Für  negative  s  gilt  keine  der 
>bigen  Formeln  mehr ;  besässe  aber  f(js)  zufälligerweise  die  Eigen- 
ichaft  /( — s)  z=z  f{s)^  so  würden  die  Cosinusformein  ihre  Richtig- 
keit auch  bei  negativen  s  behalten,  ebenso  die  Sinusformeln  in  dem 
malogen  Falle,  wenn  /( — 5)  =  —  f(s)  wäre. 

Als  Beispiel  für  die  -Formeln  6)  und  7)  diene   die  Annahme' 
\^)  =  e""*^^;  sie  giebt  die  Gleichungen: 
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0 


QO 


iTte    ^^=Jsm8mdG>y^^, 
0 
welche  mit  den  in  §.92  vorkommenden  Formeln  7)  und  8)  überein- 
stimmen. '  ^ 

Die  vorhin  entwickelten  allgemeinen  Theoreme  lassen  noch 
eine  Combination  zu,  welche  in  einem  auch  für  negative  s  gültigen 
Satze  besteht.    Setzen  wir  nämlich  a  =  0,  und  in  der  Gleichung: 

^  /»^  (  .^«/W     ,       &  >  ^  >  0, 

/  COSSCOdO)    I  f(ß)C08G}%^  d%'  =  < 

0  0  ^        0        .        *>^ 

'  für  /(-O")  die  neue  Funktion : 

f(y)  ==  '  2  * 

welche  die  Eigenschaft  /( — s)  =  /(s)  besitzt,  so  gilt  die  nunmeh-i 
•rige  Gleichung:  ,  ,  1 


00  ^  00         ■  & 


1 

2 


/  C088€3d&  I  fp{^)co8m^d%^-\-\  j  C08  8mdü}  I  ^(^^ycosm^d^ 

0  0  0  0 

=     0  für         5  >  ft  und  fiir  —  ft  ^  «. 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 
6  0 

0  —6 

mithin  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes : 

8)  J  co8  8CDd(o/  (pi^)co8f)i}»d»=3t  ^  W  +  y(— ^)^  füri>«>-4 
0  —6 

=  0  y  für  t<«<:  —  *. 

Eüi  ähnliches  Theorem  ergiebt  sich,   wenn    man,   von    der  Glei' 


chung : 
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lasgehend,  die  Substitution: 

/(^)  = 2 

rornimmt,  wobei /(«)  die  Eigenschaft /( — s)  =  — /(ä)  bekommt. 
Man  findet  nämlich  nach  demselben  Verfiähren: 

0  —6 

=         0     ,  i  <  «  <  —  5. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  8)  und  9)  folgt  jetzt : 

10)    /  dc9 1  (p(9')cosa)(d'  —  8)d^  =  JC<p(»)    ,       ä  >  «  >>  —  ft, 

md    weil    das  Integral    für    negative  Co  dasselbe    bleibt    wie    für 
»ositive  ß>: 

U)   j  da  1  fp(ßr)cos^i%—8)d&=i27C^(ß)    ,     6>«>  — *, 

!7immt  man  spezieller  6  =  oo ,  so  gilt  die  Gleichung : 

12)  I  d(Q  1  tp(%)co8(Xi{p—8)d^z=  ^xq>(j8) 

— 00      — oo 

&r  alle  reellen  8.  —  Es  mag  übrigens  noch  bemerkt  werden ,  dass 
lie  Gleichung  11)  für  V  —  1  =:=  t  auch  in  der  Fown : 

00  & 

13)  JdGJ  J  q>i^)e'^(^-^)'dd^  =  23rg)  W     ,         h  >  8  > —b, 

-«  -^  =0      ,     b<:8<:  —  b, 

largestellt  werden  kann,   weil  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Inte- 
grales verschwindet. 
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§.  94. 
Substitution   neuer   Variabelen  in   Doppelintegralen. 

» 

I.     Wir  kehren  zur  Untersuchung  der  doppelten  Integrale  von 
der  allgemeinen  Form 

«1        Vi 
1)  V  =  jdxjfi(ß,y)dy 

zurück ,  um  den  zweiten  Fall  zu  betrachten ,  in  welchem  y©  ^^^  Jh. 
nicht  constant,  sondern  Funktionen  von  x  sind.  Begreiflicherweise 
ist  hier  die  Urakehrung  der  Integrationsordnung  nicht  unmittelbar 
mögli'ch,  was  auch  geometrisch  leicht  nachweisbar  wäre;  sie  wir! 
es  aber ,  wenn  man  dem  auf  y  bezüglichen  Integrale  constante  Greni 
zen  verschafft.  Dies  geschieht  mittelst  der  Substitution  y  z=z  y^ 
-f-  (yi  —  yo)  t^  -wo  t  die  neue  Variabele  bezeichnet;  man  erhäH 
hierdurch  unmittelbar:  i 

Xi       yi    '  Xi  .  1  I 

^^  J  ^^j  ^^^ ' ^^  ^^  ~J  ^^  ""  ^^^  ^^J  '^^^ '  ^^  ~^^^  ~^^^  *^  ^'' ' 
Xo         yo  Xo  0  ^ 

wo  nun  rechter  Hand  constante  Integrationsgrenzen  vorhanden  sindd 
Ein  Beispiel  hierzu  liefert  das  Integral: 


das  in    der  vorstehenden  Form    nicht    auf   ein    einfaches  Integral 
zorfickfahrbar     ist,    welches    dagegen    mittelst    der    Substitotion 

y  ^  V  l-j-«"  /  in  das  folgende  übergeht : 
woraus  durch  Umkehrung  der  Integrationenfolge: 

1  00  ■" 

oder  endlich  bei  Ausitihrung  der  auf  x  bezüglichen  Integration : 
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1    . 
F  =  1  vT  f  ^^  e-ß'f' 

II.  Sowie  Torhia  eine  Variabele  (y)  allein  durch  eine  neue 
Veränderliche  (t)  ersetzt  wurde,  ao  k&nn  auch  für  beide  Variabele 
iQgleich  eine  Substitution  vorgenommen  werden,  indem  man  etwa 
f  ^  gi  (s ,  ()  und  y  ^=  ^  (s ,  t)  setzt  Waa  diea  heisaen  soll,  wird  mit  , 
rollkommener  Klarheit  aus  der  geometrischen  Bedeutung  des  Dop- 
pelintegralea  erhellen.  Dieser  zulbige  denken  wir  uns  nämlich  die 
Basis  des  Volumens  V  in  unendlich  kleine  Rechtecke  zerlegt  und  V 
lelbst  als  Summe  der  über  jenen  Rechtecken  coiistruirten  Parallel- 
spipede.  Für  die  Grosse  des  F  bleibt  es  aber  gleichgültig,  obseineBa- 
ria  in  rech teckförm ige  oder  in  iinders gestaltete  Elemente  getheilt  wird, 
Irenn  nur  diese  Elemente  die  Baüis  und  die  über  den  Elementen  er- 
richteten Parallelepipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen, 
föne  aolche  neue  Zerlegung  ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  man  die 
Punkte  der  Coordinatenebene  icy  nicht  mehr  durch  die  reohtwinkli- 
jen  Goordinaten  r  und  y,  sondern  dtirch  irgend  welche  andere  Co- 
trdinaten  s  und  (  bestimmt,  wobei  wir  das  Wort  Goordinaten  in  aei- 
»r  weitesten  Bedeutung  nehmen.  Die  Gleichungen  a:  =  tp(a,i) 
ind  y -^  ^(s,t)  dienen  jetzt,  um  von  den  früheren  zu  den  neuen 
Coordinaten  überzugehen,  und  es  fragt  sich  nur  noch,  welche  Zer- 
iegnngaart  der  Baaia  von  V  hieraus  entspringt.  So  wie  nmi  daa  ' 
[rohere  Element  ein  Viereck  war,  dessen  Ecken  durch  die  Coordi- 
»aten  x  und  y,  ic  -[-  da;  und  y,  x  und  i/  -f-  dy,  endlich  x  -|-  dx 
ind  j  -{-  liy  beatimmt  wurden ,  so  können  wir  auch  bei  den  neuen 
Doordinat«n  ein  Element  bilden,  dessen  vier  Ecken  die  Goordinaten 
r  und  t,  »  -j-  d«  und  i,  i  und  t  -^  dt,  endlich  s  -\-  ds  und  t-\-  dt 
iiesitzen.  Nennen  wir  N,  N^,  JVj,  N3  die  soeben  bestimmten  vier 
Ponkte,  Fig.  52,  ao  kann  die  Berechnung  des  Flächenelementes  in 
Fig.  52.  der  Weise  geschehen,  dasa  wir' 

iV,  JVi,  N^i,  iVa  als  daa  Doppelt« 
dea  Dreieckes  N  Nj  N^  betrach- 
ten und  die  Fläche  des  letzteren 
durch  die  Goordinaten  seiner 
'  Ecken    ausdrucken.     Wir    legen 

nämlich  durch  N  ein  rechtwink- 
liges Goordinatensyatem  parallel 
I  zu  dem  ursprünglichen,  bezeich- 

^  nen  die  neuen  rechtwinkligen  Go- 
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ordinaten  von  Ni  und  N^  mit  NLi  =  |i ,  A  -^i  =  ^?i  ?  -^-C^  =  fe< 
L2  iVj  =  1^2  und  benutzen  den  bekannten  Satz  der  analytischen  Ge(v 
metrie ,  dass  die  Fläche  des  Dreieckes  NNiN^^  =  \  (|i  i^j  —  Ij  iji) 
mithin  das  Flächenelement 

ist.    Dabei  finden  weiter  die  Gleichungen  statt: 

und  wenn  man  beachtet,  dass  iV  durch  alleinige  Aenderan^  &b  j 
in  Ni  überging,  und  dass  ebenso  die  partielle  Aenderung  doBtioi 
N  nach  N^  führte ,  so   erhellt  unmittelbar  die  Richtigkeit  d^  Q|ei 

•'Mi 

chungen: 

I    ^^  ■■  i   ^y  ^  ^.' 

oder : 

Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt  für  das  Flächenelement: 

^^..r.^.=(||.i^_|£.li)...,,  ; 

und  wenn  man  sich  hierin  die  Werthe  von  «  =  9(«,<)  und  yr=^(»j| 
eingesetzt  denkt,  so  ist  jetzt  das  Flächenelement  NNyN^N'^  dnr^ 
8  und  t  ausgedrückt.  Das  Produkt  g^NNiN^N^  stellt  nmi  wiedel 
um  ein  unendlich  dünnes  Parallelepiped  dar  und  die  Summe  alM 
dieser  Parallelepipede  giebt  V.  So  gelangen  wir  zu  der  Transfoä 
mation :  1 

3)  J  JfC^^y)da!  dy 

=  ///[.c.,o,*(.,o](|f.if-i^.i^)d.., 

wobei  wir  die  neuen  für  8  und  t  geltenden  Integrationsgrenzei 
deswegen  noch  nicht  hingesets^t  haben,  weil  sie  in  jedem  speziellei 
F9.11e  besonders  zu  ermitteln  sind.  Die  folgenden  Beispiele  werdei 
dies  zeigen. 

«.  Ein  sehr  einfaches  aus  einer  Geraden  und  einem  Winkd 
bestehendes  Coordinatensystem  wäre  folgendes,  Fig.  53.  Dorcl 
einen    beliebigen    Pnnkt    N  der  xy    Ebene   lege    man   eine    C^ 
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äeNS,  welche  mit  der  ^  Achse  einen  halben  rechten  Winkel  bildet 
id  bezeichne  OS  mit  «;  m&n  «lehe  ferner  NT  ||  OXvnd  die  Ge- 
de  TS,  welche  mit  OS  den  Winkel  OST  ==  w  bilden  möge. 
pig_  63.  Die  Lage  des  Punktes  N  ist  nun 

bestimmt,  sobald  «  und  w  gege- 
ben sind,  da  man  entweder  die 
Conatruktion  rückwärts  anwenden 
oder  aus  «  und  w  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  OM=:x  und 
IHN  =  y  ableiten  kum ;  letztere 

«  ^  «  —  sbmw, 
y  =  itanw, 
oder,  wenn  zur  Abkürzung  tauw 
^  (  gesetzt  und  t  ala  neue  Va- 
ftbele  angesehen  wird: 

X  ^=  g  ~  gt,  V  =  St. 

W  neue  Flächenelement  der  xy  Ebene ,  welches  übrigens  ein  Tra- 
gi darstellt,  ist  demnach: 

2  8   it       it   >»  ' 

od  man  hat  daher  die  allgemeine  Formel : 

)  J^J/ix^ä^dji  dy  =JJ/is  —  gt,»f)ad3  dt. 

färfln  «  =  0  und  af  =  OH  =  ft,  sowie  y  =  0  und  y  =  MN^, 
=  A  —  X    die  ursprünglichen    Integrationsgrenzen  fUr    x    and    y, 

0  würde  der  Pnnkt  N  alle  innerhalb  des  gleichseitig  rechtwink- 
igen  Dreieckes^OiT  liegenden  Stellen  zu  betreten  haben;  dasselbe 
[escbieht,  wenn  s  von  0  bis  h  und  A  von  0  bis  \a  oder  t  von  0  bis 

1  auBgedehnt  wird;  die  Formel  4)  geht  dann  in  die  speziellere  über: 

h     A— I  h    1 

i)       f  ffi^,v)dx  dy  ^J  JfiB~st,gÜsd»  dt, 

0      0  0     0 

ond  es  ist  hiermit  'die  Umwandlung  des  ursprünglichen  Integrales 
in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen  erreicht.      Nehmen  wir  z.  B. 

/Cr,y)  =  *'-li,"'-V(?-fff), 
W  giebt  die  Formel  d) ; 
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h    h 


0     0 

h   1 


=  ff8^+^-^  ip(sXl-ty'^^^^^  ds  dt 


0     0 

h 

—  y  s^-b»-!  q){s)ds  I  ii — o'~^  ti 

0  0  \ 

die  auf  t  bezugliche  Integration  ist  sogleich  ausfiihrbar  uad^ 

langt  zu  dem  eleganten  Resultate : 

Ä     li—x  h 

0    0  •         0 

Auf  das  linker  Hand  vorkommende  Integral  lasst  sich  noch  das  et- 
was allgemeinere  Integral: 

0     0 
zurückfuhren,  worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und 

y  beziehen,   welche  der  Bedingung  1  ^ 1 -r-   ^   0    genügen. 

Für  X  •=  a^  und  y  =  hr^  erhält  man  nämlich : 

1     1-1 

S  =  a^b'^ff^h^ri'^''^(pQ+fi)d^  dri, 

0  0 

wo  die  Gleichung  6)  anwendbar  ist;  es  wird  so: 

0    0     - 

ß.  Sehr  häufig  geht  man  von  den  ursprünglichen  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  zu  Polar  coordinaten  8  und«  über,  indem 
man  o?  =  acost^  y  =  asint  setzt,  wo  a  den  Badiasvector  und  t  den 


t 
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Winkel  zwisohen  diesem  and  der  x. Achse  bezeichnet.     Für  diesen 
Fall  findet  sich: 


Tis    bt 


7it    bs 


=  8  da  dt^ 


Fig.  54. 


was  auch  geometrisch  aus  der  in  Fig.  54 
angegebenen  Form  des  neuen  Flächenele- 
mentes  leicht  nachweisbar  wäre,  und  es 
ist  folglich: 


8) 


///(*,») 

// 


da  dy 


f(sco8i^  8  8int)8d8  dt. 

Besonderen  Vortheil  gewifhrt  die  Formel, 
wenn  die  Grenzen  för  x  und  y  folgende  sind: 

Ifomit  dem  Punkte  xy  die  Fläche  eines  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebenen Kreisquadranten  als  Spielraum  angewiesen  ist.  Dieser 
^Spielraum  bleibt  derselbe,  wenn  8  von  0  bis  r  und  t  von  0  bis  |3r 
ausgedehnt  wird,  und  es  ist  daher: 


v^^ 


r    |7r 


19)  /    1  fix\y)dx  dy -=  j    I  fi8Cost^ssint)sd8  dt 

0    0  0    0 

JEiandelt  es  sich  um  das  etwas  allgemeinere  Integral: 

y==JJ  F(x,y)dx  dy, 

0    0 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und  y  beziehen) 

welche  der  Bedingung  1  ^  ( — '\   -f"  ( "f")    =  ^  genügen,  so  setze 

man  zuerst  «  =  a|,  y  =  5ij,  wodurch: 

1    YT^ 

V=  ah  J  JPiai,h7i)d^  dri 

0     0 

wird,  und  wende  nun  die  Formel  9)  an ;  dies  giebt : 

\j    I  F(a8C08tyh88inty8  d8  dt 


0    0 
SehlOmileh,  Analyflt. 


0     0 
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Ein  Beispiel  von  dem .  vortheiUiAften  Gcbraache  dieser  Tnuiafonnt- 

tion  giebt  der  nächste  Paragraph. 


5-  •' 
mplanatii 


Fläche 


Die  Grleichung  einer  auf  rechtwinklige  CooTdinateo  bezogenm 
Fläche  sei  wie  Mher  i  =  fCx,y)  und  die  Aofgabe  gestellt,  ifie 
Grosse  eines  bestimmten  Stückes  der  Fläche  zu  ermittela.  UieM 
StOck  beatimmen  wir  durch  seine  Projektion  auf  die  CoordinaCen- 
ebene  xy,  und  zwar  begrenzen  wir  jene  Projektion  durch  zwei  Ge- 
rade, die  in  den  Entfernungen  OMo  z=  x,),  0,JUi  ^  x^  parallel  zni 
tf  Achse  gelegt  sind  (Fig.  55)  und  durch  zwei  Curven,  in  denen  der 
Abscisse  x  die  Coifrdtnaten  y^  ^'"^  Vi  entsprechen  mögen.  Laaaen 
flg.  55.  wir  X  um  dx,  y  um 

dy  wachsen  und  bil- 
den     das      Rechteck 
dxdy,  so  kann  diese» 
als  Hori:{ODtalproj«b- 
tion.    eines    unendlich 
kleinen     Flacbenstü- 
ckea  &  gelten;    letz- 
teres ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Vier- 
eck 1     dessen    Ecken 
nicht  in    einer  Ebeut' 
liegen.     "Wegen    dtr 
unendlichen  Abnaliine 
des  (0  kann  aber  dieses  Flächenelement  als  aueanunenfalleod  ttf- 
sehen  werden  mit  der  durch  den  Punkt  ai/i   gelegten  Tangential- 
ebene der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  dabei  begangene  Fehler  nur 
unendliche  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen.    Nennen  wir  fiir  den 
Augenblick  N  den  Neigungswinkel  der  Tangentialebene  (oder  der 
Ebene  des  cj)  gegen  die  ,ry  Ebene,  so  haben  wir: 
"  dg 


wjV^ 


dx  dy  oder  ro  =;  - 


sN' 


Der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  ist  aber  einerlei  mit  dem  Win- 
kel, dan  die  Benkrechten  auf  jenen  Ebenen  einschliessen,  in  unseren 
Falle  ist  daher  JV  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyz  enichlett  , 
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-Narmftle  der  Fläche  mit  der  Achse  der  s  bildet,  also  mit  Beziehung 
•nf  die  Formeln  10)  des  §•  22  (S.  89): 


daher  durch  den  Aus 


Das  Flächenelement  ra  wird  daher  durch  den  Ausdruck : 


dargestellt  nnd  die  Snmme  aller  dieser  Fl&chenelemente  giebt  die 
ganze  Fläche,  deren  Gröiie  S  heiasen  möge.  Bilden  wir  znnächat 
die  Snmme  aller  von  y  ^=:  y^  bia  ^  :^  gi  liegenden  Elemente,  indem 
wir  X  conatant  la^aen,  so  bedeutet  das  Integral 


U"'V'+m'+(^y 


geometrisch  einen  baiidfurmigen  Streifen  der  Fläche,  dessen  Hori- 
zontalprojektion  das  Rechteck  ans  den  Seiten  dx  xmd  Ni,Ni=iii — so 
ist;  die  Summe  aller  derartigen  von  x  ^^  Xq  bis  x  =  .«i  liegenden 
Streifen  giebt  nun  die  ganze  Flache: 


Beispiele  für  diese    Complanations- 
formet  sind  folgende. 

a.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.56  sei  00=cdieHöhe  eiuea 
elliptischen  Kegels,  ÄCB  seine  «1- 
liptische  Basis  mit  den  Halbachsen 
AC:r=  a^  BC^  b;  die  Coordina- 
tenebene  xy  mSge  parallel  zur  Ebene 
AGB  durch  die  Spitze  0  gehen. 
Die  Gleichung  des  Kegels  ist  dann ; 


'VW 


+  H- 
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wobei,  mn  abzukürzen,  die  Bezeichnungen: 

eintreten  mögen.     Die  Horizontalprojektion  des  Mantels  ÄOBÄ  isi 
die  Ellipse  A'OB'  mit  den  Halbachsen  a  und  b^  folglich  «^  =  0, 


Ä 


-ff  -^'  V  ;;//:/• 


'■^       y  (f  )  +  (f) 


Durch  Anwendung  der  Formel  10)  des  vorigen  Paragraphen  gestal- 
tet sich  dieses  Integral  wie  folgt: 

1     \n 

S  =  ab  j  1  8  da  dtYa^co8^t-{-^^8in^t, 

0    0 

wo  man  wegen  der  constanten  Grenzen  die  Anordnung  der  Integra- 
tionen umkehren  und  die  auf  8  bezügliche  Integration  sogleich  aus* 
fuhren  kann;  dies  giebt: 


In 


3)  Ä  =  \ab  jdtYa^co8^t'\-ß'^9in^t. 

0 
Das  Integral  erhält  eine  geometrische  Bedeutung,  wenn  man,   die 
ganze  Mantelfläche  mit  JKf  bezeichnend,  folgendermassen  schreibt: 

z^"  - 

Mz=:\Yab.4:   I  dt  V a^abcoa^t  +  ßUbainH; 

0 
es  liegt  nämlich  darin  der  Satz,  dass  der  £egelmantel  gleich  dem 

Mantel  eines  Cy linders  ist,   dessen  Höhe  IVab  beträgt  und  dessen 

Basis  eine  aus  den  Halbachsen  oi  =  a V ab  und  ^  =  /J  V  ab  con- 
struirte  Ellipse  ist.  —  Will  man  auf  elliptische  Funktionen  zurück- 
gehen, so  beachte  man,  dass  aus  a  >*  6  folgt  a  <^  /3,  die  Formel 
8)  giebt  dann : 
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1 


s=\ahßjdt  y\i±^^t 


ß' 
0  ^ 


1 

=  lab  ßJdq>Yi—^^^dn^(p, 

wo  von  der  Substitution  t  =  \it  —  q>  Gebrauch  gemacht  ¥mrde. 
Setzt  man  endlich  noch  für  a  und  j3  ihre  Werthe,  so  ist: 

4)         s  =  iaVbqT^E^('Y?E3i. 

ß.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a^  h^  c  heissen,  es  sei  zugleich  a^  h  ^  c^  und  zur 
Abkürzung :         

ö) =  «1  1 =  P- 

Aus  der  bekannten  Gleichung  der  Fläche,  nämlich ; 

(v)'+(f)'+(f)*  =  '  —  =  «V'-(7)-(i)' 

findet  man  jetzt  vermöge  4er  Bedeutungen  von  a  und  ß : 

Handelt'  es  sich  um  die  Fläche  des  achten  Theiles  von  dem  Ellip- 

soid,  so  sind  jsq  =  0,  jr^  =  a,  yg  =  0,  yx  =  i  L^  1  —  (  —  ) 
die  Integrationsgrenzen,  und  demnach  ist 

y    '-(t)  -(f) 

Hier  Hesse  sich  wiederum  die  Formel  10)  des  vorigen  Para- 
graphen anwenden,  doch  wird  die  nachherige  weitere  Rechnung 
nicht  ohne  einige  Kunstgriffe  ausführbar;  wir  gehen  daher  einen 
anderen  Weg,  der  zugleich  die  grossen  Vortheile  einer  geometrischen 
Auffassung  doppelter  Integrale  in  helles  Licht  setzt.  Aus  der  Glei- 
chung 6)  leitet  man  füra?  =  a|,  yr=bfi  sehr  leicht  die  folgende  ab: 

1    Vi— ^«         ^ 

0     0 
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und  wenn  dabei  

gesetzt  wird,  so  stimmt  das  in  Nro  7)  Torkommende  Doppelintegnl 
voD  £ij£  dtj  mit  der  Cubatnrformel  nberda;  betrachten  wir  daher 
I,  1],  f  ala  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes,  so  bedeutet  in 
den  Gleichungen 


9)  S=abV,        V 

Fein  Yoluineii,  dessen  Horizontalprojektion  (ider Basis  ein  mit  dem 
fj^  57  Halbroeäser  1  beschriebener  Kreia  ist,  wi« 

man  aus  den  Integrationagrenzea  sogleich 
ersieht,  und  das  oberhalb  durch  die  mit- 
telst der  Gleichung  8)  charakterisirte 
Fläche  begrenzt  wird.  Dm  von  der  Gle- 
stalt  der  letzteren  eine  Vorstellung  zu  et- , 
halten,  betrachten  wir  die  Schnitte,  \relche , 
die  Fläche  mit  den  CoordinatenebeueD 
1^  und  7j  S  bildet;  aus  den  G-leichiuigen 
dieser  Schnitte 


i=VW'  '=KW 


geht  herror,  dass  die  Gurren  vertikal  stehende  Asymptoten 
Entfernungen  OD  =  OE  =  1  (Fig.  57J  besitzen,  dass  also  die 
Fläche  ins  Unendliche  geht.  Legen  wir  femer  einen  horizontale 
Querschnitt  in  der  Höhe  OQ  ^  ^  diirch  dieselbe,  so  bleibt  ^  in 
Nro.  8)  constant  und  es  ist  aas  der  nunmehrigen  Gleichung : 

ersichtlich,  das*  jener  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

l/sZET       1/1^ 
V  t>-«<'        Y  f-ß' 

bildet,  welche  f iir  £  :^  1  ^  OF  in  einen  Punkt  übergeht  und  sidi 
für  unendlich  wachsende  £  mehr  und  mehr  dem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  I  nähert.  Die  Gestalt  des  Volumens  V  ähnelt  demnach 
der  eines  unendlichen ,  trichterförmig  aosgehöhlten  Kreiscylinden 
und  der  Querschnitt  des  V  ist  ein  Ringquadrant  mit  der  Fläche 
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welche  Q^  heissen  möge.  Der  günstige  Umstand ,  dass  diese  Quer- 
schnittsfläehe  ^o  leicht  sn  bestimmen  war ,  erlaubt  nun  eine  andere 
Berechnung  des  F,  indem  man  beachtet,  dass  V  aus  zwei  Tlvulen 
besteht,  deren  erster  ein  Kreiscjlinder  tou  der  Höhe  OjP=  1  ist 

und  deren  zweiter  durch  das  Integral  /  (X^  d^  ausgedrückt  wird, 
wenn  £  von  1  bis  oo   geht;  zufolge  dieser  Bemerkung  ist: 


oder  für  z  =  — ,  und  wenn  Sl  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellip- 
soides  bezeichnet: 

11)         £1  =  2^ab  \l+   Al-    .  ^-^^  .  j  ^1 

L       *    J     (  y(l--a2t^2)(l-^2„2))     m2J 

Sind  a  und  ß  sehr  klein,  so  würde  man  für  den  eingeklammer- 
ten Ausdruck  leicht  eine  'rasch  comvergirende  Reihe  aufstellen  kön- 
nen; im  Gegenfalle  ist  es  vortheilhafler,  auf  elliptische  Funktionen 

zurückzugehen.     Dies  geschieht  mittelst  der  Substitution  u  =  — ^ ; 

wegen  a  ]>>  &  ist  dann  auch  «  >  jS,  mithin  -^    ein    echter  ßruch, 

welcher  x  heissen  möge ;  dem  Werthe  m  =  0  entspricht  qp  =  0,  für 
u  =  1  erhält  g>  einen  Werth  9?i  der  Art,  dass  52p  g)i  =  a.  Dem- 
nach ist: 

Ä  =  2«a6  fl  +  i  f\aUo,<p  -     f-^fP     j  4f  1 

L     '     a  c/    f  Vi  — x^m«^?'  «m^^J 

=  27tab    1  +  «  /  jcogy— ^7=     .  { -tt — h~'^(^V9i)r 

Die  noch  übrige  Integration  lässt  sich  mittels  der  Bemerkung 
aujsf Uhren,  dass 


^(      ^      -yr: ^   .  ,     )  x^sin^wdw  dw 

<                                      '         y  l_x2Äm2y  «m2  9) y  1  —  x^atn^qo 
ist,  woraus  man  umgekehrt  erhält 

-,  j r  sin^  w  dw 

J  y  1— x^wn^y 


x'^siri^fp 
Vereinigt  man  diese  Gleichung  mit  der  folgenden: 


1 
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80  ergiebt  sich: 

dq>    eo8q>V^l-^x^8in*g)  —  1 


f\ 


C08ip  —  ,y  l     .  '      =  : 

,       Vi— x«m2  9>)  8tn^9  ««9 

J  Vi  — x2«n2y 


Für    9  =  9i    wird  nun    «1191  =  a,    C0591  =  V^l — a\ 
X8inq>i  :=  ß;    für  9  =  0  erhält  der  vom  Integralzeichen  frewl 

Ausdruck  die  Form  — ,  deren  wahrer- Werth  in  diesem  Falle  di» 

Null  ist;   daher  bleibt: 

j^\  1  \     dq> 

^     ^  Vi  — x««Vi2  9)  '  ««^9> 

, , <Pi 

ylllaiVl— ^— 1 


a 


J  Vi— x2atn2g) 


yim^y^i — ^2 —  i 

OL 

und  es  ist  nach  diesen  Bemerkungen  zusammen: 
Ä  =  2  ar  a  6  [V^Cl  — a2)(l  — /J2)+aiE;(x,  91.)+ (~ — «)  ^(«» 
oder  endlich,  wenn  a  und  /3  durch  o,  6  und  c  ausgedrückt  w( 
12)  ä=2äc3+^j^==  j(a2-c2)^(x,(pi)  +  ü3J'(x,9>of 

^n^i  = ,       co«9i  =  -— ^ 

a  et 

y.    Für  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Parameter  2  a  und 
2  5  sein  mögen,  dessen  Gleichung  also 

2a^   2ft 
lauten  würde,  ist  die  allgemeine  Gomplanationsformel : 


Y    6(a2  — c2)' 


13)  S 


= /  jä^  '^i'Vi+^+f- 


Ohne  diese  Integration  auszuführen,   kann  man  auf  der  Stelle 
eine  Vergleichung  der  Fläche  S  mit  dem  Volumen  vornehmen,  wel- 
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ehes  die  Horizontalprojektion  von  S  zar  Basis  hat  und  oberhalb  durch 
ein  getheiltes  Hyperboloid  begrenzt  wird.  Die  Gleichung  der  letz- 
ieren  Fläche  ist  nämlich: 


r  —  rr+T=l  oder  z  =  c  U  l  +  T  +  t;;^ 


mithin: 

5i    Vi 


lud  wenn  man  dies  niit  S  vergleicht,  so  folgt  die  elegante  Bezie- 
inng  F=  cSj  die  sich  leicht  in  Worte  kleiden  Hesse. 


§.  96. 
ComplanationsformeTl   für  Polarcoordinaten. 

Nicht  selten  bedient  man  sich  statt  der  rechtwinkligen  Coor- 

linaten  OM  =  a^  MN  =  y,  NP  =  z,  der  sogenannten  räumlichen 

Fig.  58.  Polarcoordinaten,  indem  man  den  Ra- 

diusvector  OP=r^  den  Winkel  MOP 
=  u  und  den  Neigungswinkel  N MP 
der  Ebenen  3/OP  und  MOY in  Rech- 
nung bringt;  die  Formeln  dazu  sind: 
1)  oj  =  rcoau^ 

y  =  rsinu  cost^ 
z  =  rsinuaint. 
Denkt  man  sich  diese  Werthe  in 
die  Gleichung  der  Fläche  eingesetzt,  so 
lässt  sich  dieselbe  auf.r  reduziren  und 
auf  die  Form  r  =  <5(m,  t)   bringen, 
robei  r  als  abhängige  Variabele  erscheint.     Um  nun  die  Formel : 

)  J  J  ^  ^^'^^  ^^  ^^ 

=  y  J  fircosu,  rsinucost)  i^-^---)  du  dt 

am  üebergange  von  dem  einen  zum  anderen  Coordinatensysteme 
enutzen  zu  können,  ist  es  vor  Allem  nöthig,  aus  der  Funktion 
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die  partiellen  DifTerenzialqsotieiiCea  Ton  z  zu  entfernen  and  da^ 
für  die  partiellen  Differenzialquotienten  der  neuen  abhängigen  Var 
riabelen  einzofuhren ,  was  auf  folgende  Weise  geschieht.  Da  z  eint 
Funktion  Yon  x  und  y  war,  mithin  auch  von  u  und  %  abhängt,  so  ist: 

Sz   'hz    'hx     ^     3g     c)y    . 

3m         3d?*3u         Sy'^M' 

TT    3j?  '  3«  '  by  *yr'  \ 

"bz  "h  Z 

Eliminirt  man  hieraus  -r—  und  r — ,  indem  man  zur  Abkürzung  setzt: 

dx  oy  ° 

"bz     3y         ^j^    3y  

"bz    Sä  3*£  ^y^ j 

i£  ly  _iiL  ll  _  AT  I 

so  findet  sich: 

'bz  L  "bz         M 

Y^~  N  '        Jy  ~'W: 
Die  Substitution  dieser  Werthe  in  Nro  3)  und  2)  giebt ,    wenn  man 
beachtet,   dass  auf  der  rechten  Seiten  von  Nro.  2)  der  Faktor  If 
gleichfalls  vorkommt: 

„     ' . = ffä.  .,V.+(|f)'+(S)' 

=  f  [du  dtVL^'j-M^'j-NK 

Die  Differenziaition  der  Gleichungen  1)  liefert  nun  folgende  Werthe: 

bx         br  . 

——  =  -r—cosu — rsinu^ 
du         du 


bx  "br 

T7  ~  Tt 


cosu^ 


■r^  =  l-r— «mtt4-reo«u)co«t, 
du         \öU  / 

-r^  =  l-r^cost  —  raintjsinu* 
bt         \bt  /         ' 

^         /^^^  1  \    •  # 

—  =  Ir— «mu+rco«u)«nt, 

u  \öU  '  / 

57  =  (l7**''*'+''^''V*''"''' 


3 
b 
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•d  man  erhält  ans  denselben  für  Zr,  3/,  iV  die  Ausdrücke: 

Lf  =  —  r  ['T—sinu-f'rcoaujsinu^ 

M  =  r  irr-  C08U  —  rsinu  ]sinu  cost  —  r  -;—  sin  i, 

\dU  /  dt 

N  =  —  r  l-r—  coau — r  smu  isinusint — r  x^cost. 
\ou  /  dt 

üdlich  nach  leichter  Reduktion: 

^'  +  ^' + ^' = ..  [j.. + (h.y  j,.„,„  4.  (|iy  ]. 

Die    allgemeine    Complanationsformel    nimmt    vermöge    dieser 
Hbsfitation  die  folgende  Gestalt  an: 


) 


^=/^«*Vl"+(l^)*l-"+er)' 


nd  man  wird  sich  derselben  in  allen  den  Fällen  bedienen,  wo  die 
Heicliung  der  Fläche  bei  Polarcoordinaten  wesentlich  einfacher  als 
ei  rechtwinkligen  Coordinaten  ist. 


§.  97. 
Die    drei-    und    mehrfachen    Integrale. 

Sowie  wir  das  Doppelintegral  als  Grenzwerth   einer   Doppel- 
umrae  b^rachteten,  so  sehen  wir  auch  das  dreifache  Integral: 


~  J  J  J  ^f^'^'^)^^  ^y 


^0    3^0    *0 

ils  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  an,  welche  entsteht,  wenn 
Dan  in  dem  Ausdrucke  /(ß^y^z)  Ax  jdy  /d z^  den  unabhängigen 
^ariabelen  x^  y^  z  alle  Werthe  ertheilt,  welche  sich  aus  den  Inter- 
rallen  a  =  Xq  bis  a  =  Xi^  y  =  yo  bis  y  =  yi  und  z  =  Zq  bis 
;  =  Zi  herausgreifen  lassen.  Nicht  selten  gestattet  auch  dieser  Pro- 
sess  eine  geometrisiche  Auffassung.  Sehen  wir  z.  B.  in  dem  Inte- 
prale: 


-f/ß 


l)  W—JJJdxdydz 

«0  yo  «0 

t^yyZ  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  würde  das 
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Produkt  dx  dg  dz  das  Volumen  eisea  Parallelepipedes   bedent« 
dessen  drei  in  einer  Ecke  ziuammenstossende  Kanten  dx,    dy  ua 
dz  sind;    W  ist  demnach  die  ijurame  einer  unendlichen  Menge  sa 
pjg,  59,  eher  Volumenelemente,  ini 

hin  selbst  ein  Volumei 
welches  auf  folgende  Wet) 
zu  Stande  kommt.  Wir  def 
ken  uns  zwei  Flächen  coi 
struirt,  deren  Grleichunge 
h  ==/i  (■^i  y)  und  Zft  =/,{«j 
sein  mi>gen,  und  sununirq 
zunächst  alle  von  t  =^  ^ 
bis  z  ^.z-i  vertikal  anei^ 
ander  gereihten  Blenientf 
der  Ausdruck:  j 


/ 


dxdgdz  =  dxdt/iei- 


bedeutet  jetEt  ein  Farallelepiped,  dessen  Höhe  z^  —  zq  von  en^ 
licher  Länge,  dessen  Querschnitt  dx  dy  aber  unendlich  klein  is( 
man  hat  nun  weiter:  i 

W  =  j  j  izi  —  Za)dx  dy^J  J  z.dx  dy  —  j  J  z^dx  ds, 
a„    S.,  I-    y,  ,  X,   yt  \ 

und  hier  künneu  die  Betrachtungen  des  §.  91  angewendet  werden 
sie  zeigen,  daas  W  ein  Vulumen  bedeutet,  welches  dieselbe  Ilorizon 
talprojektion  wie  das  in  §■  91  betrachtete  hat,  und  das  aiisüerdeH 
zwischen  den  zwei  durch  zi  ^^/i(a;,y)  und  Zq  :=/o(a,y)  repräseii 
tii'ten  Flächen  liegt  (Fig.  59).  —  Eine  ähnliche  Anschauuiigsweia| 
gestattet  das  allgemeinere  Integral  1),  nur  musä  man  sich  jedes  Va 
lumenelement  dx  dy  dz  erst  mit  einem  Faktor  J^(j;,y,j)  multiplizin 
denken,  bevor  zur  Sumininmg  geschritten  wird.  Noch  klarer  wird 
dies,  venu  man  die  mechanischen  Begriffe  der  Masse  und  Dich- 
tigkeit zu  Hülfe  nimmt.  Ist  nämlich  ein  Körper  durchaus  homi> 
gen,  so  gilt  bekanntlich  die  Regel,  dass  die  Masse  das  Produkt  au^ 
seiner  Dichtigkeit  und  seinem  Volumen  ist;  ändert  sich  aber  die 
Dichtigkeit  v<m  Punkt  zu  Funkt,  beti-achtet  man  sie  demnach  ab 
Funktion  der  drei  rechtwinkligen  Coordinatcn  eines  Punktes,  so  du^ 
-  jene  Uegel  nicht  mehr  f&r  irgend  ein  endliches  StUck  des  Körpen 
angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  uneodltch  kleines.    Bezeidi-; 
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I 

^  wir  demnach  mit  F(jß^y^z)  die  im  Punkte  xyz  stattfindende 
ichtigkeit,  so  vAi  F(x^y^z)  dx  dy  dz  die  Masse  des  in  iiem- 
kben  Punkte  vorhandenen  Körperelementes,  d.  h.  kurz  das  Massen- 
ement;  die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raiimes 
b  yertheilten  Massenelemente  giebt  die  Gesammtmasse  des  Körpers 
A  diese  ist  die  Bedeutung  von  W*  Dividirt  man  endlich  W  durch 
Is  Volumen  F  desselben  Körpers,  so  erhält  man  die  mittlere 
Ichtigkeit  desselben. 

In  allen  den  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z  bezügliche  Integration 
taiittelbar  ausfiihrbar  ist,  wie  in  dem  speziellen  Beispiele  i\  redu- 
ft  sich  das  dreifache  Integral  1)  von  selbst  auf  ein  doppeltes ,  des- 
b  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickelten  Regeln  unterliegt ; 
iabfir  die  erste  Integration  ohne  Weitläufigkeiten  nicht  zu  bewir- 
b,  so  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen,  die  im  Fol- 
bden  bestehen. 

I*  Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  zusammen- 
isetzt  aus  einem  Doppelintegrale  (in  Beziehung  auf  z  und  y)  und 
tB  einem  nachherigen  einfachen ;  reduzirt  man  zunächst  nach  irgend 
per  der  früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen 
Pegrale ,  so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wie- 
)r  ein  Doppelintegral,  dessen  Reduktion  dann  von  Neuem  zu  ver- 
leben ist.    So  z.  B.  kann  man  aus  dem  dreifachen  Integrale: 

Ä     Ä— fl!     h — x—y 

I        T=ff      fx^-^f-h'^^fix^y'^zydxdydz 

0     0         0 

%  h — X   h—z—y 

=  Jx^-^dx  J      Jy^'-h'^-^fiX'\-y^z)dy  dz 

0  0        0 

lerst  die  doppelte  auf  z  und  y  bezügliche  Integration  herausheben 
|d  zur  Abkürzung  h  —  x  =  k  und  /(x-^-y-^-z)  =  fp  (y-^z)  set- 
^;  der  Werth  dieses  Doppelintegrales  ist  dann  nach  Formel  6) 

!•  94  zu  finden,  nämlich: 

fc    fc-y  k 

^fr-h^l^(y+z)dy  dz^^&Jf^-^vms, 

ithin  durch  Substitution  in  3)  und  wenn  man  wieder  fc  =  ä  —  x 
^  9(«)  =  /(j?-}~f)  einsetzt: 
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0  0 

0    0 
Die  Formel  6)  in  §.94   kann    hier  wiederum  angewendet  werd^ 
und  giebt: 

h  i 

r(wi)r(w)  r(or(m-h 


T  = 


r(m-[-n)     r(/-f-f»  + 


hält  man  dies  mit  3)  zusammen,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichui^ 
welche  sich  zu  folgendem  Theoreme  formuliren  lässt:  i 

Wenn  sich  die  in  der  Gleichung  * 

T  =  J  J  J^i-hjf^-h'^-^fix^y+z)  da:  dy  dz        | 

postulirten  Integrationen  auf  alle  positiven  w^  y  und  z  bezieh«! 
welche  der  Bedingung:  ^ 

genügen,  so  ist  der  Werth  der  dreifachen  Integrales: 


^^r(i)r(m)ri 


r{l-\-m  + 

'      '    0 


^fs^+rn+n-^l^^,^  ^,.  ' 


In  dem  speziellen  Falle  A  =  1 ,  f(s)  =  1  kann  auch  die  auf  s  bi 
zügliche  Integration  ausgeführt  werden  und  giebt  wegen  ftFQ 
=  r{l-j-ii)  die  Formel: 

wobei  die  Integration  auf  alle  positiven  der  Bedingung  1  ^  ^  -f-^ 
•-f-  ^  =  0  genügenden  x^  y^  z  ausgedehnt  sind.    Setzt  man: 

"-(4)'-  -(!)'.  '=(4-r-  ■ 

P        ^  g       '  r  ' 

und  schreibt  am  Ende  wieder  äj,  i/,  ät  für  |,  i^,  S^  so  gelangt  ^ls^a 
dem  allgemeineren  Theoreme: 
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>JJJ  r(.+i+t+i)  «- • 

roria  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  sß^  y^  z  beziehen, 
reiche  der  Bedingung : 

;em1gen.  —  Die  Formel  5)  dient  zur  Auflösung  vieler  geometrischer 
Lufgaben  über  clie  Bestimmung  der  Volumina ,  sowie  mechanischer 
Probleme  die  Ermittelung  von  Massen,  Schwerpunkten  und  Träg- 
leitsmoraenten  betreffend;  nimmt  man  z.  B.  A==f*=:v=l  und 
f  =  ^  r=  r  =  2,  so  wird  T  das  Volumen  vom  achten  Theile  eines 
Ireiachsigen  Ellipsoides,  nämlich  T=  Jjra^c;  fiir/?  =  g  =  r  =  4 
rürde  man  den  achten  Theil  des  Volumens  erhalten,  welches  von 
ler  Fläche : 


(f)' + (f )' + (f )' = 


1 

L  \  a  /       '     \  ö  /       '    \  c  / 

Uigeschlossen  wird. 

n.  Das  zweite  Verfahren  zur  Reduktion,  dreifacher  Integrale 
^steht  darin ,  dass  man  an  die  Stelle  der  ursprünglichen  unabhän- 
(igen  Variabelen  x^  y^  x  drei  neue  Variabele,  etwa  r,  «,  t  einfuhrt, 
irelche  mit  jenen  durch  Gleichungen  von  der  Form  a?  =  9  (r,  «,  i), 
f  =  ^(r,«,i),  z  =  %{r^  «,  t)  verbunden  sind.  Geometrisch  ist  dies 
lerUebergang  von  einem  Coordinatensysterae  zum  anderen  und  wird 
taf  folgende  Weise  bewerkstelligt.    Das  Integral  sei: 

0  W=:    I    I   I  F(jB^y^z)dx  dy  dz^ 

to  verwandelt  sich  F^x^y^z)  mittelst  jener  Substitution  in  eine  Funk- 
ton von  r,  «,  f,  welche  *(r,  «,  t)  heissen  möge,  also: 

md  es  kommt  nun  darauf  an ,  das  neue  Volumenelement  zu  finden, 
«reiches  an  die  Stelle  des  früheren  dx  dy  dz  tritt.     Letatere«  war 
in  Parallelepiped ,  dessen  acht  £oken  folgende  Coordinaten  hatten : 
0?,  y,  z\  x-^dx^  y,  z;  ar,  y-{-dy^  z;  Xy  y,  g-jr^^^i 
^-{-da^y-j^dy^z;  x-^-dx^y^z-^dz}  x.y-j-dy^z-^dz; 

x-^-dx.y-j^dy^  z-j-dz; 
n  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Paral- 
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lelepiped,  dessen  Ecken  P,  Pi,  P2,  P3  n.  s.w.  die  neuen  Coordinaten: 

besitzen  und  dessen  Inhalt ,  wegen'  der  unendlichen  Kleinheit  deri 
Dimensjonen,  gleich  dem  Sechsfachen  der  schiefen  Pyramide  PPi  P2  Pz 
ist.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  dem  erstell 
und  bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  neuen  Coordinaten  von  P^ 
Pa ,  Ps  mit  li  1^1  f  1 ,  &  1J2  S2  9  &  ^8  Ss  ?  so  wird  der  sechsfach* 
Inhalt  der  Pyramide  P  Pi  P2  P3,  also  das  Volumenelement,  durcl^ 

r 

den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Ausdi-uck: 

li (Vi ts—ns  ^2}  +  ^! (S2 Is  — Sa &)  +  J:i(S2 %  — &%) 

dargestellt ;  dabei  ist  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  red 
lige  Coordinatensystem : 

.     ö  OS  '  o  X 

ebenso  sind  ^^^  122)  S2  ^^  partiell  in  Beziehung  auf  £,  und  & 
Ss  die  partiell  in  Beziehung  auf  t  genommenen  Differenziale 
y,  z.     In  den  neuen  Coordinaten  r^  8^  t  ausgedrückt,  ist  al 
Yoluraenelement : 

[la  fby    "bz^        ^    'bz\    ,    ^y  /"bz    2ix         "bz    ^j?\ 
Tr  \T7'li7  ~  2><  '28/  "•     5r"\Ss*yF  ""  Yt'Ys/  \ 

'      dr  \d8      d«  dt      <)«/J  j 

Setzen  wir  zur  Abkürzung:  '  I 

"bxfby     'bz         by    3;g\    ^     3y  /^g    3j?  ^g     3j?\ 

^  37x3« '2)f  ~  It  •3«/"'"  3r  \2)#'  -bt  ~  ^t  '  b8/ 

I     bz  fbx    by         ba^   3y\ 

•"  ^TVTä'TI       bt^Tsr 

so  erhalten  wir  die  Transformation  des  dreifachen  Integrales: 

10)       /    /  1  Fia,y,z)dc(^dz=  1  j  j  0(r,8,t).Sidr  dsdU 

Als  Anwendung  derselben  wählen  wir  iden  Uebergang  von  recht^ 
winkligen  Coordinaten  zu  räumlichen  Polarcoordinaten ;  hier  isfti 
wenn  u  für  8  gesetzt  wird:  1 

a  =  rco8u^     y  =  r8inuco8ty     z  ==  rstnu^mt, 

und  man  findet  mittelst  der  Formel  9): 

j 
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6ie  UmwAiidlnng  ist  demnach 
11)  JJjF(.^,y,z)d.xdydz 

-  J  J  j Fircosu,  rtinucost,  rsinnshit)  r^sinu  dr  du  dt. 

Hbd  kann  dieselbe  auch  leicht  direkt  erhalteo,  wenn  man  r,  u,  t  am 

hre  DiCTerenziale    zunehmen  tässt    und    bemerkt,    dass  das  entste- 

kesde  Votumenelement  die  Form  eines   einem  Kiigelgewölbe  eut- 

konunenen Gewölbsteines  besiti^;  es  ist  nänilichfilrOP^r,  /_  MOP 

Fig.  60.  =  «,  Z.  ^i^P  =  t  (Fig. 

60) ,    das  Volumenelement 

=  PF,.PPt  .PP^,  dabei 

PPi  —  dr,  PPt  =;  r  du, 

ferner J«P=r.«Tjw,  l_PMPs 

^«Ä,  mithin  Wj=r«rtKrfi, 

woraus  Itir  das  Volum  enele- 

ment  der  Werth 

T-ä«nwdr  da  dt 
wie  oben  folgt. 

Als  Bebpiel  für  den 
Gebrauch  der  Formel  11) 
diene  die  Reduktion  des 
dreifachen  Integrales: 

'  p=  f  f  f^lM£L^ 

J  J  J  yj,i_|_j,ä_|_22'  . 

^Q  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  «,  y,  z  beziehen  mö- 
Sn,  welche  die  Bedingung : 


's(v)*+(iy+(f)'2» 


tfriedigen;  die  geometrische  Bedeutung  von  P  ist  dann  die  Masse 
es  Octanten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  beschriebenen  Ellip- 
Didea,  in  welchem  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyi  durch 
1  1_ 

felgedrückt  wird,  das  also  aus  einer  stetigen  Folge  homogener  con- 
iDtrischer  Kugelschaalen  besteht  Mittelst  der  Polarcoordinaten 
ird: 


--ffß'^' 


f  du  dt, 
0  noch  die  Inl«grationBgrenzen  zu  bestimmen  sind.    Integriren  t 
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zuerst  in  Beziehung  auf  r,  d.  h.  summiren  wir  alle  iq  gerader  Li* 
nie  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden 
Massenelemente,  so  fangt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der 
Oberfläche  des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  Vi  auf;  diesei 
Vi  findet  sich,  indem  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polarcoordi- 
naten  umsetzt,  sie  lautet  dann: 

(Vi  C08 uY     I    Ai  *wi u cos t\ 2     ,    /vi  sin u sin  t\^ 
~ir)  +V~6 — )  +v — -c — ;  =^^ 


oder: 


ri»  = 


—)'+[—b—)  +\—r-) 


femer  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  u  sowohl 
als  t  von  0  bis  |sr  ausgedehnt  werden  und  es  ist  daher: 


gtj  \n  Tj 


Jffrsinu 


P  =   I    I    J  rsinu  du  dt  dr^ 
0    0     0 

oder  wenn  die  auf  r  bezügliche  Integration  ausgeführt  und  für  ri^ 
sein  Werth  substituirt  wird: 

iß  iß 


57»  2^7» 

=  1    /  ainu  du  1  -z r-- 

^  J  J   fcosuY 


(cosu\^     ,    fsinuco8t\^     .    / sinu  sin£\^ 
—)  +v— r-;  ^\-^—) 

Der  hier  vorkommende  Nenner  kann  auch  in  der  Form: 

(cos^u    ,    sin'^u\      „      ,    (cos'^u    ,     «n^wX   .  „^ 

dargestellt  werden,  wofür  kurz  mcos'^t-^nsirC^t  geschrieben  werdei 
möge.  Die  auf  %  bezügliche  Integration  ist  dann  leicht  zu  bewerfe 
stelligen,  nämlich: 


y 


1 

2  TT 

dt 


=    Ijt 


m'cos^t-^nsin^t  ^     YrntT' 

und  wenn  man  die  Werthe  von  m  und  n  wieder  einsetzt^  so  erhalj 
man  jetzt  foligendes  einfache  Integral: 


=  l«J 


sinu  du 


1  f  fcos^u    ,    gm^  m\  (co^ju  j^  sin^  u\ 


« 


j 
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oder  für  cosu  =  g,  also  «mim  du  =  —  dq  und  sm^u  =1  —  q^: 


\n  be   I  . 


dq 


"  V('+^«-)0+'^*  ^•) 


£ine  elegantere  Form  erhält  das  Integral,  wenn  die  Excentricitäten 
des  Ellipsoides  in  Rechnung  gebracht  werden ;  setzen  wir  nämlich 
fl  >  3  >  c  voraus  und  bezeichnen  wie  folgt : 

^ =  P^         ^ =  y.     wo  /3  <  y, 

10  erhält  P  die  Form : 


1 


d^ 


tTill  man  endlich  auf  elliptische  Integrale  zurückgehen,  so  setzt  man 
j'g  =  5m  g>,  y  =  sintpi  und  es  wird: 

mithin  die  gafihze  Masse  des  fraglichen  Ellipsoides: 

be       /  3         \  c 

M=2n  —  F[^,  <pij,         cos<p,  =  — , 

iroraus  sich  durch  Division  mit  V  =^\%abc  die  mittlere  Dichtig- 
teit  desselben  ableiten  Hesse. 

Die  hiev  auseinandergesetzten  Methoden  sind  auch  auf  mehr 
ds  dreifache  Integrale  anwendbar,  doch  können  wir  uns  tieferer 
Untersuchungen  darüber  um  so  eher  enthalten,  als  solche  mehr- 
ache  Integrale  selten  vorkommen,  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde, 
reil  sie  keine  geometrische  oder  mechanische,  sondern  nur  eine  rein 
inalytische  Bedeutung  haben.    • 


28' 


Cap.  XIX. 

Differenzialgleichungen    erster    Ordnung    zwischen    zwei 

Variabelen. 


§.  98. 
Grundbegriffe;    Trennung    der    Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  sie  mochten  nun  ein-  oder  mehr-: 

fache  sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differenziale,  d.  h. 

auf  gegebene   Funktionen   der  vorhandenen   Variabelen;    es    kann! 

aber  dagegen   der  Fall  vorkommen,  dass  von  einer  Funktion  der 

Differenzialquotient  nicht  unmittelbar  bekannt  ist,  sondern,  nur  eine 

Beziehung  zwischen  ihm  und  der  ursprünglichen  Funktion  vorliegt 

und  dass  hieraus  die  Natur  der  Funktion  bestimmt  wer<len  soll.    So 

könnte  z.  B.  nach  der  Funktion  y  von  x  gefragt  werden,  welche 

dy 
ihrem  Differenzialquotienten  gleich,  für  die  also  -jr-  =  y  ist ;  eben- 

so  liesse  sich  die  Frage  nach  der  Curve  stellen,  deren  Subtangente 

gleich  der  doppelten  Abscisse ,  d.  h.  -^  =  ^  wäre  u.  s.  w. ,  und 

ax         Zx 

es  würde  bei  solchen  Problemen  immer  darauf  ankommen,  aus  der 
gegebenen  zwischen  ^,  y,  dx  und  dy  stattfindenden  Relation  eine 
neue  von  dx  und  dy  freie  Gleichung  abzuleiten,  mittelst  deren  sich 
schliesslich  y  durch  x  ausdrücken  liesse.  Alle  jene  Gleichungen ,  in 
denen  sich  eine  Beziehung  zwischen  einer  noch  unbekannten  Funk- 
tion und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differenzialquotienten  au9-| 
spricht,  heissen  Differenzialgleichungen;  die  Aufgabe  ist,  siel 
zuintegriren,  d.  h.  aus  der  Differenzialgleichung  eine  weiter« 
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Gleichung,  die  sogenannte  Integralgleichung  abzuleiten,  in 
der  keine  Differenziale,  sondern  nur  die  nrsprünglichen  Variabelen 
und  etwaige  Constanten  vorkommen.  Gewohnlich  classifizirt  man 
die  Differenzialgleichungen  nach  der  Ordnung  des  höchsten  vorkom- 
menden Differenzialquotienten ,  indem  man  sagt:  dass  die  Differen- 
jdalgleichnng  von  der  nten  Ordnung  sei,  wenn  der  höchste  in  ihr 
enthaltene  Differenzialquotient  von  der  nten  Ordnung  ist.  Das  all- 
gemeine Schema  der  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabelen  x  und  y  ist  demnach: 

imd  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -7^  reduzirt  denkt : 

2)  T^=  -  ^^^J  oder  q>is!,y)dxJ^i>ix,y)dy  =  0. 

ax  wiß^ty) 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differenzialgleichungen  näher  be- 
trachten, wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form : 

?>  !!  =  «(*'»> 

t  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  lUchtung  der  Tangente  an  dieser 
Linie ;  denn  die  Gleichung  3)  giebt  ton  r  =  ;f  (o? ,  y) ,  wo  r 
äen  Winkel  zwischen  der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am 
Punkte  xy  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkür- 
Sche  Anfangswerthe  x  =  Xq  und  y  =  yQ  ^  so  lässt  sich  die 
Tangente  vermöge  der  Gleichung  tonTo  =  xO^o^yo)  construiren; 
Ulf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  Xq  yQ  einen  zweiten  Funkt  ^1  yi  und 
ktrachten  das  zwischen  Xq  yQ  und  Xi  y^  liegende  Stück  der  Tangente, 
irelc&es  ^0  heissen  möge ,  als  näherungs weise  zusammenfallend  mit 
1er  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curvenpunkte  x^  yi  ausgehend,  kön- 
len  wir  die  vorige  Construktion  wiederholen,  also  tonri  =  ;t(^i>yi) 
bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf  ihr  ein  Stück  ti  abschneiden 
ind  damit  zu  einem  dritten  Punkte  X2y2  gelangen  u.  s.  f.  Das  so 
ionstruirte  Polygon  schliesst  sich  der  gesuchten  Curve  offenbar  um 
0  genauer  an,  je  kleiner  seine  Seiten  /o,  <i,  tg  etc.  sind,  und  man 
ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar  näherungsweisen  aber  bis 
ti  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  verfolgbaren  Integration  der 
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gegebenen  Differenzialgleiehung«  Man  bemerkt  zugleich  eine  ge- 
wisse Unbestimmtheit,  welche  in  der  Lösung  der  Aufgabe  liegt 
Da  nämlich  der  erste  Punkt  x^yo  willkürlich  bleibt,  so  giebt  es  nicht 
eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der  in  Nro.  8)  verlangten 
Eigenschaft;  diese  Curven  sind  im  Allgemeinen  von  derselben  Na- 
tur und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den  Dimensionen.    So 

z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differenzialgleichung  -r^  =  —^ 

jede  Gleichung  von  der  Form  y  =  ykx^  wofc  beliebig  bleibt,  d.h. 
in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppelten  Abscisser  gleich. 
Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differenzialgleichung  entstehen  lässt; 
differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form  F(a^y^h) 
=  0,  worin  k  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt: 

—  dx  +  —dy=0, 

und  we^  k  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine^j 

neue  Gleichung  zwischen  a?,  y  und  -p,  d.  h.  eine  Differenzialglei-^ 

chung,  und  letztere  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  man  auch  demi 
k  ertheilt  haben  möge.  Umgekehrt  ist  F(x^y^k)z=iO  die  zu  Grunde' 
liegende  Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss 
darin,  wie  vorher,  die  willkürliche  Constante  k  vorkommen; 
ausserdem  würde  man  nur  eine  spezielle  oder,  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  eine  partikuläre  Auflösung  der  Differenzialgleichung 
haben« 

Die  Integration  einer  Differenzialgleichimg  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Yariabelen  vornehmen  lässt,  d.  h. 
wenn  man  die  Diflerenzialgleichung  auf  die  Form : 

4)  Xdx  +  Tdy  =  0 

bringen  kann ,  wo  X  eine  Funktion  von  j?  allein  und  Y  eine  Funk- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 


5) 


J  Xdx  4-    /  Ydy  —  Const.=  0; 


man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit/(a?,y)  bezeichnet  und  den  in  §.  8  bewiesenen  Satz: 

dx     ^      dy    dx 
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in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  -r*-  =  X,  -^  =  Y^  weil  inNro. 

5)  die  Integrationen  so  geschehen ,  als  wären  x  und  y  von  einander 

unabhängige  Variabele ;  man  erhält  folglich  X  -^^  Y  -p  =  0,  was 

mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.  —  Etwas  allgemeiner  als  die 
Differenzialgleichung  4)  würde  die  folgende  sein: 

6)  XxY^dx  -\-  XiYidy  =  0, 

in  welcher  X^  und  -Xi  von  Y,   Ii  und   Y^  von  x  frei  sein  mögen; 
durch  Diviäion  mit  X^  Y^  wird  daraus: 

mithin  durch  Integration: 

7)  /  ^  da?  -f    / -^  (iy  =  CowÄ^ 
J   X^  J     Ij 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Ourve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  g^ge- 
i)ene  Funktion  (p{x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  FaUe 
die  Differenzialgleichung: 

dy 

y'df  =  ''(*>' 

oder  nach  Trennung  der  Variabelen: 

^dy  dx 

y    ~  q>ixy 
mithin  durch  Integration: 


t?t/  =  Conat  -1-    /  — T-T. 


Um  auf  y  zu  reduziren ,  setzen  wir  e^^^^^'  =  C,   wo  C   eine 
Bei^e  willkürliche  Constante  bezeichnet  und  erhalten  so: 


/ 


dx 

y  =1  C  e 

^Is  Gleichung  der  gesuchten  Curve.    —    In  ganz  ähnlicher  Weise 
lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die  Curven  zu  finden,  bei  denen 

üe  Subtangente  von  der  Form   .  ;  /  ist;  man  erhält  als  Integral- 
jleichung : 


f-^  =   fj£.  +  Ccnst. 

J  yt(}/)      J  vOO 
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Ueberhftupt  bieten  die  SubtangenteD  und  Subnormalen  der  Curveo, 
als  Funktionen  der  Äbaciasen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine  ziem- 
liche Auswahl  snlcher  leicht  zu  integrirender  Differenzit^gleichuDgeo 


Substitution    neuer    Variabelen. 

Wenn  sich  dte  Trennung  df.t  Veränderlichen  unmittelbar  nicht 
bewirken  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von  Vortheil,  statt  der  ursprüQg- 
liehen  Variabelen  neue  Variabelen  durch  Substitution  einzuJBbren 
und  damit  die  gegebene  DilFerenzialgleichung  in  eine  luidere  zu 
traii^lormiren ,  welche  jene  Sonderung  gestattet.  Das  Technisch« 
des  Veiiiahrens  wird  man  aus  folgenden  Beispielen  ersehen. 

I.    Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den 
die  Tangente  im  Punkte  xy  mit  der  Äbscisaenachse  macht,  eine  ge- 
Pig.  ci,  gebene  Funktion  des  Winkelt 

zwischen  Radiusvector  und  Ab- 
scissenachse  ist,  d.h.  t^/(u), 
wenn  in  Fig.  61  /_  XSP: 
und  l_  XOP  =  u.     Da 
diesem  Falle    auch,  tant  i 
Funktion  von  tan  u,  etwa  timr 
=  g)(pmu)  sein  muss, 
man  unter  VorausaetJamg  recht- 
winkliger Coordinaten  dieDif- 
ferenzialgleichung : 

in  welcher  die  Variabelen  im  Allgemeinen  nicht,  sondern   nur  in 
dem  speziellen  Falle  trennbar  sind,  wenn  V  (       )  eine  Potenz 

-^  ist.     Setüt  man  dagegen  -^  =  (,   wo  (    eine    n< 
Variabele  bezeichnet,  so  wird: 


und  die  DifTcrcnzialglcichung  1)  erhält  die  Form: 


1 


♦«  =  /-j^,  =  /ji--^!.. 
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in  welcher  die  Variabelen  gesondert  sind.     Die  Integration  liefert 
jetzteine  Gleichung  von  der  Gestalt  ^(0  =  Ijß-^  Consta  nnd  wenn 

man  statt  t  seinen  Werth  -*^  wieder  einsetzt,  so  ist  ib  (-^)  =  /d? 

X  \  X  / 

-f-  ConsL  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 

Soll  z.  B.  r  =  2ti  sein,  so  folgt: 

2tanu 
tont  =  ~ r-, 

und  durch  Vergleichung  mit  tanr  =  (p  (tan  ü)  ergiebt  sich ,  dass 
hier 

2  t  l4-«2 

9>(')  =  13:^5  ""^^  9>(0  — «  =  J±-^^  t 

bt;  daraus  folgt  weiter: 

^{t)—t~J  i  t  14-^2: 

=  a  — Z(I+t2), 

ind  die  Integralgleichung  lautet  demnach  für  Const.  =  U  "T7> ) ' 

'(f)-'('+^)='fe> 

I.  h. 

2  Cy  =  a?2  4-  yS    y  =  C±  yC2_^2. 

Me  gesuchte  Curve  ist  folglich  ein  Kreis  mit  dem  willkürlichen 
falbmesser  C;  der  Kreis  berührt  die  Abscissenachse  und  der  Be- 
fihrungspunkt  ist  der  Anfang  der  Coordinaten. 

Die  Gleichung  1)  bildet  das  Schema  der  sogenannten  ho- 
logenen,  d.h.  aller  der  Dilferenzialgleichungen  (erster  Ordnung), 
1  denen  eine  Beziehung  zwischen  zwei  gleichartigen  Grössen  ^  wie 
Drt  zwischen  den  Tangenten  zweier  Winkel,  ausgesprochen  ist.  Ein 
lar  Beispiele  solcher  Differenzialgleichungen  sind  noch  folgende. 
Fig.  62.  Für  eine  auf  rechtwinklige  Co- 

ordinaten bezogene  Curve  sei  OM 
=  j:,  MP  =  y  (Fig.  62),  ifÄsenk- 
recht  auf  dem  Radius vector  OP^  RS 
senkrecht  auf  OM  und  die  Gerade 
S  P  die  Tangente  im  Punkte  P,  also : 

X  —  yCOtX  ==  X  C08^  M, 

wennT=/_^MSPnndu=/^MOP. 
Die  Differenzialgleichung  der  Curve 
lautet  dann: 
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oder,  wenn  sie  auf  die  in  Nro.  1)  betrachtete  Form  gebracht  wir^i 

da:  xy  j_  x  ' 

Die  Substitution  y  ^  xt  glebt  weiter : 

und  die  Gleichung  der  Curve  iat  daher,  wenn  DOch  der  Gleicht^ 
migkeit  wegen  C  =  —  1(a^  gesetzt  wird: 


'V<iy 


Für  «  <;  a  ist  j  imaginär,  far  x  ^  a  wird  y  =  0,  und  von  h 
ab  wachsen  die  Ordinalen  ins  Unendliche.  Die  Cnrve  besitzt  t 
Wendepunkte  an  den  Stellen  x^y-^^  aV  e. 

ETg.  GS.  Für  eine  zweite  Curve  gelte  folgei 

Tangentenconstniktion.  Manziehe(Fig.63J 
von  dem  Endpunkte  M  der  Abscisse  deJ 
Curvenpunktes  P  eine  Senkrechte  auf  da 
Radiuavector  bis  sie  die  Ordinatenach» 
in  T  schneidet  und  dann  TP,  welches  d 
Tangente  sein  soll,  so  iat  die  Differenzial- 
gleichung  der  kruinmen'Lime; 

dy y^—x^ 2 1_  ; 

dx  xy  X  y_'  I 

X  I 

Mittelst  der  Substitution  y  =^  «(  wird  hieraus :  i 

i  i(  =  --^,         fi  =  C—Kx^),  I 

und  mithin  ist  für  f  =  i(aS)  ; 

die  Gleichung  der  Curve.     Letztere    besitzt    eine   schleifenförmiga 
Gestalt,  ähnlich  jener  der  Lemniscate. 

n.     Die  Trennung  der  Variabelen  gelingt  auch  bei  der  f<4- 
genden  Gleichung: 


s,  S  +  ^»  =  « 


Cap.  XIX.   §.  99.    Sabstitation  neuer  Variabelen.  448 

woiin  X  und  X^  Funktionen  von  x  allein ,  bezeichnen.  Denken  wir 
ms  nämlich  ^  als  Produkt  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v ,  setzen 
ilso : 

d-ü  du    ,        dv 

*  '       d^  da?    '        da* 

0  geht  die  Gleichung  3)  in  die  folgende  über : 

■ 

Hese  ist  offenbar  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Funktionen  u 
ud  t;  den  Bedingungen : 

du    .     -^  -  dv 

lenügen.  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  durch 
llrennung  der  Variabelen  und  nachherige  Integration: 

—  =  —  Xdx^         /m  =  C  -f-  /  X dx^^ 
i3er  wenn   e     =  fc  gesetzt  wird: 

^  der  zweiten  Gleichung  folgt  unter  Benutzung  des  für  u  gefun- 
knen  Werthes: 

dx-    u    -  k^''  ' 

V  =  Ümst.  -{^jfxi  e+f^^dx. 
'^ermöge  der  Gleichung  y  z=z  uv  wird  nun  für  k.Const  =  K: 

)  y  =  (e-f^'^)  .  (K +f  X^  e+f^^  d^),      . 

^0  es  nicht  nöthig  ist,  den  angedeuteten  Integrationen  Constanten 
eizugeben ,  weil  letztere  in  K  vereinigt  sind. 

Beispielsweise  betrachten  wir  die  Curve,  deren  Tangente  im  Punkte 
y  von  der  Ordinatenachse  ein  Stock  abschneidet,  das  aus  der  vierten 
'roportionale  zu  a,  ar,  y  und  aus  einer  Linie  i  besteht,  wobei  a  und 
gegebene  Geraden  bezeichnen.  Die  Differenzialgleichung  ist  dann : 

dy         xy     .    , 

dx  a      ' 

ier ,  wenn  sie  auf  die  Form  der  Gleichung  3)  gebracht  wird : 

dx'^  \  a  X  r  x' 
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man  hat  weiter: 

1  1        r  X  b 

Jr= ^     I  Xdx  := /j?,     X\   = , 

a  X     J  a  X 

und  folglich  nach  Nro.  4): 


.  %'• 


Um  die  aoch  übrige  Integration  aoBzi^fuhren,  sei  «  =  at;  es  wird 
dann  bei  theilweiser  Integration: 

z 


Ii^'^^'^^It'^^'^ 


Daraus  ergiebt  sich,  wenn  der  Werth  von  t  =  —  restituiit  wird:' 


yz=xe     «  \k ^^y"^))  +  *' 


als  Gleichung  der  gesuchten  Curve.  . 

in.    Zu  bemerken  ist  endlich  noch,  dass  auch  die  allgem^ 
nere  Gleichung:  \ 

worin  f(y)  eine  Funktion  von  y  allein  und  /'  (y)  ihre  Derivirte  be- 
deutet, mittelst  der  vorigen  Formeln  integrirt  werden  kann.  Für 
/(y)  =  z^  also  /'  (y)dy  =  dz  wird  nämlich  aus  5):  ■ 

dz    . 

diese  Gleichung  stimmt  mit  Nro.  3)  überein,  man  findet  daher  z 
nach  Formel  4),  und  weil  z=f(y)  war,  so  ist  die  Integralgleichung: 

6)  /(y)  =  («-/X&^  .  (k  _|_  Jx^f^'^d^, 

woraus  y  entwickelt  werden  kann,  wenn  es  nöthig  sein  sollte. 
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§.  100. 
Vom  integrirenden  Faktor. 

I.  Ausser  dem  Falle,  wo  die  Tremiung  der  Variabelen  zu  er- 
eichen ist,  giebt  es  noch  ein^n  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
Üalgleichung  von  der  Form:  ' 

l)  (pOB,y)dx-['i;(x,y)dy  =  0 

Ugemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differenzial  einer 
?iinktion/(d?,y),  ist  also: 

9(d?,y)(iar+^(a?,y)dy=  r^da  +  -^dy  =  df, 

0  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen,  wenn  f(x^y)  =  Const, 
tt,  nnd  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung, 
lo  z.  B.  wird  man  der  Differenzialgleichung: 

X  dx  -j-  y  dy  =  0 

fd  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der.  Gleichung  d(xy)  :=  0 
merlei  und  folglich  ay  =  Conat,  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
bs  Verfahren  einen  wissenschaftlicheren  Werth  als  den  eines  blossen 

I 

\fer^  erhalten,  so  sind  offenbar  zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss 
ntlich  ein  Kriterium  angeben,  mittelst  dessen  sich  entscheiden 
lest,  ob  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  ein  vollständiges 'Diffe- 
mzial  ist  oder  nicht,  und  man  hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der 
l^all  sein  sollte,  die  zu  Grunde  liegende  Funktion  f(jc^y)  und  damit 
Üe  Integralgleichung  selbst  zu  entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Auf- 
leben dienen  folgende  Erörterungen: 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

tp .  dx  -[-  lif .  dy 

st  mit  dem  totalen  Differenziale  von  /,  d.  h.  mit 

öx  ^y 

sdenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen: 

2x        ^'       2)y         ^ 
tattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Bezie- 
nng  auf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x  y  so  entstehen 
ie  neuen  Gleichungen : 

2)V    _  35p  ^V    _  3^ 

"by  Sä         "by^       "bybx        bx^ 
eren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  3  in  §.13);  es  muss  daher: 


^ 
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2)  l^_lt 

'hy         Ix 

sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  q>,d^-\'ip,dii 
das  vollständige  Differenzial  von  /.    Um  die  letztere  Funktion  zu  be« 

stimmen ,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  -r~~^=  9^  ^^  welcher  folgt:] 

o  X 

f  =    I  <p.da  -{-  K, 

wo  sich  die  Integration  auf'  a  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K  eine  Constante  bezeichnet ,  die  von  a  frei  ist ,  demohn- 
geachtet  aber  t^enthalten,>  also  eine  Funktion  von^^  sein  kann.  Sie  be- 
stimmt sich,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  y 
differenzirt ,  wodurch: 

entsteht;  dies  müss  mit  ^  einerlei  sein  und  man  hat  daher: 

^y       ^     J  2y     ' 

folglich:  r>         o 

K==C^f^.dy-fdyß^ä.. 

In  den  früheren  Werth  von  /  substituirt ,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung /  =  0,  nämlich :  '  ! 

3)  C-^-    /.(p.da-^-J  t'dy  —  fdyj  r^dx  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen,  jederzeit^^  partiell  auf  die  Va- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differenzial  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro  2)  angegebene  Bedingung  bei   der  fol- 
gendei^  Differenzialgleichung  erfüllt: 

ia:^+y)dx+(y''+x)dy  =  0, 
namlich : 

Sy    B^ 

"by  3d?' 

die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 

/  (p.dx  z=J  (x^  -f  y)dx  =  ^-T-j  +  ay, 


Ji^.dx  =J  (y^  +  x)dy  =  ^-p^  +  xy. 


y 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 
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^m+1  n+1 

•  w  +  l  ^  n+1  '  ^ 
n.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  das9  eine  Differen- 
aalgleichung  zwar  durch  Differenziation  einer  Gleichung  von  der 
form  fOß^y)  =  Const,  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Be- 
üngung  in  2)  unerfüllt  bleibt.  Stellt  sich  nämlich  das  Differenzial 
ler  Gleichung  /  =  Comt,  unter  die  Form : 

I)  (tp.dx  -^  ^.da!)x  =  0^ 

ro  g?,  ^  und  X  Funktionen  von  a  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
len  gemeinschaftlichen  Faktor  %  weglassen,  weil  die  linke  Seite 
=  0 ,  jr  aber  von  Null  verschieden  ist ;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung (f.da:  -^  tlf.dy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differenzial  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt.  Aus 

ier  Gleichung  —  =  Const,  z.  B.  folgt 

1  .1?  1 

— da  — V^^  —  ~r[y  ^^— *  dyl  =  0, 

%J  if  O 

öder:  ^ 

y  dx  —  d?  dy  =  0; 

b  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Differen- 

lial  und  in  der  That  ist  auch 


(7)  <-7) 


ly  3a?       ' 

in  der  zweiten  Form,  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Verlust  des 

gemeinschaftlichen  Faktors  — r  zu  einem  unvollständigen  Differenzial 

geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.     Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differenzialgleichung: 
5)  q>,dx -\- lif.dy  ^=z  0 

vorkommenden  Funktionen  der  Bedingung  -r^-  =  -r —  nicht  genü- 

ay  ox 

gen,  so  würde  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar sein,  sobatd  sich  der  sogenannte  integrirende  Faktor  %  finden 
Hesse,  nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in 
ein  vollständiges  Differenzial  tiberginge ;  man  könnte  nämlich  g> .  % 
=  SPii  '^•%^='^i  setzen  und  dann  mit  (px  und  ^1  ebenso  wie  vorhin 
mit  9  und  ^  operiren.  Der  Faktor  ;i^  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

^y  2x 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differenzialquotienten ,  so  wird: 
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6)  ^il_^^4.(^_41);j  =  0. 

Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Faktors  erheischt  demnach  'Selbst; 
wieder  die  Integration  einer  Differenzialgleichung  ^  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differenzialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die*- 
sem  Verfahren,  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speziellen 
Fällen  die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann.  Wäre 
z.  B.  die  gegebene  Differenzialgleichung : 
7)  (Xy  — -Xi)da:  +  dy  =  0, 

wo  X  und  Xx  Funktionen  von  x  allein  bezeichnen ,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  als  Funktion  von, 
X  allein  denkt,  wodurch  -r—  =  0  und: 

ox  % 

/fXdx 
Xdx  ,  %  =  e 

wird.     Die  nunmehrige  Differenzialgleichung: 

fXdx  fXdx 

iXy  —  Xi)e         dx  -{-  e         dy  =  0 

erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2),  wenn 

fXdx  fXdx 

'  9  =  {Xy  —  X{)e         ,     ^  =  € 

gesetzt  wird;  zugleich  ist: 


fXdx  n       fXdx 


/n    jXdx  n 

(p  ,dx  z=i  y  I  Xe  dx  —  /  Xi 

f 


dx^ 


fXdx 
t  *dy  =1  e         y, 

und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  n       fXdx 


JAOX         r 


8)  ^  +  y^       ~  L  ^^^      dx  =  o, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  99,  II.  gefunden 
wurde. 
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§.  101. 
Differenzialgleichungen    verschiedener    Grade. 

I.    Wir  haben  bisher  solche  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 

•  .  dy 

iiimg  behandelt,  m  denen  nor  die  ersten  Potenzen  von  y  und  -rp-vor- 

dx 

kamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten  Grade, 

oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  es  könnte  aber  der  Fall 

liiitreten,  dass  die  gegebene  Differenzialgleichung  höhere  Potenzen 

dy  ,  c\  '  • 

ron  —f-  enthielte,  und  es  würde  das  Schema  einer  Differenzialglei- 
ds 

ehong  erster  Ordnung  und  nten  Grades  folgendes  sein: 

irorin  jFi ,  jFJ  , . . .  i^n— i  ^  i^  Funktionen   von  x '  und  y  bezeichnen. 

Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 

jurtigen  Differenzialgleichung  besteht  darin ,  dass  man  die  Gleichulig 

dv 
in  Beziehung  auf  --p-  als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 

jiemeinen  n  verschiedene  Werthe  /i ,  /2  ?•  •  «/n^  sämmtlich  Funktionen 
fon  «  und  y^  erhält  und  nachher  die  n  Differenzialgleichungen : 

''  dx  —^^'  dx  —^^ dx  — ■^" 

einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt    Nennen  wir: 

£e  Integralgleichungen  jener  n  Differenzialgleichungen,  so  ist  jede 
ron  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differenzialglei- 
chung; die  allgemeinste  Lösung  derselben  entsteht  nun  durch  das 
Produkt: 

^e  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
figt,  wenn  man  Q  =  Q . . .  =  Cyj  =  C  nimmt;  denn  setzt  man  der 
Beihe  nach  jeden  einzelnen  Eaktor  des  .obigen  Ausdruckes  =  0  und 
giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  G  unter  Anderex^ 
auch  die  Werthe  Q ,  Q ,  ...  C„  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differenzialgleichung: 

flchlOmlleh,  Analytls.  29 
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Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differenzialgleichnngei 
sind  in  diesem  Falle: 

da  a  da     *        a  • 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 

,  aV  X     .    ^         ^  .        ,    ^xyx     ,    ^         ^ 

y  - 1  Y^+ ^1  =  0, .  2^  +  ly-- +  q,  =  0, 

das  allgemeine  Integjral  ist  folglich: 

oder  wenn  (\  =  Q  z=  C  genommen  wird : 


x^ 


6)  (j,  +  C)._t_^0. 

II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeil 
wenn  die  Wurzeln  der.  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Au» 
drücke  oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil 
haft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  o;  zu  reduziren,  d.  h.  ihr  ein! 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen: 

dv 
wobei  '—-  kurz  mit  y'  bezeichnet  werden  möge,    und    sie   in  der 

CLX      ' 

neuen  Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren.  Aus  y  =  ^ix^y*)  er* 
giebt  sich  auf  diese.  Weise : 

Q^  ^^ix,y^        7i0(x,f)     dl 

'^^  2r—       j^^       Tt-       ^y,        •  ^^, 

d.  h.  eine  Difierenzialgleichung  zwischen  den  beiden  Yariabelen  x 
und  y' ;  di^rch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  «von  der  Form 
f{Xty*^C)  =  0,  welche  mit  y  =  0(«,y')  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  y*  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y 
zu  gelangen.  —  Ist  dagegen  die  gegebene  Differenzialgleichung  aal 
die  Form  x  ==.  ^(y',y')  gebracht,  so  wird: 

2iy      2r  -r      2^yt     '  ^^1 

oder  wenn  man  die  Beziehung:  j 
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dx  dy        dx .        dy 

H  Anwendung  bringt: 

io)         ,=y.lEk^j^y.^J^k^ 

^y        '  ^y*  dy 

)iese  Differenzialgleichang  enthält  nur  y  und  y*  ^  ihr  Integral  ist 
fcAer  von  der  Form  f(y^y*^0)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
md  der  vorigen  Gleichung  x  =  ^(y,yO  die  Variabele  y^  eliminbt, 
Io  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 
Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bewege 
ich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
ler  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
irir  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 
b  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
y  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein ;  diese  Bemerkung  liefert 
ie  Differenzialgleichung : 


E 


VT 


iti 


Y  1 — V 

l  («y*  — y)  — ^-^  —  '^ 

Mer  anf  y  rednzirt: 

Pie  Differenziation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  He- 
ning  von  y': 

K&d  daraus  folgt  entweder: 

iS)        '      1^=0,     oder    «_— =4=^  =  0. 

Die  erste  Gleichung  giebt  y*  z=.C  und  durch  Substitution  in  Nro.  1 1) : 

aC 

y  z=z  Cx  —  ,y  , 

■  Vi+c«' 

^  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten 
Wi  einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Ges- 
taden =  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

1/1     r 

V  aß  —  a?3 
yi=   j , 

29» 
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mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

y  =  —  la^  —  af^y. 
Die  beiden  Integrale  der  DifferemEialgleichung  sind  daher: 

O  G  3  S  9 

tf  —  Ca?  +  ,  .  =  0  und  d?3  -f-  1/*  —  fl^  =  0. 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differenzialgleicbung 
auf  die  homogene  Form : 

u)  s» + j'.dV"- ' + j'.d V""^ + •  •  •  • 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwie- 

rigkeiten.   Es  liegt  n&mlich  sehr  nahe,  -^  =  t  zu  setzen ,   wodurch 

die  Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 
15)  /(3^',0  =  0 

stellt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y*  oder,  wenn  dies  um- 
ständlich wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  f 
=  (p  (Q  oder  t  =  ^  (yO  zum  Resultat  erhält.  Andererseits  ist  we- 
gen y  =  xt: 

dy  ^^     i    .  s        .  ^< 

ds  dx  ^   '       ^  dx 

und 

dx  dt 


X  y'-^t 

Hat  man  y*  durch  i  ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite^  nur  f, 
war  aber  t  durch  y  ausgedruckt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  y'  vor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Yariabelen  gesondert  und  es  ist: 

/dt 

oder  auch: 

17)  Z*  =  -  l(y>- 0  +  /-^ , 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdem  y*  durch  t  oder  t  durch  y*  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  =: 
X(0  ~h  (^^<>^^'  ^^<^  ix^cua  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen; 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebuiss  von  der  Form  lx=:x(if')-^C(m^ 


/ 
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und  es  bedarf  noch  der  Elimination   von  y*  aus  der  vorstehenden 
imd  der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  8  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes    durch   die  Gleichung 

8  =  y%xy\  oder 

yerbunden  ist,  so  lautet  die  Differenzialgleichung : 

&t  y  ■=.  xt  findet  sich  hieraus : 

jüe  Gleichung  11)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

:    ,.  =  /  ^-L^t  =  0-/(1-0-/     '' 

-^(1-0^2«.  '^  (1—0 VIT 

liier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  WegschaShng  des  Wur- 
kelzeichens  (t  =  u^)  leicht  auszuführen  and  giebt: 


,.  =  c-z(i_o-^/(i±^), 


.IkXXKCXJI     V/ Wr*  VUJAC»l;CXt     taSV     \At»Ml.\iM       IUI.      » 

der  Curve: 


in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  t  =  -iL  die  Gleichung 


VT 

h 


wobei  c  »"^  ==  h  gesetzt  wurde.    Zur  Construktion  der  Curve  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  Vmay^-j-ny^^  also  durch  Dif- 
ferenziation : 

ffnd  vermöge  der  Substitution  y  z=z  xti 


ny^ 


(w-f  n«2)(l-fy'9)  =  (w-f-n«2/0*. 


454  Cap.  XIX.  §.  102.  Die  singiüären  Auflösungen  cL  Differenzialgleidu 

Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  y*  oder  t  zu  redozirei 
am  einfachsten  wird  die  Sache  iUr  n  =  1  y  man  findet  nan^lich: 

*-'= — vT — ' 

und  nach  Formel  16): 

'^-    Vm-lJ] 


Z(<-fVw-|-t2)-f  C, 


Vm-l 
oder  wenn  C  =  Ca  gesetzt  wird,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Coi 


staute  bezeichnet: 


es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  ^  zu  reduziren; 
w  =  I  z.  B.,  und  wenn  man  zur  Vereinfachung  |a  an  die  Stel 
von  a  treten  lässt,  hat  man 


§.  102. 

Die    singulären    Auflösungen    der    Differenzial 

gleichungen. 


In  dem  Abschnitte  U.  des  Torigen  Paragraphen  begegneten 
wir  der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differenzialglei- 
chung  zwei  Auflösungen  Zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkür- 
liche Constante  besass,  die  zweite  nicht;  aus 


1) 


y  =:  ay'  — 


VTf7 


2 


aC  222 

und  auch  j? ^  -j-  y^  =  a^  ; 


folgte  nämlich: 

da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C  enthält,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speziellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste;    dieß  ist    aber  nicht  der  Fall  und  man   muss 
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daher  die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende 
betrachten.  Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  AuflÖ- 
BUBg  einer  Differenzialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zu- 
sammenhängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir 
m  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  1)  anknüpfen.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  ist  bekanntlich  von  der  Form 
^  =z  Ca  -f-  <?;  soll  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende 
Stück  derselben  die  Lange  a  besitzen,  so  müiäs  aus  leicht  zu  über- 

aC 
Behenden  geometrischea  Gründen  c  =  —     r  ,  mithin: 

aC 

die  Gleichung  der  Geraden  sein.  Eine  zweite  Gerade  der  Art 
wäre : 

4)  y  —  Qa?  +  ,/^      =0; 

aas  beiden  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittes der  zwei  Geraden  bestimmen,  welcher  der  Aufgabe  zufolge 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Tangenten  an  der  gesuchten 
krummen  Linie  ist.  Dieser  Punkt  wird  selbst  zu  einem  Curven- 
punkte ,  wenn  die  Tangenten  in  einander  fallen ,  also  Ci  in  C  über- 
geht; dieser  Processwird  aber  dadurch  angedeutet,  d^ass  manC-j-^C' 
für  Ci  schreibt  und  sich  an  die  bekannte  Regel  f(C  -{-  dC)  z=:=f(C) 
4"  ^fiP)  erinnert;  demnach  ist  die  Gleichung  4): 

Benutzt  man  hier  die  Gleichung  8),  dividirt  nachher  mit  dC  und  be- 
achtet, dass  es  sich  um  eine  partiell  auf  C  bezügliche  Differenziation 
handelt,  so  kann  die  Gleichung  4)  durch  die  folgende  ersetzt  werden : 

3C~^ =^' 

Die  Gleichungen  3)  und  5)  repräsentiren  jetzt  zwei  unendlich 
naheliegende  Tangenten  der  gesuchten  Curve;  man  findet  daraus: 

a  a(ß 

als  Coordinaten  ihres  Durchschnittes,  d.  h.  eines  Curvenpunktes ;  die 
Elimination  von  C  giebt  endlich  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 


456  Cap.  XIX.  §.  102.  Die  singulären  Anilöstingen  d.  Differcozialgleicliongi 

selbst,  d.  h.  die  Gleichung  der  Curve: 

3  2  2 

jp3  _^    yS  -_-    ^8^ 

Kommt  es  nur  auf  die  letztere  an,  so  konnte  man  sich  die  Ai 
suchung  der  Werthe  von  x  und  y  ersparen  und  die  willkürliche  Coi 
staute  C  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  3)  und  5)  eliminiren. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  zu  übertragen,  wo  bei  der  Integration  einer  Differenzialglei- 
chung  F(x^y^y')  =  0  bereits  zu  einer  Integralgleichung: 

6)  fiä!,y,C)  =  0 

gelangt  ist,  welche  eine  willkürliche  Constante  in  sich  enthält.  Wir 
denken  ims  nämlich  f(ß^yiO)  =  0  als  Gleichung  einer  Curve  und 
den  beliebigen  Parameter  C  als  stetig  veränderlich;  die  Gleichung 
f(jB^y^C-\-dC)  =  0,  welche  mit  Nro.  6)  verbunden  in  der  Form: 

dargestellt  werden  kann,  bedeutet  jetzt  eine  unendlich  naheliegende 
Curve  derselben  Art,  welche  gleichfalls  die  in  der  Differenzialglei- 
chung  F{x^y^y')'=  0  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt.  Dieselbe 
Eigenschaft  muss  auch  dem  Durchschnitte  der  beiden  Curven  6)  und 

7)  zukommen,  also  einem  Funkte,  dessen  Coordinaten  aus  den 
Gleichungen  6)  und  7)  entwickelt  und  unter  den  Formen  x=q)(C)^ 
y  z=  ip  (C)  dargestellt  werden  könnten.  Was  von  einem  solchen 
Punkte  gilt,  gilt  von  allen  den  Punkten,  welöhe  entstehen,  wenn 
man  sich  die  ganze  Schaar  der  gleichartigen  Curven  von  stetig  ver- 
änderlichen Parametern  aufgezeichnet  und  die  Durchschnitte  je  zweier 
Nachbarcurven  construirt  denkt.  Alle  diese  Durchschnitte  bilden  in 
continuirlicher  Folge  eine  neue  krumme  Linie,  die  sogenannte  Um- 
hüllungscurve  jener  Schaar;  ihre  Gleichung  findet  sich,  indem 
man  C  aus  den  Gleichimgen  a  =  (p(C)  und  y  =  ^(Q,  oder  kürzer 

'S  £ 

aus  den  Gleichungen  /  =  0  und  r-^  =  0  eliminirt;.   sie  enthält  C 

nicht  mehr  und  ist  eine  singulare  Curve  mit  der  durch  F(x ,  y  ,  y^ 
=  0  charakterisirten  Eigenschaft. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  kiiimme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke ,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse 
abschneidet,  und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Diife- 
renzialgleichnng  der  Curve  lautet: 

8).  yVl  +  y»  =  Va(«+yyO; 
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Q  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  un. 
ir  Nro.  II.  beschriebene  Verfahren  und  2war  ist  es  am  vortheil- 
aftesten,  auf  x  zu  reduziren,  weil  die  Entwickelung  von  y  eine 
iiadratidche  Gleichung  geben  wärde.     Man  hat  nun: 

cid  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  61ei- 

bungen: 

da     ^  '         dx        ^    dy 
rebrauch  macht: 

(2yy-«)  jyy'  ^+(l+y'»)j  =  0.- 

Kese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden : 

0)  yy' Ij^  =  —  (1 +»"),         2yy'  =  a, 

reiche  durch  Trennung  der  Variabelen  integrirt  werden  können. 
Ke  erste  Gleichung  giebt: 

f  y'  dy*    _  _    Cdy^ 

J  1+y'^  J   y' 

►der  ii(i-[_.y3)  ::::::  —  ly  '\-  CotisU^  d.  i.  wenn  Const.  =  Vk  gesetzt 
drd: 

Vl+y'2  =  — ,     y'=  ^ 

las  Integral  ist  demnach ,   wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 

Gleichung  9)  substituirt  ^erden:  

jfc2  =  a  (a?  +  Vk^—y^) 
>der  fiir  fc*  =  a  c ,  wo  nun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet : 
11)  ix  —  c)2  +  y2  _  ac. 

Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  y'  =  -— ,  und  durch  Sub- 

^y 

»titution  iß  Nro.  9): 

^2)  y^  —  ^x  =  la2. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,    das  zweite  ein  singuläres, 

welches  man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann, 

Widein  man: 

fi^-^y^c)  =  (a—cy-j-y^—ac  ==  0 
setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 


r2 


2)c 


r=  —  2(x—c)  —  a  =  0 
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eliniinirt;  die  letztere  Gleichung  giebt  c  =  or  -{-  |a,  und  in  die  vi 
rige  Gleickung  eingesetzt: 

was  mit  Nro.  12)   Qbereinstimmt.     Geometrisch  bedeutet  die  61 
chung  11)  eine  Schaax  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab^ 
scissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ände 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanfangi 

ist,  y  ac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;    alle  diese  Krei 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirten  Fara' 
eingehüllt. 

Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,   dass  nicht  immer  eino 
singulare  Lösung  vorhanden  zu  sein^  braucht,  namentlich  fehlt  sie 

immer  dann,  wenn  die  aus  den  Gleichungen  /=  0  und  --^=Oge^ 

zogene  neue  Gleichung  nur  einen  speziellen  Fall  der  Gleichung  1 

•  ■  . 

=  0  darstellt. 


§.  103. 
Integration    durch    Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differenzialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus ,  dass  sie  detj 
Willkür  nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  miti 
Sicherheit  zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale 
führen.  Will  aber  die  Integration  einer  Differenzialgleichung  trote 
der  Anwendung  aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man 
zu  anderen  Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter 
darin  besteht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und 
versucht  wird,  ob  sie  der  Differenzialgleichung  genügt;  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differenzialgleichung  mit  solchen  Differenzialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind, 
es  ist  dann  immer  zu  erwarten ,  dass  auch  das  Integral  ungefähr 
dieselbe  Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirekte  Verfahren  ist   z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
renzialgleichung :  • 

1)  ^^         I         <^y        — » 
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H  welcher  zwar  die  Yariabelen  gesondert  ^d,  die  Integration  aber 
gleichwohl  insofern  umständlich  werden  wurde ,  als  sie  mittelst  ellip- 
Ischer  Fanktionen  ausgeflährt  werden  müsste.  Um  eine  Andeutung 
ber  die  ¥orm  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst 
en  speziellen  Fall: 

ier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt : 
)  Aresin  as  -(-  Arcsiny  =  ConsL 

>ie  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu, sein,  ist  es  aber 
1  der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  offenbar  wieder 
uien  Bogen  aus,  nennen  wir  fi  dessen  Sinus,  so  kann  Const. 
=  Ärestnii  gesetzt  werden,  wo  f(  die'  neue  willkürliche  Constante 
ezeichnet.  Statt  der  Gleichung  Aresin  x  -f-  Aresin  y  =  Aresin  ft 
ann  auch  die  folgende: 

sini^Aresmx  -(-  Arcsiny)  =  ft 

;e8etzt  werden,  wo  man  linker  Hand  die  bekannte  Formel  für 
in(u  -^  v)  in  Anwendung  bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  x^ 

o«w  =  V^l  — x%  sinv  =  y,  cosv  =  Yl—y^  berücksichtigen  muss. 

)a8  gesuchte  Integral  ist  demnach: 

[)  -,  Vl_y2  ^  y  VTZI^  =  ^. 

il^ill  man  es  in  rationaler  Form ,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  und 
r,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

ft2  =  -p2  -f-  y2  _  2a?2y2  _|-  2xy  Vl—X^    V  1— y2, 

»)  ^2  _  (^2+^3)  =2xy{ V^l-«2  Vi —2^2  _  ay}. 

ferner  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

i'-li^  =  il  —  x^(l—y^  —  2xyVl—a!^  Vl—y^  +  x^yS 
vo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi— ft2  =  Vi— Jj2y  l_y2  _  ay. 

^rch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird 
etztei'e  rational,  nämlich: 

^^  +  y^  +  2  Vi— fi2  xy  —  11^  z=  0, 
>der  für  fi2  =  —  : 

5)  A(/c24-y2)  -|-  2VXß  —  l)xy  —1  =  0. 

Integral  der  Differenzialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be-  . 


^ 
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siehang  auf  x  und  y  rationale  und  symmetriBche  Funktion  zwei 
Grades.  —  Kehren  .wir  nun  su  der  allgemeineren  Gleichung  1) 
rück,  so  liegt  die  Yennuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  sym 
trische  Funktion  vierten  Grades  sein  werde,  also  Ton  der  Form: 

7)         f(x,y)  =  Ax^y^  +  ^(«»+y«)  +  2C^y  —  1  =  0, 

worin  die  Coefficienten  A^  B^  Q  vor  der  Hand  noch  unbestimmt  blei« 
ben  mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der  DiffJ 
renzialgleichung  genfigt,  geben  wir/(j;,y)  die  beiden  Gestalten: 

/=  (ily3+5)*2+2Cy.*4-(5y«— 1)  =  Yj?24-2  YiX+  Y„| 
/=  (^Ax^-\-B)y^  +  2Cx.y-\-(Bx^—l)  =  Xy^-\-2Xyy+X^i 

worin    F,    Ii,   I2,  X,  Xi,   X^  zur  Abkürzung  dienen,   und  entii 

wickeln  die  beiden  partiellen  Differenzialquotienten :  i 

I 

|^  =  2(r^+yi),  |^  =  2(Xy+Xi). 

Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  /(dr,y)  =  0  folgern 
Differenzialgleichung : 


so  wird: 


oder : 


ox  ^y         . 


iYx-\-  Y^)dx^iXy  +  X{)dy  =  0, 


Die  zweite  Form  /=  Xy^'-{-2Xiy-{'X2  =  0  giebt  femer,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt: 

Xy  +  Xi=  Vx^^—XXa 
ebenso  die  erste  Form: 

Fa;  +  Fl  =  Vri2— FFj 
und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  erhält  man: 

9)  ^^  \      ,       ^^  —  " 

VXi^—XX^  ~  V  Fl«—  YY^ 

als  die  Differenzialgleichung,  welcher  die  in  Nro.  7)  gemachte  An- 
nahme genögt.  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ur- 
sprünglichen Differenzialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1) 
und  9)  identisch  wären.  Vermöge  der  Werthe  von  X,  JSTi ,  -Xi ,  F, 
1|,  Y^  hat  man  statt  Nro.  9)  zu  setzen: 
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^^  +  '^y 


4 


.woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differenzialgleichung : 

da  I  ^v 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  ^  --  52  -(-  C»  =  ^a  ,     ^  =  —  i». 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  bestimmen,  etwa  A  =  — :  3, 

C  =  y  B^-^-Ba-^-b^  der  dritte  (B)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung: 

12)  Äa^y^  +  5(a?2+y2)  -|.  2Cxy  —1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten  Ä^  B^  C  den  in  1 1)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale 
Form  des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem 
Wege.   Sei  l-\-ay^'^ba^  =/(a?),  so  hat  man  nach  dem  Früheren: 

Xy+X,  =  VX,^-XX,  =  VbV  i^±Z^±^^^-A^* 

oder  umgekehrt : 

V/-^  =  ^i^  und  ir^  =  ^^^ 

Vermöge  der  Werthe  von  -X",  -^ ,  Y,  1^  findet  man  hieraus  sehr" 
leicht : 

d.i.  wenn  man  nach  Nro.  12)  1  —  Äa^y^  für  B(ß^-\-y^)  +  ^Oay 
schreibt : 

oder  endlich,  weil  Ä  =  —  b  und  B  eine  beliebige  Gonstante  war: 

1  —  ba^y^ 


1 
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Diese  Integralgleichung  ist  iiir  die  Differenzialgleichung  10)  das- 
selbe ,  was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differenzialglei«] 
chung  2) ;  in  der  That  werden  beide  für  a  =  — 1 ,  ft  =  0  identiscU 
Die  Differenzialgleichung  10)  steht  in  genauem  Zusammenhange! 
mit  der  Theorie  elliptischer  Integrale;  betrachten  wir  nämlich  dloj 
Gleichung : 

X 

dt  ; 


^*>        ^^*> = fv^ 


J  y(i_«2)(i_jfc2e2)  ^ 

als  Definition  der  transcendenten  Funktion  A(jc)^  und  verlangen  wt 
die  Angabe  der  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichung: 

15)  A(x)  +  A(y)  =  Ai8) 

für  ein  gegebenes  constantes  a  bestehen  kann,  so  giebt  die  Diffe-' 
renziation: 

dx  ,  dy  ^ 


y(l_a.2)(l_ik2a?2)        V(l— 2/2)(l— Ä;2y2) 

d.  h.  eine  Gleichung,  welche  mit  der  Differenzialgleichung  10)  über» 
einstimmt,  sobald  a  =  —  (l-j-jfc^),  h  =  k^i 

fix)  =  (1  —  d?2)  (1  —  ifc«  a?2) 
gesetzt  wird.     Das  Integral  derselben  ist  folglich: 

I_fc2j.2y2 

und  hier  bestimmt  sich  die  Constante  durch  die  Bemerkung,  dass 
fiir  y  =  0,  X  in  8  übergeht;  dies  giebt  a  =  Conat,^  also  mit  dem 
Vorigen : 

^  1  — fc2«2y2 

als  Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung  15),  o^er  der  mit  ihr 
identischen: 

r    dx  r    dy  f    da 

Das  vorstehende  Resultat  ist  nichts  Anderes,  als  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art;  fiir  x  =z  am  y,  y  =  sin  ^» 
6  =  «in  CD  wird  nämlich  VfOO  =  coa  q>  V  1 — k^ain^q)  =  coa  <p» 
^(9>),  die  Gleichung  17)  geht  in  die  folgende  über: 

und  besteht  unter  der  Bedingung: 
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«m  op  C05  ^  zi  (^) -f- «n  ^  (J05  9  z/ (9) 

Sltl  O    "T"  '      ■'  II..  ^ 

welche  mit  der  in  §.  86  entwickelten  Formel  15)  übereinstimmt. 

Dasselbe  indirekte  Verfahren   der  Integration  durch  Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differenzialgleichung : 

da;  dy " 

Vao+aia?4-a8^'^+ö3^^+a4^*        V  oo+öi  y+ö2  y^+«3  y  ^+«4  y^ 
und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,    doch  werden    die  Ent- 
wickelungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnt^en. 


§.  104. 
Integration  durch  Beihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  grün- 
det sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  9>(^) 
einer  Differenzialgleichung  FQß^y^^y*)  =  0  in  vielen  Fällen  eine 
mittelst  der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laur in  in  Potenzen- 
reihen verwandelbare  Funktion  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch 
möglich  sein  muss,  von  der  Differenzialgleichung  aus  zu  derselben 
Reihe  zu  gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem 
Theoreme  von  Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für 
^i(Je)  existirt: 

1)  9)(*)  =  9(«o)+9'(^)  '-^  +9'"(<«'o)  ^^Y^-^ ' 

WO  ^0  einen  beliebigen  Spezialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differenzialgleichung  FißD^y^y*)  aaf  y*  =  q)* (a)  reduzirt,  in- 
dem wir: 

y'  =  q>*(a!)=fi(ä:,y) 
setzen,  so  würde  die  successive  Differenziation  dieser  Gleichung  zu 
-Ausdrücken  von  folgender  Form  fuhren: 

9>"  (^)  =  /2  (« ,  y)  ,         9>'"  (^)  =  /s  (^vy)  u.  s.  w., 
und  für  x  =2  Xq  würden  aus  den  bisherigen  Gleichungen  die  nach- 
stehenden  werden: 

2)  9'(^o)  =  /i (^o^yo)  1         9"(^o)  =  fi (^0 ?yo)  n.  s-  w., 

in  welchen  Tq  den  individuellen  Werth  des  y  bezeichnet,  der  dem 
Werthe  a?  =  a?o  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun: 


464  Cap.  XIX.  §.  104,    Integration  durch  Reihen. 

+/8  (*o  ?  yo)   .  2  3  "I" — ' 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  diese  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 

Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  9'(«?)  =  y'=  1  4-A(y  —  0?), 

so  giebt  die  successive  Differenziation : 

9"(a?)  =  y"  =  X(y'—l)  =  l^(y—ä!), 

g)'"(ar)  =  y'"  =  ;.2(y'— 1)  =  iHy—^) 

u.    s.    w., 

und  fiir  «  =  ^01     y  =  yo* 

9'(^o)  =  1  +  ^(yo  — «oX 

9'"(*o)  =  ^^(yo— *o) 

u.    s.    w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

y  =  yo  H 1 («  -^o)  H — j^^2 —  (*— «o)' 

*  -| — i  >2  ^ — ^* — *^^^  "4-  •  •  •  •  ■» 

oder  auch: 

y  =  A  +  (y^  — aro)|lH j 1 — h---}- 

Die  eingeklammerte  Reihe  conyergirt  immer  und  lässt  sich  leicht 
Summiren,  dies  giebt: 

y  =  X  -j-  (yo  — arg)  c^(*-^o)  =  a?  +  (yo  —  «o)«""^**»  «^^ 
d.  i. ,  wenn  der  constante  Faktor  mit  C  bezeichnet  wird : 

5)  .  ,  y  =  a?  +  Ce^, 

was  man  auch  direkt  leicht  finden  könnte* 

Statt  der  Taylor'schen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Macf 
Laurin'schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  ^q  =^  0)^  in  welchem  Falle  $ 
die  Form  Aii-\-AiX  -)>-  ^  a?^  -j~  etc.  erhalt ;  die  Coeffidenten  laasen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestinunen,  dass  man 
die  ftir  y  angenommene  Form   in    die  gegebene  Gleichung  substi- 


Cap.  XFX.  §.  104.    Integration  durch  Reihen.  465 

tuirt  und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung 
zu  einer  identischen  macht.    Sei  z.  B. : 

6)  y'  +  y»  =  /(«) 

die  gegebene  Differenzialgleichung  und  f{x)  eine  Funktion  von  der 
Form  Oq  -f-  Oj  j?  -j-  a^  j?^  _j_  etc. ,  so  giebt  die  Annahme : 

7)  y  =i  A -\-  Ai  X  '\-  A^ x^  -^  A^x^  -|-  .... 
«tatt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  ä®,  x^y  x^  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  ^1  =  oo  —  A^,     A2  —  \iai  —  2aoA-\-2  A^)  u.  s.  w.,  ' 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A,  welcher 
anbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus 
Setzung,  dass  die  der  Differenzialgleichung  F{x^y^y^  =  0  genü- 
gende Funktion  y  =:  (p(x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  A^  -^  A^x 
rf-  -42^:2  -|-  etc.  verwandelbar  sei,  und  wird  daher  in  allen  den 
Fällen  unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rech- 
nung zeigt  dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  an- 
deren Annahme.     Ist  z.  B.: 

9)  y'  =  2  -  -f 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differenzial* 
gleicbung,  so  würde  die  Supposition  y  =^-4o  -^  A^x  '■\-  A^x^  -\-'  etc, 
zu  der  Gleichung: 

~    -4i  -|-  2^3^ -f-  ^^3^^  + 

A 
=  2 —  ^1  —  AaX  —  A^x'^  —  .... 

X 

fahren,  welche  nur  durch  die  Werthe  -4o  =  0,  Ai  z=z  1^  A^  :=  Az 
....  =  0  zu  befriedigen  ist.  Dies  gäbe  y  =  a^  d.  h.  ein  partiku- 
läres Integral,  weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.  Um 
das  allgemeine  Integral  zu  finden,  machen  wir  die  allgemeinere 
Voraussetzung : 

10)  y  =  Axf^  4.  Aixf^+^  +  A^xf'+^  +  ...., 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

SchlOmllch,  ADalytifl.  30 
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flÄaf*^^  4-  (f*+l)  Aixf*  -^Qi-j-2)  ^aoj^+l  +  .... 

=  2  —  Jx"-^  —  Aixf^  —  ^2^"+^— 

Dieser  kann  man  durch  fi  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

Ä 

—  -|-  A^  -(-  2  A^x  ■-\-  2  -Ai  ar*  -}-  .... 

X* 

=  2 Af  —  AsX  —  A^x^  —  . . . . , 

und  es  folgen  daraus  för  -4i ,  A^^  Aq  etc.  die  Werthe : 

^1=0,        ^2=^1        A2  =  il4  . . .  =  0,       ,  j 

während  A  unbestimmt  bleibt.     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach: 

11)  y=  ^a, 

X 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt  in 
vielen  der  Fälle  bedienen ,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe  un- 
richtig wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Yortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  noch  ziemlich  einfache  Funktion  4>ei  der  Verwand- 
lung in  eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  -wäh- 
rend sie,  als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  com- 
plicirt  erscheint.    So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung : 

die  Grossen  ^1,  ^3,  Af^^  ....  von  sehr  verwickelter  Zusammen- 
setzung, während  die  Coefficienten  in: 

sinx         hxX — h^x^Ar^^^  —  •••• 


coBx         Oq — a^x'^'\-a^x^ — .... 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  ixxn  x  für 
alle^,  die  erste  dagegen  nur  fiir  solche  ^gilt,  welche  zwischen  —  \% 
und  -f-  5Ä  liegen.  Um  das  in  splchen  Fällen  eingetretene  Verfah- 
ren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  DifFerenzialglei- 
okung: 

12)  y'+y2  =  A^ 

behandeln,  welche  den  direkten  Methoden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
selbe  Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  überseh- 
barem Bildungsgesetze  liefern  würde.   Bezeichnen  wir  mit  ^){x)  und 
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^(x)  zwei  nach  Potenzen  von  a:  fortschreitende  Reihen  und  setzen: 

SO  geht  die  Gleicliung  12)  in  die  folgende  über: 

und  diese   wird  sehr  einfach,  wenn  wir  <p(a)  =  ^'(.tr)  setzen;  wir 
erhalten  nämlich: 

j!!lSf^  =  Ix  oder  ^"(*)  =  Ajt  ^(.r). 

Die  weitere  Annahme: 

t^  (o?)  =  ^  -f"  -^1  *  ~f~  -^2  ^^  ~[~  -^8  a?3  -}-... . 
giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2^  +  2.3^3^  +  3.  4^*2  ^4. 5  ^i  «3 -f.... 
=z  ÄoXa  -^  Ai  kx^  -f-  A^Xx^  -|-  ...., 
und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 

A^  =  Aj^  =  ^8  =  ^11  .  • .  =  0, 

A     .  .  A2  A» 

-4o,  ^  = 


~  2.3  ^'  ^  ~  2.3.5.6'         ^  "  2.3.5.6.8.9'*"' 

^—  3.4^*^'  ^'  —  3.4.6.7  ^'«— 3.4.6.7.9.10'•••• 
welche  nach  einem  leicht  zu  erkennenden  Gesetze  fortschreiten;  J^ 
und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Föhren  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnung  ein: 

"^  ~      "^  2.3  "^  2.8.5.6  "^  2.3.5.6.8.9  ^  •'••' 

.     Aa?^  A^j?7        ^  ;t8^io  ^ 

^1—^  +  3^  +  3.4.6.7  +  3.4.6.7.9.10  +  V' 

wo  -Xi)  und  J^  die  Summen  zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 
sind,  so  haben  wir: 

ifCx)  =  Ao^  +A1X1, 

und  der  Werth  von  y  =  ^(ß)*'^(ß)  =  ^'(a?):^(d?)  ist: 

_^o^o  +  ^1^1 

oder  endlich,  wenn  der  Quotient  Äi :  ^  mit  C  bezeichnet  wird : 

30* 
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'*)  '  =  x«  +  cx,  • 

In  ähnlicher  vortheilhafter  Form  würde  sich  die  allgemeinere  soge- 
nannte Biccati*sche  Gleichung: 

integriren  lassen;  doch  versparen  wir  weitere  Untersuchungen  hier- 
^  über  bis  dahin,  wo  die  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen 
behandelt  worden  sind. 


Cap.  XX. 

Differjenzialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  105. 
Differenzialgleichungen    zweiter    Ordnung;    ein- 
fachste   Formen. 

Eine  DifFerenzialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen X  und  y  hat  im  allgemeinen  die  Form: 

I 

oder ,  auf  den  zweiten  Differenzialquotienten  reduzirt, 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher  y  als  Funktion  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Froblemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  98  bei  den  Differenzialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  Curvenpunktes,  mithin  -r^  als   die  Tangente 

dx 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  ds  mit  der  Abscissenachse 

bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  -j-^  einen 

dx* 

bestimmten    Werth    erhält,    sobald    a?,    y,    und  -j-  gegeben  sind; 

dx 

die  Construktion  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende 

Weise.    Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  x^  y^  aus,  wähle  den 

entsprechenden  Werth  von  --*^=y'  gleichfalls  willkürlich,  etwa=  y©'' 
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und  berechne  den  zugehörigen  Werth  von  -r—r  =  y" ,  welcher  ^q'' 

heissen  möge;  wäre  nun  y  =  ^>(jc)  die  Gleichung  der  gesuchten 
Curve,  80  würden  für  unendlich  kleine  S  die  Beziehungen: 

y(.  +  a)^-  y(.)  _  ^..^^^^ 

y(^4-2g)-2y(ar+(?)4-y(x)  _ 

oder 

9)(a:  +  2«)  =  2  9(a?-f-S)  — 9)(a?)  +  «2^"(^) 

stattfinden  und  dazu  dienen,  um  aus  fp(x)^  9'(^)i  (p**(jxs)  der  Keihe 
nach9>(a?-(-Ä)  und  9)(ar-(-2Ö)  abzuleiten;  in  unserem  Falle  sind  fiir 
X  ^=i  Xq  jene  Werthe  in  der  That  bekannt ,  man  kann  also,  von  dem 
Punkte  ^0^0  ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Funkte 
Xiyi  und  x^y^  bestimmen  und  zwar  wären  die  Abscissen  derselben: 

und  die  Ordinaten: 

yi  =  yo  +  yo'*^  2^2  =  —  yo  "t  2yi  -f  yo"*^. 
Betrachtet  man  jetzt  r^y^  als  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  x^  y^ ,  x^  y^  bestimmen  u.  s.  w.  Man 
ersieht  aus  dieser  Construktion ,  dass  die  gegebene  Differenzialglei- 
chung  das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von 
gleichartigen  Curven  enthält;  sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  voll- 
ständig, sobald  ein  Punkt  x^y^  der  letzteren  und  die  Richtung  der 
Tangente  in  diesem  Punkte,  d.  h.  y^*  gegeben  oder  willkürlich  an- 
genommen ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  also  zwei  Grössen  in  der 
Bestimmung  von  y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer 
Diff6renzialgleichung  zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationscon- 
stanten.  Dies  ist  auch  analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Glei- 
chung zwischen  a?,  y,  y',  y"  würde  durch  einmalige  Integration  zu 
einer  Gleichung  zwischen  /»,  y,  y',  d.  h.  zu  einer  Differenzialglei- 
chung  erster  Ordnung  werden,  welche  nach  den  früheren  Methoden 
zu  integriren  ist;  auf  jeden  Fall  bedarf  es  im  Ganzen  zweier  Inte- 
grationen, deren  jede  eine  willkürliche  Constante  mit  sich  bringt, 
und  demnach  muss  das  gesuchte  y  von  der  Form  9(a?,(7,Q)  sein*). 


*)  Eine  Ausnahme  würde  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle  erleiden, 
wo  man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrales  das  singulare  Integral  nähme.    In  jedem   speziellen 
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Diese  Bemerkung  deutet  zugleich  den  Weg  an,  der  bei  der  Inte- 
gration der  Differenzialgleichungen  zweiter  Ordnung  nieistentheils 
eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den  nachherigen  Beispielen 
sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  DifFerenzial- 
gleichung  2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
führbar ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  vpn  Nro.  2)  enthalte  x  allein, 
sei  kurz  f{x)  =  X^  mithin : 

du* 
Die  Gleichung  ist  offenbar  identisch  mit  -j-  =  X^  woraus 

dx 

folgt ;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht : 

y=  I  dx  j  Xdx  -\-  Cx-{-  Q. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration: 

/  xXdx  =z  X   I  Xdx  —  I  dx  J  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drucke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  z=  X  I  Xdx  —  /  xXdx  -^  Cx-^Cfi. 

Zweite  Form.  Der  zweite  Differenzialquotient  von  y  sei  als 
Funktion  von  y  allein  gegeben,  nämlich: 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck: 

•  1 

dy*  dy*    dy  dj/^    ^ 

dx  dy     dx         dy 

eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung: 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singiilären  Integrale  der  Differenzial- 
gleichung  ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei  der 
betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.  102  in  Anwendung  bringt;  eben- 
deswegen werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  singulären  In- 
tegralen keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y'  ^  =  Yoder  y'dy*  =  Ydy 
die  Variabelen  gesondert.  Das  erste  Integral  der  Gleichung  5)  ist  daher : 

1^2  =  Const.  -\-  I  Ydy  oder  y'  =  V  C^tjYdy. 
Vermöge  des  Werthes  von  y'  erhält  man  daraus: 

dx  =         ^y 

yC-{''lJYdy 
und  durch  nochmalige  Integration: 

6)  X  =  f-y==£L=  4-    Q. 

J  V  C-\-  2J  Ydy 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bildet  die 
Diiferenzialgleichung : 

Hier  ist  2 /Ydy  ==  k^^y^^  mithin  das  vollständige  Integral: 

um  auf  y  zu  reduziren ,  bilde  man  daraus  die  Gleichung : 
und  quadrire  dieselbe ;  man  findet  sehr  leicht : 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Faktoren 

setzt,  wo. nun  A  und  B  ebenso  willkürliche  Constanten  wie   früher 
C  und  Ci  sind : 

8)  y  =  Ae^^+Be'-^^. 
Wäre  dagegen  die  DifFerenzialgleichung  gegeben: 

9)  US  _  _  ^,, 
so  würde  man  2/  Ydy  =  —  k'^y^  erhalten  und  daraus: 

X  =    f—M=  +  c=.-^Arcsin^  +  Q, 
7  Vc— ik2y2     '  k  Yc 

und  umgekehrt: 


y 


. —  I sink^x  —  Ci), 
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oder  wenn  man  auflöst  und  die  Constanten  ändert: 
10)  y  =  Aicoahx  -|-  Bisinkx, 

Dieses  Resultat  hätte  sich  übrigens  aus  den  vorigen  dadurch  herlei- 
ten lassen,  dass  man  fc  V*  —  1  =  fct  an  die  Stelle  von  k  treten  Hess, 
lie  Gleichung: 

e~"       =  coskx  X  isinkx 
benutzte  und  zuletzt  A  -\-  B  -=.  A^^  {A  —  B)i  "=  B^  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Differenzialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  DifFerenzialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
ilso : 

[n  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Variabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich: 
12)  dx  =  ^^  also   X  —    fP^  +  C. 

P^m  ferner  y  zu  finden,  hat  man: 

I 

\ 

*)  Auf  das  obenentwickelte  Integral  der  Differenzialgleichung: 

dx*  ^  ' 

lisst  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Gleichung : 

-JL::=ay  +  hx-\'C 

zurückführen.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt : 

y"  :=z  ay  +  hx  +  c 
md  dififerenzirt  zweimal,  ^o  wird: 

t^  =  "^  • 

Kese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei  po- 
htiven  a  =  +  fc*: 

ind  bei  negativen  a  =»  —  k*\ 

y**  =  Ai  cos  kx  +  ^1  sin  kx, 
iLndererseits  folgt  aus  y"  =  ay  +  6x  +  c  umgekehrt: 

y  -.y"  —  hx—c 
a 
ind  indem  man  den  Werth  von  y*'  substituirt,  ergiebt  sich  y.  —  Ware  die 
jrleichung  allgemeiner  y''  =z  ay  '\-  ^  (x\  so  würde  dieser  Kunstgriff  nichts 
lelfen,   sondern  ein  anderes  Verfahreü  eintreten  müssen,  welches  in  §.107 
luseinandergesetzt  ist. 
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18)         dy  =  y'  dx  =  y  ■^,  folglich  y  =f^  "h  A  • 

Die  Integralfornieln  in  12)  und  13)  geben  s  und  y  ausgedrückt  dur« 
die  dritte  Yariabele  y' ;  eliminirt  man  sie  aus  beiden  Gleichongefl 
so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x^  y,  C,  Q  übrig,  welche  dm 
allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  1 1)  führt  z.  B.  das  ^eomc 
trische  Problem :  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Kjtü 
mungshalbmesser  C  eines  Cnrvenpunktes  ay  und  zwischen  dem  Wi 
kel  (D,    welchen  dieser  Krümmungshalbmesser    mit  der  Ordina 
achse  bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coor 
naten  abzuleiten.     Ist  nämlich  q  =^F(g})  die  gegebene  Beziek 
so  hat  man  vermöge  der  Bemerkung,  dass  o  =  r,  tan(o  =  y' 

9  =  (1  +  y'4  :  r  ist. 


^^y^   =  FiArctany% 
oder  umgekehrt: 


y„^_a+rf 


F(^Arctany*y 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

•^       (l+y'2/ 
«^         (l-f-y'*)2 

Betrachtet  man  nicht  y',  sondern  Arctany*  =  cö  als  unabhängig« 
Variabele,  setzt  also  y'  =  tanto^  so  gewinnen  die  obigen  Glei- 
chungen die  symmetrische  Gestalt: 

X  =:    I  F(€ai)C08Gi  dio  -\-  -4, 

y  =    I  F((o)sin{0  den  -f-  J5, 

und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  o  eliminiren. 

Für  Q  =  aseccD  z.  B.  ergiebt  sich  j?  =r  a©  -(-  -4,  y=al8€CCi}-\-B 

oder: 

*c  — ^ 

y  —  B  =.  al  sec , 

a 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 
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Eine  ähnliche  geometrische  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer 
nrnimen  Linie  in  rechtwinkligen  Coordinaten  auszudrücken,  wenn 
Ser  Bogen  8  eine  gegebene  Funktion  des  Winkels  r  sein  soll,  dea 
ie  Tangente  am  JBndpunkte  dea  Bogen«  mit  der  Abscisseuachse  ein- 
phliesst.    Aus  s  =  F(t)  folgt  hier : 

nd  weil  t  =  Arctany* ', 


W-J-—  _  rjArctany^)  (1  +  2/")^ 

I  ^^  l+y'2  ~  F'iArctany')^ 

jenutzt  man  die  Gleichungen  12)  und  13)  und  setzt  nachher -Breton  ^ 
p  r  wieder  ein,  so  findet  man  sehr  leicht: 

ar  =    7  jP'(r)cosr  dt  -{-  A, 

y  =    J  jP(t)sinT  dv  -j-  B. 

roraus  T  zu  eliminiren  ist.    So  erhält  man  z.  B.  für  5  =  4tkco8t: 

X  —  A  ==  Ä;  (2  r  —  sin2  r), 

y  —  B  z=:  —  fc  C05  2  r, 

nd  wenn  man  2r  mit  einem  einzigen  Buchstaben  t  bezeichnet, 
'  —  ^  =  M,  y  —  B  =  V  —  k  setzt,  so  lehrt  die  Vergleichung 
liit  den  Werthen  von  u  und  v  auf  S.  66 ,  dass  die  gesuchte  Curve 
ine  gewöhnliche  Cycloide  mit  k  als  Halbmesser  des  erzeugenden 
Creises  ist. 


§.  106. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

Vierte   Form.   In  der  Differenzialgleichung    mögen    nur  .r, 

-—  und  -r^  vorkommen,  sie  sei  also: 
ix  dx^ 

Sfiebt  man  ihr  die  Gestalt: 

Jo  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x  und  y*  und  ist  in  Bezie- 
aimg  auf  y*  eine  Diiferenzialgleichung   erster  Ordnung ;  man  findet 
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daraus  y*  und  zwar  in  der  Form: 

3)  y  =  -~  =  9(a?),  mithin  y  =  1  <p(x)da'-{-Con8t. 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  di« 
Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vor*; 
geschriebene  Funktion  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  ^  =  ^  (xy 

Die  DifTerenzialgleichung  lautet  hier: 

8  I 

j 
oder  auf  y**  reduzirt: 

da  ^(^)     '  ^ 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.   Die  Trennung  der  Yariabelen  giebtl 

dy*        dx 

Durch  Integration  folgt  hieraus: 

V'  P    dX  \         rn 

,    wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist ;  man  hat  nun  weiter : 

«'  =  ^  =     •^+^ 

also  bei  nochmaliger  Integration : 

"      J  yi_(X4-c7)*  ■    ; 

So  würde  z.  B.  (>  =  —  folgende  Werthe  bringen: 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszufuhren  und  giebt  ver- 
schiedene Curven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Gonstante  der 
Einheit  gleich ,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt ;  im  ersten  Falle  er- 
hält man  eine  algebraische  Curve,  nämlich: 


y  =  !(*-2a)]/liHi+Ci; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logaritbmischer  Natur,  im  letzten 
Falle  hängt  sie  von  der  Funktion  Ärcain  ab. 
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Fünfte  Form.    Die  gegebene  DifFerenzialgleichnng  enthalte 

dy    d^y  ^ 

aur  y,  -5^,  -r-^  nach  dem  Schema : 

9 

Lässt  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

d±_d^     ^_  flfy' 
dx         dy    '  dx         dy 

\h  die  Stelle  von  y"  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Ge- 
walt an: 

md  ist  eine  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei 
bn  Yariabelen  y  und  y' ;  man  findet  daraus : 

liithin  bei  Trennung  der  YariabelMi  und  Integration: 
\)  «  =  /  — 7-z  +  Const. 

lach  dieser  Methode  lässt  sich  z.E.  das  geometrische  Problem  lösen: 
lie  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmimgshalbmesser  eine  ge- 
lebene Funktion  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  9  =  ^  (y).  Die 
IMfierenzialgleichung  lautet  nämlich: 

y"  ^wo«    y  ^(y) 

Drmell  übereinstimmend  mit  Nro.  4.  Nach  dem  angezeigten  Yer-^ 
Ihren  wird: 

•         y'  dy*       __     dy 

nd  durch  Integration: 

ro  Y  zur  Abkürzung  dient.    Der  Werth  von  y'  ist  jetzt: 

»'  =  Vl-(Y+g)"  =  ^ 

"  r+c  <*«' 

oithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 
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/Y  I   Q 
Vi— {Y+C)3 

Das  Resultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit ;  in  der  Thal  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden ,  da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  JC  mit  Y  zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigea 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar ,  wenn  1  :  fi  jenes  Verhält; 
niss  ist : 

oder: 

y»"  =  (t(l+y'»). 

Die  Substitution  y"  =  y'  -r-  giebt  bei  Sonderung  der  Väriabelen: 

y*dy'     _  ^dy 

1+y'^  ~^  y'     . 

ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  [ilb  bezeichnei 
wird : 

endlich : 

Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die  Curve  fürfi 

=  —  1  ein  Kreis,  fiir  ft  =  -f-  1  eine  Kettenlinie*),  fiir  ft  =  —  J 
eine  Cycloido  und  für  |X  =  -f-  |  eine  Parabel  ist. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlnof 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pros 
portional  den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  siodp 


*)  Die  Gleichung  derselben  in. rechtwinkligen  Coordinaten  |,  i]  ist: 

L       — ± 

wo  k  die  im  Anfangspunkte  stehende  Ordinate ,  den  sogenannten  Parameter 
bezeichnet. 
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Rechnen  wir  den  Bogen  8  von  einem  Punkte  aus ,  dessen  Abscisse  a 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1  :.  ft  das  Verhältniss  des  Bogens  zur 
langente,  so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 

X 

H   /  Vl+y'9  die  =-^  V^l+j/'«; 

t/  y 

a 
tos  ihr  folgt  durch  Differenziation  und  Reduktion  auf  y" : 

^^=.=  (1-^)^  ^  "^y  \ 

ind  mittelst  der  für  y**  angegebenen  Substitution : 

dy  y 

pie  §onderung  der  Variabelen^giebt  weiter: 

dy*         dy^ 

M  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationscon-' 
tonte  mit  —  (1  —  ft)ZÄ;  bezeichnet  wird: 

läer: 

<i^)='(ir''. 

wr  Werth  von  y\  durch  y  ansgedrückt,  ist  demnach : 

bithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 

Me  Integrationsconstanten  Ä  und  fc  bestimmen  sich  im  speziellen 
ra-Ue  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s  =  0  werden  muss  fiir 
(=  a,  und  dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  ^o^o  g®" 
len  soll.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  ft 
=:  I  algebraisch  und  zwar : 

Q  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent. 
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§.  107. 

Die    linearen    Differenzialgleichungen    zweiter 

Ordnung. 

Unter  einer  linearen  Differenzialgleichung  versteht  man  wie! 
früher  eine  solche,  in  der  sowohl  y  als  die  Differenzialqnotienteai 
dieser  Funktion  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  demnach  Ist 
die  Gleichung: 

^  da^  ~  ^  da  ~  ^^  ' 

worin  Xi^  X^  und  X  als  Funktionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differenzialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

I.  Betrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wenn  nämlich 
X=  0,  Xx  und  X>i  constant  sind,  so  lasst  die  AehnUchkeit,  dif| 
zwischen  der  Gleichung: 

und  der  in  §.  105  unter  Nro.  7)  betrachteten  Differenzis^gleichung 
stattfindet,    auf   eine    ähnliche    exponentiale   Form    des  Integrales 

schliessen ;  wir  setzen  daher  y  =±=  «** ,  wo  %  einen  vor  *  der  Hand 
noch  unbestimmten  Goefficienten  bedeutet.  Aus  der  Differenzial^i 
gleichung  2)  wird  dann  die  algebraische  Gleichung: 

3)  ^»4- aA -f- 6  =  0, 

und  diese  ist  erfüllbar,  indem  man  A  gleich  einer  von  den  beidei 
Wurzeln  dieser  Gleichung  nimmt.  Bezeichnen  wir  die  letzteren  mit 
Ai  und  A3,  so  genügt  jede  der  Funktionen : 

y  =  e*i^  und  y  =  e^^ 

der  aufgestellten  Differenzialgleichung.  Indessen  sind  sie  nur  par^ 
kuläre  Integrale  derselben,  da  ihnen  willkürliche  Constanten  abge^ 
hen.  Man  sieht  aber  auf  der  Stelle,  4^93  auch  die  allgemeinereil 
Ausdrücke : 

(\  (h^  und  Ca  e^*, 

wo  Ci  und  C2  beliebige  constante  Faktoren  sind,  die  Differenzial^ 
gleichung  befriedigen  und  man  kann  nun  leicht  das  allgemeine  In- 
tegral aus  den  obigen  Ausdrücken  zusammensetzen ;  es  ist: 
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was  man  ohne  Mühe  prüfen  wird.    Das  hiermit  gefundene  Integral 
bedarf  keiner  weiteren  Erörterung,   wenn   die  Wurzeln  Aj  und  Aj 
der  quadratischen  Hülfsgleichung  3)   reell   und  verschieden,    wohl 
ffcber  für  die  Fälle,  wo  sie  gleich  (also  reell)  oder  imaginär  sind. 
Für  l^  =  Xi  würde  die  Formel  4)  zur  folgenden  werden: 

y  =  (Ci  +  Ca)(5^^  =  Comt.  A^, 

md  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral  der  ursprünglichen  Diffe- 
«nzialgleichung  darstellen;  man  erhält  dann  letzteres  auf  folgendem 
Wege.  Sei  ö  dieDiflterenz  zwischen  A3  und  Aj,  mithin  ^  =  Xi-\-8^ 
10  ist  nach  Nro.  4),  indem  man  die  Exponentialreihe  benutzt: 

der  wenn  Ci  -|-  Q  =  C  und  Q  tf  =  C"  gesetzt  wird,  wo  nun  C  und 
V  ebenso  beliebig  sind  wie  früher  Q  und  C^ : 

fnr  8=1  0  werden  Ai  und  A«  gleich  und  es  ist  für  diesen  Fall 

las  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleiohung  2).  Besitzt  die 
nadratische  Hülfsgieichung  imaginäre  Wurzeln,  etwa: 

kl  =  a  -\-  ßi^        A3  =  a  —  j3i, 
(>  verwandelt  sich  die  Formel  4)  in  die  folgende: 

1  L  wenn  Ci  -\-  C^  =  Ä  und  (Q  --C2)«'  =  ^  gesetzt  wird: 

1 

)  y  =z  e^^(Acos ß x-\-B sinß a). 

L    Die  allgemeinere  Differenzialgleichung : 

<  ^      ^p,i.a^-^by  =  X 

isst  sich  dadurch  integriren,  dass  man  dem  y  eine  ähnliche  Form 
|ie  Nro.  4)  giebt,  sie  aber  dahin  verallgemeinert,  dass  die  Coef- 
bienten  Q  und  C3  nicht  mehr  als  constant ,  sondern  als  zwei  unbe» 
pmnte  Funktionen  von  a  angesehen  werden.    Nehmen  wir  also: 

ro  Ax  und  A2  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben,  so  wird: 

^  ^^Ait/iA^  +  A^w^e^«"^ 

da  ' 

+  '        da    ^'        dx' 

SohlOmiloh,  AnalytU.  «^1 


1 
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and  da  wir  über  Ui  und  Uj  noch  disponiren  können,  so  dürfen  wir 
Toraussetzen ,  dass: 

9)  ,K'p.  ^^rp.^0 

dx  dx 

0ei ,  wodurch  sich  die  vorige  Gleichung  auf  die  erste  Reihe  rediizirt. 
Differenziren  wir  die  nunmehrige  Gleichung: 

dx 
noch  einmal,  so  wird: 

Wir  substituiren  nun  die  für  y^  y^  ^'  y*'  gefundenen  Werthe  in  die 
ursprüngliche  Differenzialgleichung,  und  erhalten  dadurch; 

+  '■«^•47 +  '"'■' 17  =  * 

welche  Gleichung  sich  bedeutend  vereinfacht,  wenn  man  bemerkt^ 
dass  k^-^aX-^-h  fiirA^=Ai  und  für  XzzzzX^  verschwindet;  e»  bleibt! 
nämlich : 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  dienen  zur  Bestimmung  der  Differen* 
zialquotienten  von  Ui  und  u^'^  mithin  auch  zur  Ermittelung  von  ü|| 
und  u^  selbst;  man  findet: 

dx         X\  —  A«j  Aj  -^—  A2 

du^  _  X£^  _  (\-\2fX£^^^dx  j 

dx  ~  Aa— Ai  '       "^  -"  Aa— Ai  '  I 

wo  Gl  and  C^  die  Integrationsconstanten  bezeichnen;  nach  Forma 
8)  ist  jetzt: 

IIA  (Ol  +/X(g-^i^  dx)  M  —  (gg  +  fXe"^^  dx)  g^^ 

11)     y—  1  _j 

Al A2 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  7)-  — ■*  Für 
=  ^2  bedarf  die  Formel  einer  Modifikation,  die  sich  auf  ahnlic 
Weise  wie  in  I.  ausführen  lässt.  Setzen  wir  nämlich  A2  -^  Ai  = 
also  Aj  =  Al  -(-  d,  so  wird: 
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und  durch  Entwickelang  der  Grössen  e^  und  e    ^^  i 


wo  unter  „etc."  alje  die  Glieder  verstanden  sind,  die  8^^  8^,  ä*  etc. 
als  Faktoren  enthalten;  für  Cj, —  6\  =  C8  und  indem  man  08x 
für  C^tbx  schreibt,  lässt  sieh  8  heben,  und  schliesslich  ergiebt  sich 
-für  Ä  =  0 :  • 

12)  y  =  {C^C'x—  I  xXe—'^^''dx-{-x  f  Xe'^^^dx^e^''. 

Wäxen  endlich  die  Wurzeln  A^  und  A^  imaginär,  so  würde  man  wie 
früher  Ai  =  «  -f-  /Jt,  Aj  =  «  -r-  /32  setzen;  aus  der  Formel  11) 
wird  in  diesem  Falle: 

13)  y  =-A{A—  I  Xe—'^^sinßx  dx)co8ßx 

p  {  ^ 

Xe"^^  00$ ßx  dx)  sinßx\ 


+  (^+/- 


Als  Beispiele  mögen  die  Werthermittelungen  einiger  bestimm- 
ten Integrale  dienen.    Sei  erstlich: 


/sinx 


QO 

dt 


X3  J-  «2' 
0 

SO  giebt  die  ein-  und  zweimalige  Differenziation ,  welche  letztere 
gerade  noch  e^rlaubt  ist: 

dy  Ccosxt  d^y  ( sinx t     t^dt 

0  0  ' 

und  hieraus  kann  man  die  Differenzialgleichung : 

QO 

'  0 

bilden;  im  Vergleich  mitNro.7)  ist  a  =  0,  i  =—  «^  -X'= — |jnp, 
.  femer  A  =  +  x,  also  vermöge  der  Formel  11): 

wo  A  und  B  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen.  Um  sie  im 
vorliegenden  Falle  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  für  a?  =  0 
ursprünglich : 

31* 
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oo 


dy  r    dt      ~7t 


,  + 

wird;  setzt  man  für  y  seinen  nachherigen  Werth,  so  sind  diese  Glei- 
chungen : 

'  '     2x2  2x 

woraus  .4  =  0  und  -B  = t—t-  folgen.     Die  Vergleichung  der 

früheren  und  späteren  Werthe  von  y,  y*  und  y**  liefert  nun  folgende 
drei  Integralformeln : 


/ 


00 

sinxt       dt  n      ..        _^^ 


QO  <X> 


7x«4.t2^*- 2x'      '  7  i^^T«^'''— 2'     ' 

0  '  0  '  j 

welche  mit  den  Resultaten  des  $.92  übereinstimmen.   Für  ein  zwei-  { 
tes  Beispiel  sei: 


-/: 


PO 

dt 


X2  +  «2 

0  ' 


e-*' 


und  X  wesentlich  positiv.    Man  findet  sehr  leicht: 

dx~        J  x2+t3  '      dx^  ~  '^J  xM-t«  * 

0  0  ' 

und  daraus  die  Differenzialgleichung : 


00 

+  x«y  =   /  e-^'  dt  =  — . 

%/  X 


d^y 

dx^ 

0 

Nach  Formel  13)  giebt  dies  für  »  =  0,  /J  =  x,  -r==  — 

X 

beiAenderung  der  Integrationsconstanten  darf  man  dafür  schreiben: 

XX  XX 

i.  Csinu  .   )cosxx   ,     (^     ,      Clcosu  ,  )8inKx 

0  <» 

wie  sich  unter  Anderem  leicht  mittelst  Reihenverwandlungen  v«ci- 


J 


Cap.  XX.  §.  108.    Fortsetzung  und  Schhiss.  485 

fisiren  Hesse;    erinnert  mah  sich  zugleich  an  die  Definitionen  des 
Integralsinus  nnd  Integralcosinus,  so  ist: 

Um   die  Constanten  Äi  und  Bi   dem  vorliegenden  Falle  anzu- 
passen, nehmen  wir  erst  j;  =  0,   wodurch  y  seiner  ursprünglichen 

Bedeutung  nach  in  -r-  übergeht;  mit  dem  nachherigen  Werthe  von 

y  verglichen,  giebt  dies  Äi  =  ^^,  also: 

nehmen  wir  zweitens  a:  =  oo ,  so  verschwindet  y ,  zugleich  wird 
iSi(oo)  =  In,  Ci  (00)  ==  0,  folglich: 

bei  der  Unbestimmtheit  von  sin  oo ,  welches  alle  möglichen  zwischen 
—  1  und  -}-  1  liegenden  Zahlen  bedeuten  kann,  ist  die  obige  Be- 
dingung nur  durch  J?i  =  0  erfüllbar.  Wir  gelangen  so  zu  dem 
Resultate : 

00 

/dt        «./       (,  ^.,     v)  C08XX    ,    -,.,     ^   sinTtx 

welches  durch  beliebige  Differenziationen  in  Beziehung  auf  x  oder 
X  eine  Reihe  anderer  und  ähnlicher  Formeln  liefert. 


§.  108. 
Fortsetzung    und   Schluss. 

Wenn  wir  uns  im  vorigen  Paragraphen  auf  den  Fall  constanter 
Coefficienten  Xi  und  X^  beschränkten,  so  haben  wir  nun  die  allge* 
meinere  Voraussetzung  variabeler  Coefficienten  zu  machen,  wobei 
wir  ähnlich  wie  früher  unterscheiden,  ob  die  rechte  Seite  der  Diffe- 
renzialgleichung  {X  in  Nro.  1  d^s  vorigen  §.)  der  Null  gleich  oder 
von  ihr  verschieden  ist. 

I.  Kennt  man  zwei  partikuläre  Integrale  yi  und  y^  der  Dif- 
ferenzialgleichnng : 
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so  ijt  das  allgemeine  Integral  wie  früher: 

wo  Ci  und  Ca  die  willkürlichen  Constanten  bezeichnen ;  sdie  Richtig- 
keit dieser  Bemerkung  bestätigt  sich  augenblicklich,  sobald  der  für 
y  angegebene  Werth  in  die  Differenzialgleichung  substitairt  und 
beachtet  wird,  dass  der  Voraussetzung  zufolge  die  Grleichungen : 

stattfinden.  Zwischen  den  beiden  partikulären  Integralen  yi  und  y^ 
muss  nun,  eben  weil  sie  beide  einer  dritten  Gleichung  genügen, 
eine  Beziehung  existiren,  vermöge  deren  das  eine  aus  dem  anderen 
abgeleitet  werden  kann;  dieser  Zusammenhang  wird  auf  folgende 
Weise  sichtbar.  Es  sei  Y  eine  bekannte  Funktion,  welche  die  Diffe- 
renzialgleichung  befriedigt ,  d.  h.  ein  partikuläres  Integral  derselben, 
so  kann  man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Yz  habe,  wo 
z  der  Quotient  beider  Partikularintegrale,  mithin  eine  noch  unbe- 
kannte Funktion  von  x  ist.  Die  Substitution  y  z=  Yz  giebt  nun 
statt  der  Gleichung  1)  die  folgende: 

^d^z     ,     ^  dY  dz     ,    d^Y 

Y k  2 z 

dx^     '         dx  da    ^    dx^ 


+^^(^f:+TJO+^.^^=«' 


oder  in  anderer  Anordnung: 
..d^z 


dx^ 


\dx^ 

nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z  und  es  bleibt,  wenn  der  Differenzialquotient  von  z  mit  z^  be- 
KeicHnet  wird: 


dx         \  '       dxj 


Diese  Differenzialgleichung  kann  durch  Sonderung   der  Variabelen 
Ifeicht  integrirt  werden,  nämlich: 


(HfJ+^^>' 
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Iz*  =  —  2iY—    fxi  da, 
ferner  durch  RückgaDg  auf  z*  und  z : 

J    Y^ 

-Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  partikulären 
Integrale  y^  und  ^2  in  die  Formel  2),  so  ist: 


8) 


y=rjci+ci/-^.-M^j. 


Das  allgemeine  Integral  derDifferenzialgleichung  1)  würde  sich  also 
jederzeit  entwickeln  lassen,  wenn  man  nur  eines  ihrer  partikulären 
Integrale  anzugeben  wüsste.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt 
es  zwar  keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich 
die  Substitution  von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe 
ist,  wie  bei  den  Differenzialgleichungen  erster  Ordnjung. | 

Beispiel  1.    Die  gegebene  Diffetenzialgleichung  sei: 

und  behufs  der  Auffindung  eines  partikulären  Integrales: 

wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  lerhält : 
2J[i 


X 


+  (6^-f  Jfc2^)  +  (12^3+fcMi> 


aus  dieser  ergeben  sich  fiir  die  Coeffiicienten  folgende  Werthe: 

^1  =0,     ^2  =  —  — ,     .48  =0,       ^  =  + 


g    ,     ^Z  —      y       ^  —  -p  g^^, 

and  es  ist  daher: 

y_  A)  |1  —  y-^Tg   +    1.2.3.4.5        '•' 
Dieser  Ausdruck  lässt  vermuthen,  dass: 

Ao   sinkx       ,    .  -    ,        „       sinkx 

M  =  -r- . und  einfacher   Y  = 

^  k       X  X 

ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung  sein  werde ,  was 
sich  in  der  That  bestätigt,  wenn  man  Y  für  y  in  Nro.  4)  substituirt. 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral : 
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sink  SB  {  eothx] 

oder  endlich,  ind«m  man  C3  =^ —  CqIc  setzt: 

-^       •  CnCoakx-^-Cnsinlcx  ^ 

5)  y= ! i . 

X 

Beispiel  2.   Die  gegebene  Differenzialgleichtmg  sei:  "■ 

und  hypothetisch: 

y  =z  Aq  -{-  Aix  -\-  A^x^  -\-  ÄzX^  -\- 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
^,  ^8,  A^  etc.  leicht,  A^  und  Ai  bleiben  unbestimmt^und  man  hat* 

Dies  wäre  schon  das  aUgemekie  Integral  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit  .der  folgenden: 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe^^*  der  Dif- 
ferenzialgleichung  6)  und  kann  demnach  für  Y genommen  werden; 
die  Formel  3)  giebt  nun: 

7)  »  =  *«^"*jc^+q,-/^*— •< 

II.    Betrachten  wir  endlich  die  allgemeinste  lineare  Differenz 
zialgleichung  zweiter  Ordnung: 

so  liegt  die  Vermuthung  nicht  fern,  dass  ihr  Integral  von  ähnlicher 
Form  wie  das  Integral  der  ähnlichen  Pifferenzialgleichung  1)  sein 
werde;  wir  nehmen  daher  analog  der  Gleichung  2): 

^^  y  =  wiyi  +  «iy2 


r 
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und  verstehen  dabei  unter  yi  und  y^  die  beiden  partikulären  Inte- 
grale der  einfacheren  Gleichung: 

'»>      ^+^.^+^»=». 

unter  %  und  u^  zwei  noch  unbekannte  Funktionen  von  x.  Die  letz- 
teren bestimmen  wir  nach  der  schon  im  vorigen  Paragraphen  bei 
Nro.  II.  angewandten  Methode,  welche  man  die  Variation  der  Con- 
stanten genannt  hat.     Unterwerfen  wir  ui  und  u^  der  Bedingung: 

80  wird  der  Differenzialquotient  von  y 

^=«.-35-  +  --^^ 

wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y,  y'  und  y"  in  die  Gleichung  8) ;  dadurch  nimmt  letz- 
tere die  folgende  Form  an: 

da     dx  dx   dx  ^' 

Der  Voraussetzung  nach  genügten  yx  i^<^  ^3  ^'^^  Differenzial- 
gleichung  10),  daher  verschwinden  die  mit  Ui  und  u^  multiplizirten 
Glieder ,  und  als  zweite  Bedingung  für  %  und  u^  bleibt : 

dx  dx  dx  dx 

Aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  findet  man: 

du^  _  Xy^ 

dx  dy^  dy^ 

^'    dx         ^'d7 
du^_  Xyx 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differensialquotienten  einer  gebrochenen 

^hinktion  —  mit  |-^|  bezeichnet: 

dux X  du^ X 

dx 


»•  fc]' ' "  »■  fö]' 
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Durch  Integration  folgen  hieraus  die  Werthe  von  «i  und  U}, 
nach  Formel  9)  endlich  ist 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  8). 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differenzialgleichung 

zunächst  die  einfachere  Differenzialgleichung 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  betrachteten  identisch  ist,  so  sind  nach 

Formel  5) 

coskx      \  sinkx 

yi  =  — -—   und  t/3  ==  — - — 

X  X 

die  partikulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel   13)  giebt  nun 

15)  y  = Y^~T I  ^sinkxdxU r^"t^/  ^^o^^^^A 

als  allgemeines  Integral  von  Nro.  14). 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei 
_.  d^y  l   dy     .      1  _ 

^^>  "5^-7^^+^^  =  ^' 

mithin  die  entsprechende  einfachere  Gleichung: 

dx^         X     dx    ~    x^  ^  ~    ' 
Als  partikuläres  Integral  derselben  findet  man  x  und  als  allgei 
meines  CiX  -|-  C^xlx^   mithin  yj  =  j?,   y^  =  xlx  und  nach  For 
mel  13) 

17)     y  =  0?    Ci  —  /  L-y/^  dx  I  +  ^^^  I  (h-^- 1  Xdx   \ 
als  allgemeines  Integral  der  Differenzialgleichung  16). 


§.  109. 

Nichtlineare  Differenzialgleichungen  zweiter 

Ordnung. 

Wenn  eine  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  lineir 
ist,  noch  einer  der  in  den  §§•  105  und  106  betrachteten  Formen  ao- 
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iehört,  mithin'  keine  der  Grödsen  o?,  y,  -p   in  ihr  fehlt,   so  hat  man 

knr  wenig  Mittel  zu  ihrer  Integration.     Das  nächstliegende-  ist  of- 
ienbar,  durch  Substitution  neuer  Yariabelen  eine  der  früheren  For- 
nen  herbeizuführen;  um  aber  zahlreicher  Versuche  überhoben  zu 
lein  und  eine  möglichst  vortheilhafte  Substitution  rasch  zu  finden, 
binn  man  sich  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen'. 
Letztere  besteht  immer  darin,    dass  man  die  Differenzialgleichung 
forerst  durch  Weglassung  eines  ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  spe- 
dalisirte  Differenzialgleichung  integrirt  und  nun  dem  Integrale  der 
dlgemeinen  Differenzialgleichung  dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem 
[Jnterschiede ,  dass  man«  die  Grossen,  welche  in  dem  Integrale  der 
Q)ezialisirten  Differenzialgleichung  als  willkürliche  Constanten  figu- 
rirten,  als  unbekannte  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  an- 
seht.    Eine  Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  folgende.     Die  ^Q^'^" 
oene  Differenzialgleichung  sei 

nrorin  X  und  Y  Funktionen  von  x  und  ^  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differenzialgleichung  einfacher: 

K>  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 

d\i  -fXdx 

voraus  y  selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  nun,  ob  der 
Differenifeialgleichung  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  y'  einen 
Lnsdmck  von  derselben  Form  setzt,  aber  au  die  Stelle  der  Integra- 
ionsconstante  C  eine  neue  Funktion  z  von  x  treten  lässt.  Mittelst 
ler  Substitutionen 
,.  dy_ -fXdx        <Py   _/dz^  \    -fXdx 

'-'  dx  — "  '      d««  —  \dx  -  ^V 

'erwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

^der,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

dz         dz      du  ^fXdx         dy 

dx         dy      dx^  dx 

itattfinden : 

dy     ^  1  dx 
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Da  im  Allgemeinen  y*  von  l^ull  yerschieden  ist,  so  mnss  d# 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  DiflereiKl 
zialgleichnng  mit  gesonderten  Variabelen  und  zwar: 

z  =  C^e  ; 

femer  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

dy         ^    -/Ydy    -fXdx 

hier  sind  die  Variabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 

dem  allgemeinen  Integrale: 

/fYdy  r —fXdx 

e         "^  dy  =Co  I  e  d«  4»  C^.  ^ 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Curve  zv 
finden,  in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  u  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Beditecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  u,  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  a  und  der  Subtan- 
gente  t  ist  Bezeichnen  wir  mit  ft  :  1  das  gegebene  Verhaltniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

2xt 

man  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  u  gerechnet  wird: 

X 


/du 


a 

femer  für  die  Subtangente 

dy         du       d^  u 
^  '  dx         dx   '   dx^  ' 
nach  Substitution  der  für  y  und  t  angegebenen  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 

d^u     i    ±_du  _^  (duY  _  ^ 
dx^    ^    X    dx  u    \dxj  ' 

welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt^  wenn  man  sich  u  für  / 
geschrieben  denkt.     Nach  Formel  3)  wird  uun 

du 

wo  die  Fälle  f*  =  j  und  ^  ^  J  zu  unterscheiden  sind.      Der  ers» 
Fall  giebt 

luz^Colx-^Ci,     u  =  €^'x^'; 


/ 
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Ifner  durch  Differenziation  und  Aenderung  der  Constanten 

y  =  Js:^, 

ko  Parabeln.     Im  zweiten  Falle  wird 


ti  =  [(l— 2ft)(Coi^-fCi)]^    ^^ 
athin  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

y  =  —  (AU  4-  B)^^^^. 

Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  u 
it  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
ibenen  Punkt  ;ffo  ^o  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  ft  =  J ,  ^  =  6^^ 
I  =  —  &2  ^^^  gQ  gij^^  (jie,  Werthe  von  y ,  t  und  u :  ' 


-(t)' 


id  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  ft  =  |;  die 
^he  u  ist  hier  von  der  Stelle  a  =  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
e  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung 
öder  zu  der  vorigen  Form  noch  zu  den  in  den  §§.  105  und  106 
(trachteten  Fällen,  so  muss  man  zur  Integration  durch  Reihen  oder 
trch  bestimmte  Integrale  seine  Zuflucht  nehmen,  wie  in  §.  111  ge- 
igt werden  soll. 

S.  110. 
Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Wenn  es  schon  für  die  Differenzialgleichungen  erster  und  zwei- 
p  Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
sht  befremden,  dass  die  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen 
r  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
lat  sind  es  nur  die  linearen  Differenzialgleichungen,  Über  deren 
tegration  etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

L    Wir  betrachten  zunächst  die  Differenzialgleichung : 
(f*y      ,  cP^'^^y     ,  äP'~~^y  ,  ,  dy    .  ^ 
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worin  ai ,  03 ,  •••  <^n  konstante Coef&cienten  bezeichnen  mögen.  SeU 

man  y  =  e  ,  indem  unter  X  eine  noch  unbestimmte  Ck)nstante  b( 
griffen  wird,  so  verwandelt  sich  die  Differenzialgleichung  in  di 
algebraische  Gleichung: 

2)  A"  +  a,A"-i  +  «,  A— 2+...4-«„_iA+a„  =  0, 

deren  n  Wurzeln  Ai,  A2,  •  •  •  A^  heissen  mögen.     Jeder  von  de 

Ausdrücken 

XiX        l^x        X^x  Xf^x 

bildet  ein  partikuläres  Integral  der  Gleichung  1),  das  allgemein 
Integral  derselben  Ut: 

3)  y  =  Qe^^  -f  Q«^""  +  •  .  .  +  0^e^^\ 

und  man  wird  sich  leicht  davon  Überzeugen ,  wenn  man  den  vorst« 
henden  Werth  in  die  Differenzialgleichung  1)  subsütuirt  und  beacli 
tet,  dass  Ci,  62,  .  .  .  6yj  willkürliche  Constanten  sind. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modifikation,  wenn  mehrere  Woi 
zeln  der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich  oder  wenn  aj 
imaginär  sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  Ai ,  A3 ,  As  gleich,  so  seti 
man  vorerst  A3  =  Ai  -j-  d,  A3  =  A4  -|-  £  und  entwickele  die  Expo 
nenzialgrössen ,  in  denen  d  und  S  vorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (Q  +  Qj  +  Q)  e^*  +  (Q«  +  Qe)  0:^ 

+  I  (Qj  ö^  +  Q  a«)  a?2  e^^-f  etc 

+  Q^*^  +  C^e^^  4-  •  •  •  +  ^n«^^; 
unter  dem  „etc.^^  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  di 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  d  und  s  enthalten.      Setzt  ma 
Q  _^  C2  4-  C3  ==  C,  Qö  +  Qa  =  C",   endlich  1(0^6^  -}-  Q«J 
=  C",  und  lässt  schliesslich  ä  und  €  in  Null  übergehen,  so  wird: 

y  ==  (C  +  Ca?  +  C"a?2)  e^  -|.  Qc^*^  +  .  . .  +  C„  c^nar. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  ein^ 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  k  gleidl 
Wurzeln 

Aj    ■        Ag    '         A3    «   •   •   ■         Ai. 

in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integi 
die  folgende  Gestalt:  * 

4)       y  =  (C  +  Ca?  +  C"a:2  -f  .  .  .  4-  C^^-'^^a^-^)  e^^ 

Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  in  so  fem  eine  Umänderal 
ein,  als  jede  der  entsprechenden  ExponenzialgrÖssen  in  einen  ^eelll 
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und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
stanten complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  107  ge- 
schehen ist. 

U.  Das  Verfahren,  nach  welchem  das  allgemeine  Integral  der 
Differenzialgleichung  l)~aus  ihren  partikulären  Integralen  zusammen- 
gesetzt wurde,  bleibt  dasselbe  für  die  allgemeinere  Differenzial- 
gleichung : 

sind  nämlich  ^i ,  ^2  ?  •  •  •  Vn  ^^^^  "  verschiedenen  partikulären  Inte- 
grale, so  ist  das  allgemeine  Integral: 

*)  y  —  (\yi  +  <^2y2  +  •  •  •  +  ^ny^ 

m.     Betrachten  wir  noch  die  Differenzialgleichung : 

7)      £:i^x.^  +  x,^-f.... 

,  •  •  +  ^n-1  d^+^ny  =  -^1 

^nnd  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  speziellen 
Falle  ^  =:  0  integriren  könne.  Nennen  wir  yi ,  ^2  ?  ^3  ?  •  •  •  ^n  ^^® 
partikulären  Integrale  der  spezialisirten  und  mit^Nro.  5)  überein- 
stimmenden Differenzialgleichung: 

so  lässt  sich  vermuthen,  dass  das  Integral  der  allgemeineren  7)  von 

f  ^ 

ähnlicher  Form  wie  Nro.  6)  sein  werde,  und  wir  nehmen  deshalb: 

8)  y=  wiyi  +  «2^2  +  •  •  •  +  ^nyn^ 

wo  ui ,  ti2 ,  .  .  .  ti„  noch  unbekannte  Funktionen  von  x  bezeichnen. 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n — l)mal,  setzen  aber  den  je- 
desmaligen zweiten  Theil  des  Differenzialquotienten  der  Null  gleich; 
Idiese  leichte  Rechnung  giebt: 

dx-""'  dx^"^  dx  ^'-^''^  dx' 


dui    ,  du2 


du. 


'  ds   dx     '     dx  dal  d*    dx 

u.  8.  w. ; 
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i 

*  =  u, T-  4-  u.  V  +  . .  +  M_ -, 

■^  d«»-2    <«*  "'"   d««-2    d«    "f  •  •  "•"  ^^j»-2    d«  ~"'l 

endlich  bei  nochmaliger  Differenziation : 

d»y  d»yi    ,         <?*y»   _L  ,         '^Vn 

— *-  =  «1  — —  +  «»  — *—  +  •••+««  

d««  da»  ^       da»    ^  ^    "  d«» 

I 

wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differenzialgleichung  7)    zn   erfüllen  ist.      Nach    Substitution  der 

dy       d^y  (Py 

Werthe  von  y,  r;^,    -r-^,    .  .  ,  — -  und   mit  Beachtung  des  Um- 

Standes,  dass  jede  der  Funktionen  ^i?  ^2,  •  •  •  y^  der  Gleichung  Ö){ 
genügt,  verwandelt  sich  die  Differenzialgleichung  7)  in:  i 

j^n— 1    da?      ■"    dd?^~^  dx     '    '  *    '     da?**""^    ^ä? 


Mit  den  Gleichungen  9),  10),  11)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

du^      du2       du^  du^ 

dx  ^     dx  ^     dx  ^    '  '  '   dx 
die  folgenden  n  Beziehungen: 

dui      .  du2       ,  ,  ^^n  ^ 

^yi    dui  dy^    du^  ^  ^«^  _  ^ 

da?     dx    ~^    dx     dx  "^  '  '  '  '  '^    da     dx 

dx^     dx     '     da?«     da?      ''••••      dx^    dx 


d^^^yi    dui        d^-^y^  du,  i    f!_!^  ^  ^  0 

^^n-2    da?      '      dx^^^   dx      '     •  '  *  *  "t"    ^^n— 2     da? 

da?*»—!    ^a?    "^    dx^"^   dx    'T  '  '  '  '  'V    ^^n— 1    da?  ' 
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welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.  Man 

dui       du2  ^^n  . 

kann  demnach  -■; —  ,    -^— ,    .  .  .  — —  jederzeit  bestimmen  und  erhält 

da        ax  dx 

sie  als  Funktionen  von  «r,  etwa 

dui   <i«Q   «^«n 

daraus  folgen  Ui ,  Uj ,  .  .  .  u„  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  8) : 

y  =  yi[J  Xi  d^  -^  (\^-\-  y^yj  Xi  dx  -^  cA-\- 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  7). 

§.     111. 

Integration  durch  Reihen  und  bestimmte  Integrale. 

Wie  bei  den  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung,  so  greift 
man  aueh  bei  den  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen  in 
allen  den  Fällen  zur  Integration  durch  Reihen,  wo  die  bisher  ange- 
gebenen Mittel  ihre  Dienste  versagen.  Das  Verfahren  an  sich  bleibt 
dasselbe  wie  früher,  ist  auch  schon  in  §.  108  angewendet  worden 
und  w^ürde  keiner  besonderen  Erwähnimg  weiter  bedürfen,  wenn 
nicht  der  Umstand  hinzuträte,  dass  es  nicht  selten  glückt,  die  ent- 
wickelte Reihe  durch  bestimmte  Integrale  zu  summiren.  Man  er- 
langt in  diesem  Falle  den  grossen  Vortheil,  die  unbekannte  Funk- 
tion in  geschlossener  Form  darzustellen  und  im  Voraus  die  Fälle 
öbersehen  zu  können,  in  denen  die  Integration  auf  gewöhnlichem 
Wege  gelungen  sein  würde.  Ein  ausgezeichnetes  Beispiel  dieses 
Verfahrens  bietet 

die  Riccati'sche  Differenzialgleichung,  welche,  ob- 
gleich von  der  ersten  Ordnung: 

1)  T^  +  ay^  =  hxf^ 

dx     ^ 

für  beliebige  fi>  nicht  unmittelbar  integrabel  ist.  Sie  lässt  sich  übri- 
gens auf  eine  in  mancher  Beziehung  einfachere  Differenzialgleichung 
zweiter  Ordnung  bringen,  indem  man  setzt: 

^^  ^  =  Tzd^^ 

wo  z  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet;  es  wird  nämlich: 

So  hl  0  milch,  Analysls.  ^2 
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3)  -r-T  =  ab  x^ z  =  C^ xf* Zy 

wenn  c^  zur  Abkürzung  für  ah  dient.     Wären  die  partikulären  In* 
tegrale  Zi   und  Zi^  der  linearen  Differenzialgleichung  3)  bekannt^' 
so  würde 

4)  z  =z  (\zy  -\-  C2Z2 
das  allgemeinere  Integral  derselben  sein  und  man  hätte 

5)  y  = 


C^Z2*  1     z^*  +  Cz.^* 


a     Ol  Zi  —  C2Z2  a     Z\  — |-  Cz^ 

als  allgemeines  Integral  der  Riccati^schen  Gleichung. 

Um  nun  die  Differenzialgleichung  3)  zu  integriren,  setzen  wir 
65  z  =  AxP  -[-  ^1  j?Pi  +  ^2  ^P*  -[-.... , 

indem  wir  sowohl  die  Coefficienten  als  die  Exponenten  vor  der  Hand 
unbestimmt  lassen;  aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folgende: 

=  c'^xf^{AxP  4-  AixVi  -f  A^xP'^  -\- }, 

welche  besteht,  wenn  das  erste  Glied  linker  Hand  verschwindet  und 
im  Uebrigen  die  Coef£cienten  und  Exponenten  beiderseits  gleich 
sind.     Demnach  hat  man  folgende  Gleichungen : 

i>n  —  *^  =  f*  +  Pn-1 '  ^nPn  (Pn  —  ^)  =  ^^  \-\^ 

in  denen  der  Reihe  nach  n  =  1,  2,  3  etc.  zu  setzen  ist.  Die  erste 
Gleichung  kann  auf  zweierlei  Weise  erfüllt  werden,   durch  p  =  0 

und  durchjp  =  l;  die  erste  Annahme  giebt2?i=fi-|-2,  jP2  =  2ft-|-^' 
j?8  =  3  |Lt  -{-  6  etc. ,  woraus  sich  nachher  Ai^  A^^  A^  etc.  bestim- 
men; man  erhält  überhaupt: 

Ac'^x^f'+^ 

+  (^+l)(|;t+2).(2^+3)(2ft+4).(3^+5)(3|it+6)+- 

und  im  zweiten  Falle  p  =  1 : 


+  (^+2)  (ft+3) .  (2  /i+i)  (2  H-5) .  (3H-6)  (3  H-7r  * " 

Beide  Ausdrücke  für  z  sind  partikuläre  Integrale  mit  der  einei 

willkürlichen  Gonstante  A.     Giebt  man  ihr   in   der  zweiten  Glei 


X 


Cap.  XX.  §.  111.    Integration  durch  Reihen  und  bestimmte  Integrale.     499 

■ 

chung  einen  anderen  Werth  als  in  der  ersten,  so  ist  das  allgemeine 
Integral : 

^  '~     (    ~^(H-l)0^2)"^(M-l)(^2).(2^-f-3)(2H-4)"'"-i 

+       r  +  (H-2XfH-S)+0^f2)0t+3).(2^4)(2M-5r  'T 
Die  Summen  der  beiden  vorstehenden  Reihen  lassen  sich  leicht 
auf  folgendem  Wege  finden.     Es  ist  identisch : 

1 

0 

0 
und    wenn    zur  Integration    der  einzelnen  Glieder   rechterseits    die 

Formel 

1 

*(i_,2)P^i  ,9-1  dt  =  ^y^^H> 

^  ^  2rip-\-lq) 

verwandelt  wird,  so  wird  aus  der  Reihe  die  folgende: 

'■     ^'  VFis)  "•"  1 .2  r(H-i)  '•'  1-2..4  r(»-|-2)  "f"  •  •  •  J- 

Hier  kann  man  noch  dieWerthe  von  fC^),  Jr(|),  fCj)  etc.  an- 
geben und  r'C»-}-!),  /'(«-(- 2)  etc.  durch  Fiß)  ausdrücken;   dies 

giebt  zusammen: 

1 

«•2  «*4  ^6 

~  ^  "^  m+  1.2.5(5+1)  "^  1.2.3.5(5+l)(5-f  2)  +  •  •  • 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

wo  I  zur  Abkürzung  dienen  möge,  femer  einmal 

—  *^ — ' —       dann  8  —  - — ■ — 


/* 


2'     "-"""  — ^+2' 

so  erhält  man  im  ersten  Falle  rechter  Hand  die  in  Nro.  7)  mit  Ä 
multiplizirte  Reihe  und  linker  Hand  als  Summe  derselben: 

32* 
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im  zweiten  Falle  verwandelt  sich  die  obige  Beihe  in  die  mit  Bx 
multiplizirte  Beihe  der  Gleichung  7)  und  ihre  Summe  ist: 

r  (>t±l\      1  '  ^ 

Nach  Substitution  dieser  Summen,  wobei  man  die  vor  den  In- 
tegrralzeichen  stehenden  Faktoren  mit  den  Constanten  A  und  B  zii 
neuen  Constanten  Ci,  Q  verschmelzen  kann,  wird  aus  Nro.  7): 

9)  z  =  CiJ    (1  —  «2)     2^+4  (^1/  _^  ^-l^j  ^^ 

0 

1         a- 

0 

Ein  Blick  auf  diese  Formeln  zeigt,  dass  für  solche  fi,  durch 
welche  einer  der  Exponenten  von  1 — t^  zxjl  einer  ganzen  positiven 
Zahl  wird,  die  eine  oder  andere  der  bestimmten  Integrationen  aus- 
führbar ist,  und  zwar  die  erste,  wenn: 

|it-f-4  4n 

=  n — 1,     also  fi  =  — 


2/1*4-4  ~  '  '  2n— 1' 

die  zweite,  wenn: 

ft  .^,.  4» 

—  -t — h — T  =  n,        mithm  w  =  —  *:; — j-rr* 
2|X-|-4  '  ^  2»+l 

Setzt  man  im  ersten  Falle : 

1 

10)  Ai— tT""^  («^^  +  «~^^)  ^«  =  -z; 

0 
und  im  zweiten 

1 

11)  X   y  (1  — «2)n  ^^U  j^  g~l/)  dt=zZ, 

0 
80  ist  2?  jedesmal  ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung 

^L±  _  c^xf^z  =  0, 
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und  das  vollständige  Integral  lässt  sich  mittelst  der  Formel  3)  des 
J.  108  finden,  wenn  man  z  für  y,  Z  für  Y  und  -Xi  =  0  nimmt.  Wir 
gelangen  so  zu  dem  Resultate,  dass  für  die  unter  der  Form 

ION  ^^ 

stehenden  fi  das  vollständige  Integral  der  Differenzialgleichung  3) 
entwickelbar  und  zwar  folgendes  ist: 

13)  «  =  Z  j  Ci  +  Gj/'-fr 

wobei  Z  der  Formel  10)  oder  der  Formel  11)  entnommen  wird,  je- 
nachdem  in  Nro.  12)  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt. 

Es  muss  übrigens  bemerkt  werden,  dass  die  Formel  9)  zwar 
für  alle  positiven  ft,  nicht  aber  für  jedes  negative  ft  gilt.  Ihre  Her- 
leitung beruhte  nämlich  auf  Eigenschaften  der  Gammafunktionen,  die 
für  negative  Werthe  der  Argumente  (oben  p  und  q)  im  Allgemei- 
nen nicht  mehr  bestehen.  Daher  müssen  in  der  vor  Nro.  8)  ver- 
zeichneten Summenformel  die  Grössen  s  und  s  —  ^  positiv  sein  und 
vermöge  der  nachherigen  Substitutionen  folgt  jetzt ,  dass  in  Nro.  9) 
das  erste  Glied  ein  brauchbares  partikuläres  Integral  ist,  wenn  ft 
zwischen  — 2  und  — oo  liegt,  dass  femer  das  zweite  Glied  als  par- 
tikuläres Integral  dienen  kann,  wenn  ft  zwischen  0  und  — 2  enthal- 
ten ist,  und  dass  für  — i'^fi^  —  oo  die  Formel  wieder  allgemein 
gilt.  Bezeichnen  wir  die  in  Nro.  9)  vorkommenden  bestimmten  In- 
tegrale kurz  mit  Ji  und  ^2)  so  ist 

allgemein:     z  =  CiJi  -\-  Qt/j.r,       für  oo   ]>>  /x  ^  0, 

partikulär:     z  =  CJj  ^2^»  ii     ^   >  ft  ^  —  2> 

partikulär:     z  =:  (\Ji  „  — 2  >>  ft  >  —  4, 

allgemein:     z  =  CiJi  -f-  C2J2^'i        i^ — 4  >  f*  Z>  —  <»  . 
Es  bleiben  jetzt-  noch  die  Fälle  ft  =  0,  ft  =  —  2  und  (1  =  —  4 

Ibrig,  in  denen  die  Formel  9)  ihre  Brauchbarkeit  verliert.    Man  hat 

lun  für  ^  =  0 

14)  i^^"^^'- 

Bithin  nach  §.  107: 


, — ex 


15)  z  =  Cie^^  +  C^e 

Für  ft  =  —  2  ist  die  Differenzialgleichung 

<Pz    _    c^z 

nd  sie  geht  mittelst    der  Substitution  z  =  x^^   WO  A  noch  unbe- 
feimmt  bleibt,  in  die  Gleichung 

X  ß—l)  =  ca 
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über,  aus  der  sich  zwei  Werthe  von  A,  nämlich: 

finden,  das  allgemeine  Integral  der  Differenz  ialgleichung  16)  ist  daher: 

17)  z^CiA+qA 

Wäre  endlich  ft  =  —  4,  die  Differenzialgleichung  folglich: 

18) 


dx^         x^ 


so  substituiren  wir: 


z  =:jre^, 


wo  k  eine  noch  unbestimmte  Grösse  bezeichnet;  dies  giebt: 

k  k 

d^z  k^    -, 


^  =  (l  -^)e^' 
dx        \  X  J 


dx^  x^ 

mithin  aus  Nro.  18)  ib^  =  c^  oder  fc  =  +  c;  das  allgemeine  Inte- 
gral ist  demnach: 

19)  z  =  x  (Cie^  +  C^e^  ^). 

Nach  diesen  Erörterungen  kennt  man  unter  allen  Umständen  das 
Integral  der  linearen  Differenzialgleichung  3),  und  es  bedarf  das- 
selbe nur  in.  dem  Falle  einer  kleinen  Umformung,  wo  c^  negativ, 
also  c  imaginär  ist ;  diese  Umwandlung  hat  aber  nach  Cap.  IX.  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit. 


§.  112. 
Fortsetzung    und    Schluss. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren  bot 
sich  zwar  insofern  von  selbst  dar,  als  der  Gedanke,  eine  unendliche 
Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral  zu  summiren,  nicht  fem  liegt, 
aber  die  Ausführung  dieser  Summation  hängt  d^von  ab,  dass  man 
ein  bestimmtes  Integral  kennt,  welches  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  darstellt;  in  dieser  letzteren  Beziehung  ist  man  immer  nur  an 
einen  glücklichen  Griff  gewiesen.  Um  diese  Unsicherheit  einiger 
massen  zu  beseitigen,  und  gleichzeitig  den  Umweg  über  die  unend- 
liche Reihe  zu  ersparen,  kann  man  gleich  von  vornherein  versuchen» 
ob  nicht  ein  bestimmtes  Integral,  welches  die  unabhängige  Varia- 
bele  (.r)  als  Constante  enthält,  der  Differenzialgleichung  genüge. 
Wie  dies  möglich  ist,  wollen  wir  an  der  Differenzialgleichung : 
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dti 

zeigen,  worin  «oi  ötn  •••  ^f^?  ^o>  ^i?««*  ^n  gegebene  Constanten  be- 
deuten sollen. 

Geleitet  durch  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  versuchen 
wir,  ob  der  Ausdruck: 

y  =z  J  e^Vdu 

die  Gleichung  1)  befriedigen  kann,  wenn  V  eine  Funktion  von  u 
allein,  a  und  ß  schicklich  gewählte  und  von  f  unabhängige  Inte- 
grationsgreuzen  für  u  bezeichnen.  Die  Differenziation  der  Gleichung 
2)  giebt: 

4^  =  /  «e^«*  Vdu,^    ^—  fu^e"^  Vdu ,  u.  s.  w. , 
dx      J  dx^      J 

«  ♦  a 

und  wir  haben  nun  die  Werthe  von  y-,  y*t  y**  etc.  in  die  Gleichung 

1)  zu  substituiren.  Dabei  lassen  sich  die  in  Beziehung  auf  u  con- 
stanten  Faktoren  Oo  -)-  ^o  ^  ^  «i  -|-  ^i  a?  etc.  unter  die  Integralzeichen 
stellen  und  ann  alle  Integrale  zu  einem  einzigen  zusammenziehen; 
das  Resultat  ist: 

.  j\üo+U^Ae^''Vdu  =  0, 

a 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

£^0  =  «0  +  «1  w  +  ^  "^  +  •  •  •  +  ^n"^ 
Ui  =  bo  +  hu  -{-  b^u^  -}-...  -{-  b^u"". 

Um  nun  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  genügen,   schreiben  wir 

sie'  in  der  Form: 

ß  ß 

2)  füoe^'  Vdu-i-x  Jüie'^'*  Vdu, 

und  wenden  auf  das  zweite  Integral  die  theilweise  Integration  an; 
unbestimmt  integrirt  ist  v 

mithin  durch  Einführung  der  Grenzen  «=/?,«  =  «: 
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?  ß  »  ' 

xJUi  Ye^  du  =  [  üi  Ve^]  —J^^l  ^  e^  du, 

a  a       a 

wobei  unter  dem  ersten  Gliede  rechter  Hand  der  Rest  verstanden 

wird,  welcher  bleibt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  üi  Fe***  erst  « 
=  /3,  dann  w  =  a  setzt  und  beide  so  erhaltene  Spezialwerthe  suV 
trahirt.     Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende : 


r..^.y„.K-^j 


e*«  du  =  0, 
/  au      i 

a      a  ^ 

^und  diese  ist  für  jedes  a  erfüllt,  wenn  gleichzeitig  die  beiden  Rela- 
tionen : 

ß 

3)  üoV-^^^^  =  0,  [l7ie*'*F]  =  0 

a 

stattfinden.  Aus  der  ersten  Gleichung,  die  eine  gewöhnliche  Dif- 
ferenzialgleichung  mit  der  Unbekannten  Fist,  ergiebt  sich  bei  Aus- 
führung der  Diflferenziation  und  Trennung  der  Yariabelen: 

dV_üo,  dü^ 

V  —   üi"^    U^  ' 

mithin  durch  Integration: 

IV  =  j^du  —  lUi  +  ConsL-, 

zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  den  Werth  des  Integrales  rechter 
Hand  mit  g?  (m)  ,  d.  h. : 

4)  9  (w>  =  /  du. 

setzen  Conat.  =  IC  und  haben  so : 

5)  F=-^6^(«). 

Nachdem  F  seine  Bestimmung  gefimden  hat,  wenden  wir  uns  an  die» 
zweite  Bedingung  in  Nro.  8),  sie  lautet  nunmehr: 

ß 

6)  p'^  +  ^'C«)!— 0. 

i 

Um  sie  zu  erfüllen,  braucht  man  nur  diejenigen  Werthe  von  u  zu 
ermitteln,  wodurch  der  eingeklammerte  Ausdruck  denselben  Werth, 
etwa  Ä",  erhält  oder  mit  anderen  Worten  die  Gleichung: 
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aufzulösen;  heissen  «i,  Mg, ...  m^  die  Wurzeln  derselben,  so  ist: 

biglich  die  Bedingung  6)  befriedigt,  indem  man  der  Reihe  nach 
r  =  Wi,  «2,  ...  Uffi—V  ß  ^^^  ^29  ^31  •••  ^m  setzt.  Vermöge  der  für 
f  angenommenen  Form  und  nach  erfolgter  Bestimmung  der  Werthe 
ron  a,  /3  und  F"  kennen  wir  nun  folgende  m  —  1  partikuläre  Inte- 
^ale  der  Gleichung  1): 


Ui  Mg 


0        y.  =  Q/^«-«-H'M,     y,  =  q, /!|^a-+K«), 


•  •  •  •  ym— 1  —  ^m— 1  ^     j;-  ^     i  ^v  /  , 


m^— 1 


md  wegen  der  linearen  Form  der  Diflterenzialgleichung  genügt  ihr 
luch  die  Summe: 


••••  +  ^'»V^*"'^'^"^- 


m — 1    • 


Wb,tg  7»  =  n  -j-  1,  so  würde  y^-Lj  das  allgemeine  Integral  =  y 
ein ;  ausserdem  ist  auch  y^  nur  ein  partikuläres  Integral.    • 

Man  kann  sich  rückwärts  leicht  überzeugen,  dass  der  in  Nro.  8) 
verzeichnete  Ausdruck  in  der  That  der  Gleichung  1)  genügt ;  es  be- 
larf  hierzu  nur  gewöhnlicher  Substitution  und  der  vorhin  benutzten 
heilweisen  Integration;  man  erhält  statt  der  Gleichung  1)  die  fol- 
[ende : 

leren  Glieder,  zufolge  der  für  wi,  W29  ••  •  ^m  getroffenen  Bestim- 
nungsweise,  einzeln  verschwinden.  Die  obige  Gleichung  Hesse  sich 
iber  auch  dadurch  erfüllen,  dass  man  den  Ui,  U3 ,  ...  u^  andere  und 
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zwar  solche  Werthe  ertheilte^  bei  denen  die  Ausdrücke: 

die  Formen: 

Bim,         B^f{x),         B^fix),.... 

annehmen,  wo  ^i,  jB2,  ...  irgend  welche  Constanten  bezeichnen; 
es  bliebe  dann  noch  die  Bedingung: 

10)  B^(\  +^3^2  +  ...  +  B^^^C^^^  =  0. 

übrig ,  vermöge  deren  nur  Q ,  CJj ,  ...  Gj^__2  beliebig  gewählt  wer- 
den können,  C?^_x  aber  durch  die  Gleichung  selbst  bestimmt  wird. 
Beispiel   1.    Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

11)  ^  4^  +  2  «  4^  —  /52^y  =  0, 
^  cfa?2    ^  dx        ^     ^  ' 

so  ist  nach  Formel  4) : 

^M + gp  («)  _  (^2  _  ^  2)«  eXM^ 

Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  «  erhält  der  letztere  Aus- 
druck einen  und  denselben  Werth  und  zwar  den  Werth  Null  für: 

W  =  +  /J,       M  =  —  ^,M  =  +0O, 

wobei  das  obere  Zeichen  einem  positiven,  das  untere   einem  nega- 
tiven X  entspricht.     Man  hat  daher  für  positive  xi 

y=:Ci    y  (m2_|}2)«-1  e^du-i-Cz  y  (««— /52)«-l  e^^du, 
—ß  — 00 

oder  auch,  wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  u  an  die  Stelle  von 

u  treten  lässt: 

ß  00 

-ß  ? 

und  für  negative  x: 

y  =  CiJ  (««— /J*)"-^  e^rfa+CJj  A««— /J«)"-^  e^rf«. 

-ß  ß 

Beide  Formen  lassen  sich  in  eine  zusammenziehen,  wenn  man  untei' 
dem  zweiten  Integralzeichen  ^  x  schreibt  und  das  obere  Zeichen 
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für  positive,  das  untere  für  negative  x  benutzt.     Setzt  man  noch  ü 
=  ßt^  so  ist  jetzt  das  vollständige  Integral : 

1  ,00 

12)       y  =  Ä   fit^—l)''-'^eP^^dt'j-Bf(t^—lY-^e^P''^dt 

—1  1 

Ausfuhrbfir    auf  gewöhnlichem  Wege    werden  beide  Integrationen, 

tt  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Beispiel  2.   Die  Differenzialgleichung  sei  ähnlich  der  vorigen : 

80  hat  man  nur  ß  y  —  1  =  ^  i  an  die  Stelle  des  früheren  ß  treten 

zu  lassen;  die  vor  Nro.  12)  stehenden  Formeln  geben  dann: 

ßi  00 

-/9t    ^  ßi 

mittelst  der  Substitution  u  =  ßti  wird  aus  dem  ersten  Integrale: 

Äi  j  (p—lf^  \co8ßa!t-{-isinßxi\dt 

—1 

1 

'^       =21  2Äi  f  {t^  —  iy-^^cosßatdt, 

0 
weil  der  zweite  Theil  des  Integrales  verschwindet;  femer  hat  man: 

00 

Ca   y  (m2+/J2)«-1«^^«c?w 

ßi 

=  Qi    Am2+/5^)"""^  «^^«dw-.  Clj  Am2-|-^2)«~1  e'^^^'du, 

0  .      ^       . 

wo  im  ersten  Integrale  u  =  ßt^   im  zweiten  «  =  ßit  gesetzt  wer- 
den möge.    Dies  giebt  als  Werth  des  Integrales: 

00  1 

B  fip  + 1)*"""^  e^ßf xtdt'-BiJifi—  lf-\co8ßat qi i sinßxt)dt, 

0  0 

und  mit  dem  vorigen  zusammen: 

1 


\ 


y  =  f 


(<2_1)«— 1  [ßÄ—B)icosßa:t+Bsinßxt]dt 
0 


00 

4-  B  J{tß-\- 1)«- 1  e^^^*'  d 
0 


1 
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oder  endlich,  wenn  man  (2Ä  —  B)i  =  Ci^  "^  B  =z  C^  setzt: 


1 


14)  y=  I  (t'^-^rf'^iCiCosßxt'^C^sinßxt^dt 

0 

T  Q  y  (<^ + 1)"""^  ^  ^""^  ^^• 

0 
Die  DifFerenzialgleichungen  11)   und    13)  stehen  übrigens    in    ge- 
nauem Zusammenhange  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  behandelten 
Differenzialgleichung : 

15)  -T-r  —  c^a^z  =  0. 
Betrachtet  man  nämlich  nicht  x^  sondern  den  Ausdruck: 

als  unabhängige  Yariabele ,  so  treten  folgende-  Substitutionen  ein : 
dz  dz     dx\         dz       Igt 

dx-       '  dx\     dx  dxi 

d(—) 
d^z  dz     ,       i«-_i    ,        \dxi/    dxi       i 

dx^         dxx     '  '        dxi         dx 

dz    ,      i„_i  ,     d^z       ,. 


x^f* 


Andererseits  ist  nach  Nro.  16): 


^z 
d. 


x={Qii^l)x,}f'+\ 
mithin: 

d^z 
Mittelst  dieser  Werthe  von  x  und  -r-r-  geht  die  Differenzialgleichung 

15)  in  die  nachstehende  über: 
oder  nach  gehöriger  Hebung : 
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Li. 


)iese  Gleichung  stimmt  mit  Nro.  11)  überein  und  lässt  sich  nach 
^ro.  12)  integriren,  indem  man  a?i  für  ar,  x;  für  y,  c  für  /J  und 

—       ^ 

"-  2fi+4 

etzt,  wobei  ft  entweder  positiv  oder  zwischen  —  2  und  —  oo  ent- 
alten sein  muss,  damit  die  Voraussetzung  eines  positiven  a  erfüllt 
rerde;  nach  geschehener  Integration  ist  für  Xi  sein  Werth  aus  der 
rleichnng  16)  wieder  einzufahren. 

Beispiel  3.    Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

md  h  positiv.  Hier  ist  nach  Formel  4)  wegen  Oq  =  Oi . . .  =  cin^i 
=  0,  a„  =  1,  ^1  =  ^2  ...  z=  b^  =  0: 

)er  Ausdruck  e^"*^"^W  erhält  einen  und  denselben  Werth  und  zwar 
en  Werth  Null,  wenn  a!U'-\--(p(u)  irgendwie  negativ  unendlich  wird, 

enken  wir  uns  m**"«^^  als  bestehend  aus  (-f-  1) .  m**  i  ^ ,  so  ist  nament- 
ich  klar,  dass: 

n+1 

esetzt  werden  darf;  bezeichnen  wir  mit  pi,  ^2?   Psi  •••  Pn-l-l  ^^® 

n+1  ^ 

-f-  1  Werthe  von  V-pl,  d.  h.  die  n-f-1  Wurzeln  der  Gleichung : 

9)  ^H-l  —  1  =  0, 

►  kennen  wir  n  -f-  1  Werthe  von  ti,  für  welche  e^'^r^W jedesmal 
8r  Null  gleich  wird;  jene  Werthe  sind  nämlich  (>i  oo ,  9200,  ... 
^  I  i  CO  .    Demnach  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Differenzial- 

[eichung  18)  nach  Formel  8)  gebildet: 
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PjQo  P300 


1— /rtz     ' 


...  -\-  B^fe^-'^"' 


du^ 


^n» 


wobei  Ci  =  Bih^  C^  =  B2b^  etc.  und  zur  Abkürzung  -7- — |— - 

b(n-j-i] 

=  c  gesetzt  worden  ist.    Um  eine  bequemere  Form  zu  erhalten,  zer« 

legen  wir  jedes  Integral  nach  dem  Schema : 

ß  ß  « 

Jf{u)  du  =  Jf(u)du  —  J  f{u)du, 
((  0  0  . 

und  vereinigen  die  gleichen  Integrale;  dies  giebt: 


0 

c 

n 


P^oo  ^n+l^ 


.;.  +  (,B^^i-B^)Je^-<^'"'^^du  +  Br,Je^-<^'''^^du, 

0  0 

oder  auch: 

0  0 

. . .  +  A^fe^-^'''^^  du'[-A^j^^f(F^^''^^du, 
0  0 

wobei  die  n  -|-  1  Constanten  ^1,  ^g?  •••  ^+1  ^'^^  Bedingung: 

A  +  ^2  +  ^3  +  ••  •  +  ^n+1  =  ^ 
unterworfen  sind.     Setzt   man   endlich   in    den  einzelnen  Gliedei^ 
dieser  Reihe:  1 

^1  =  Q  Pl »     ^2  =  Q  ^29  •  •  •  ^n+l  =  ^n+1  ?n+l »       | 
u  =2  Q^t    ,       w  =  pat    ,...M  =  p„^i«, 

so  ergiebt  sich  schliesslich: 
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w 

20)  y-=  j\(k  «9.=^'+  Q  ee»^'+ . . .  +C„^j  /n+l ^'j  e-c'"+^dt 

0 

r  CondiU  A  _|_  ^  _|_..._^  .S±l  _  ol 

als  allgemeines  Integral  der  Differenzialgleichung  18)  oder   der  von 
Ihr  nicht  verschiedenen: 

21)  ^_  J'     .  =  0    ,         o>0. 

Beispiel  4.     Eine  völlig  ähnliche  Behandlung  gestattet  die 
Differenzialgleichung : 

Man  hat  nämlich: 


q>(u)  =  -f- 


i(n+l)  ' 

and  um  jden  Ausdruck  ß^"  i  ^W    zum    Verschwinden    zu    bringen, 

braucht  man  nur : 

n+1  

u  ==  V 1  .   00 

zu  setzen ,  wodurch  xu  -\-  g)(u)  =  —  oo  wird.  Sind  nun.  Qi  ,  p2i 
p3,  ...  (>„_Li  die  »  -(-  1  Wurzeln  der  Gleichung: 

22)  '  ()^+l  +  1  =  0, 

so  verschwindet  e^"+^Wfür  w  =  ^loo  ,  9300  ,.  •  •Pn-l-l'^  5  ^^^  ^^®' 
ab  bleibt  die  Rechnung  wörtlich  dieselbe  wie  vorhin  und  die  For- 
mel 20)  giubt  daher  auch  das  Integral  der  Differenzialgleichung: 

23)  ^^  +  ^^  =  0,         c>0, 

wenn  man  den  Grössen  ^1 ,  92  ?  •  •  •  9n4-l  ^^  ebenerwähnte  neue  Be- 
deutung unterlegt. 


Cap.  XXI. 
DifFerenzialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen. 

§.  113. 

Integration    der    simultanen    Gleichungen    erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  «-|-  ^  Variabelen  a?,  y,  z^  ...  5,  <,  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form : 

dof  dy 

-^  =/3(^i3^i«^---0  etc. 

bestehen  sollen,  so  müssen  o?,  ^,  2:,  ...  5,  als  Funktionen  von  f  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  würde  darauf  ankommen, 
eine  neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Varia- 
bele  t  und  eine  der  abhängigen  Variabelen,  etwa  ^,  enthielte.    Man 

gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege.    Aus  der  ersten  Gleichung  — 

=  fi  ergiebt  sich  durch  Differenziation : 

dt^  ~  Tue'  dt     •"  Tiy'  dt    '   "•'^  la'  dt  "^  ^T 
Die  angedeuteten  partiellen  Difierenziationen  in  Beziehung  auf  ^,^9 
...  «,  t  sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  .weil  die  Form  der  Funk- 
end?   dy  di 
tion /i  bekannt  ist,  für  die  Differenzialquotienten  -7-,  -^,  • ..  — r- 

dt    at  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  manj 
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erhalt  so  ein  Resultat  von  der  Form: 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  nten  Differenzialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

dx  ,  d^x 

Sehen  wir  för  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können,  um  die  n  —  1  Unbekannten  ^, ;?,...  i  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion gälf e  Gleichungen  von  folgender  Form : 

dx     d^x  tf^^^ayV 

dx    d:^x  d^""^a?\ 


„        ,        dx_  ^2^        iP^^x\ 

—  i^n-lC^^.  at '  dt^  ''"'l^h 


dl^^x' 

de"' 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

cP^x         ,  ^        dx     d^x  d^"-^^\ 

"d.  h.  eine  Differenzialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  f.  Aus 

dieser  bestimmt  sich  x  als  Funktion  von  <,  dadurch  werden  zugleick 

d  X    d^  X 

-— -,  --— -  etc.  bekannt,  und  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 

d%     dt^ 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  y ,  z  ...  8, 

Als  Beispiel  möge  die  Integration  der  drei  simultanen  Glei- 
chungen : 

flohlOmllch,  Analyilf.  83 


^ 
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5)  f  =  «(y  +  ^),  ^  =  ^(-+^)^    Tt  =  y^+^ 
Yorgenommen  werdeu.     Man  erhält  aus  der  ersten  Gleichung: 

^'^  -  J^^     I    ^ 
dt^  ~     \dt  "^   dtJ' 

dy.  de 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  -r-  und  -r-  : 

a<  dt 

6)  ^=  a(/J-fy)fl?+a)/y+a/Jir;  .  I 

die  zweite  Differenziation  und  nochmalige  Substitution  giebt: 
d^a 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich. 
y  und  ;r,  nämlich: 

1  id^a  a  dx  rQ  \     ^    \ 

1  id^x  dx  ro  \     \    \ 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren,  oder  kürzer,  man 

dx  • 

setzt  in  Nro.  7)  —  für  a  (y  -[-  z)  und  hat  so : 

•   •   •    •  •  ••'.-• 

d^  X         r*     n         I        /i   I  I    /•       ^*r 

—  =  2a/Sya?-f(a/3-[-ay-f/3y)  -j^. 

Diese  lineare  DifiTerenziälglisicihuiig  duritter  Oh^diiuhg  hat  imöh  §«  110,  L 
zum  vollständigen  Integral: 

•  •  •  • 

11)  X  =  (\e^^-^  (72«^^+  QeH 

wo  ^1,  ^2,  Ag  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung: 

12)  A3  =  (aj3-f  ay  +  /J>')A+2a/Jy 

sind.    Die  Formeln  9)  und  10)  liefern  y  und  z^  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differenzialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden ,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  t 
und  t  darbietet;  diese  Differenzialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.     Um  nachher  alle  übrigen  Variabelen  y,  ;8,..i 


Cap.  XXI.  §.113.  Integration  der  simultanen  trleichungen  erster  Ordnung.  515 
zu  finden,  bedarf  es  noch  der  Integration  einig*er  Ilülfsgieichungen, 

welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  a?,  -7-  etc.  be« 

dt 

kannt  gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen : 

dienen ,  welche  den  speziellen  Fall  a  =  ß  =  y  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3A  -f-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2 ,  Xg  =  A3  =±:  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  fiir  a  aufgestellten  DiflTerenzial- 
gleichung  ist  jetzt : 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfuhrt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  j3  —  y  =z  0  und 
y  =  ^  wird.  Dieser  Uebelstand  Hesse  sich  zwar  beseitigen,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6) : 

—  =  2«  -h  y  +  z, 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d^  X  .    dx 

-äW-'^  +  Tt^ 

woraus  als  vollständiges  Integral: 

14)  '  j?  =  Ce2^+Qc~^ 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten' ab,  so  fallt  z  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
zialgleichung : 

dt    ^  ^  ~  dt  ^  "^  —  '^^'^     ' 
sie  giebt: 

15)  y  =  Ce^^-\-  (\e-K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraktion  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration: 

16)  z  =:  Ce^^ -\- Cze-K 

Die  Werthe  von  x^  y^  z  enthalten  zusammen  vier  Constanten,  mit- 

33* 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  w^  y^  z  gefiindenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  18),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung: 

17)  Ci  +  q,-f  Q  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 

5.  114. 

Simultane    Differenzialgleichungen    höherer 

Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simultanen  Differenzialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differenzialquotienten  der  abhängige^  Variabelen  x^  y ,  z^  ...  s  ent- 
halten.   Setzt  mau  nämlich: 

dx  _^    ,      cP^  da* ^^      d^x  dx^' ^^^ 

dt—"^'    'dF~'dt~'''  "575"—  dt  ""*  '•••• 

dt  —^'     dt^—dt—^'     dt^  —    dt    —^    '•••• 

u.      s.      w. 

und  sieht  x* ^  ar",  o?'",  ...  y*^  y**^  y"S  u.  s.  w.  als  neue  Variabele 
an,  so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differen- 
zialgleichungen z.  B.: 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

dv*         ^  dx* 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  .r,  y,  x'  ^  y*  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anza- 
wenden,  differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

^2  X*  dv* 

19)  -^  =  2y--^  =  2y-(2«-«'). 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  würden  sich  y  und  y' 
entwickeln  lassen,  namentlich  wäre: 


Cap.  XXI.  §.114.  Simultane  DififerenzialgleichangeD  höherer  Ordnungen.  517 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  x^i 

Die  nochmalige  Differenziation  der  Gleichung  19)  giebt: 

Hier  kommt  bereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x ;  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  X* : 

d^x         d^x     ,  ■     dx 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differenzialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist: 

A4  —  A2  +  4X  —  4  =  0, 
oder  auch: 

A4  —  (A— 2)3  =  (A24-A— 2)(A2— A  +  2)  =  0. 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind: 

Ai Z,  A3 -f-  1,  A3 ,  A4  ~ 

und  daraus  ergiebt  sich  för  x  der  Werth: 

y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  sym- 
metrischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  wel- 
cher die  Difi*erenzialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dx    ,     dy     .     d^x     ,     d^y         ,,     ,     . 

dt  ^  dt  ^  dr^  ^  dt^       ^v*-ry^i 

d.  h.  wenn  x  -^  y  =z  a  gesetzt  wird: 

ds    .    d^8 

dt  ~  dt^  ' 

Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege : 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.18)  füry  seinen  Werth : 
y  =  8  —  x  =  Äe^^^  +  J5e+'  —  x 


518  Cap.  XXL  §.  114L  Simnhiie  PiflcrenaalgieichaDgep  lioheter  Ordnungen 
einfuhrt,  so  gelangt  man  zu  der  Differenzialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhalt  so  x,  dann  y  =  s  —  x. 

'  In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
kation des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differenzialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  x,  y^  ^v?  ™^Q  ^^' 
leichtert  sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x,  y,  je,  ...  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Funktion  von  «,  y,  t^  ...  als  neue  Unbekannte 
einfuhrt  und  für  diese  eine  Differenzialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegimg 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
zialgleichungen : 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differenzialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen ;  die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich  und  wir  be- 
absichtigen daher  vorerst  eine  Differenzialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele : 

22)  r  =  V«2-j-y2 

zu  erhalten.     Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun: 

d%^        ^    dt^  ' 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differenzialquotient ,  nämlich 
der  von: 

dy  da 

dt       ^  dt' 
man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung: 

dy  dx 

deren  Quadrat  des  Folgenden  wegen  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge : 


r 
I 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21): 

dfi        ^       dt*    '  V(xH-y^)' 

Beide  Seiten  sind  ToIIständige  Differenziale ;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit: 

und  die  rechte  Seite  gleich  dem  Ausdrucke: 

2k      xdx-\-ydy  2Jb        _   ,/2fc\ 

-  s^^+y^'    V^»+y2  ^  ""  ~  '^       -^\r  r 
Die  Integration  fuhrt  daher  zu  der  Gleichung: 


\dt 


)+©'=f-- 


Substituiren  wir  sie  in  Nro.  23)   und  bemerken  gleichzeitig,  das» 

dort : 

dx  ^^      dy dr 


«*  +  y*  =  *•*  ^  *  T77  +  y 


r 


dt    ^    ^  dt  dt 

ist,  so  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

'■  I"  - 1  -  \'^ = -• 

welche  nur  r  und  t  enthält.  Sie  ist  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach : 

r  4^  =  y2ikr  — JBr3  — J.2, 
at 

und  omgekehrt,  wenn  t^  die  Integrationsconstante  bezeichnet: 


/r  dr 
V'lkr  —  Br^  —  A^' 


iEine  elegantere  Form  erhalt  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass: 

"— — =«i(^-f)-a-'yj 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A  und  B  durch  neue  Constauten 
a  und  £  zu  ersetzen;  für: 

A^=  iba(l  — «2)  ,         B  =  ^ 

a 

•wird  nämlich: 

/T  dr 


]/7[«»««-(a-r)»] 
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Die  Ausfiihrang  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkdt 
und  würde  eine  Gleichnng  von  der  Form  t  —  'b  =  /W  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  mu38 ,  weil  r  als  Funktion  von  t  ausza- 
drücken  ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  fiihren  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Variabele  i>  ein,  indem  wir: 

25)  r  =  a(l  —  €co<^) 
setzen;  dadurch  wird: 

Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung: 

26)  t  —  eainif  =  (<  —  «ö)  \/  ^ 

nach  ^  aufzulösen*)  und  findet  dann  r  mittelst  der  Formel  25).  — 
Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum ,  a  und  y  selbst  zu  bestimmen,  was 
auf  folgende  Weise  geschieht.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind 

und  -^  echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht; 
r  T 

es  liegt  daher  nahe,  —  =  coBtp^  mithin  -^  =  «n  ^>  zu  setzen,  wo 

T  V 

(p  eine  neue  Variabele  bezeichnet.     Die  Substitution  der  Werthe: 

27)  x=rco8q)y     yz=r8inq> 
in  die  Gleichung: 


*)  Diese  Auflösung  kann  entweder  in  jedem  speziellen  Falle  durch  Ver- 
suche und  nachherige  Correktionen  geschehen,  oder  auch  mittelst  einer  un- 
endlichen Reihe  bewerkstelligt  werden.  Da  nämlich  in  der  obigen  Gleichung 
oder  in  der  kürzeren : 
«)  ip  —  «  «m  ^  ==  ^, 

V  eine  Funktion  von  ^,  mithin  auch  %lf  —  ^  eine  Funktion  von  ^  ist,  so 

darf  man  unter  der  Beschränkung  n  >  ^  >  0 : 

ß)  </;  —  *  =  Bisin»  +  B,«n2^  +  B^sinZ»  +-.... 

setzen ,  wo  es  auf  die  Bestimmung  der  Coefficienten  Bi ,  J^^  etc.  ankommt 

Sie  geschieht  mittelst  der  Gleichung  a)  unter  Benutzung  der  Formel  14)  is 

$.79;  mittelst  einer  Rechnung,  die  hier  nicht  füglich   mitgetheflt  werden 

kann,  findet  sich*- 

,)        B,  =  ±(bit\  1  -^  a«*)i  +     a»o^ 

nl.2..n|         l.(n+l)  ^    1  .2.(n+l)(n-]r2) 

1.2.8.(n+l)(n  +  2)(fr+S)"T~"i 

Näheres  darüber  giebt  des  Verfassers  Schriftchen:  „Die  allgemeine Ui» 
kehrung  der  Funktionen,  Halle  1849.** 
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▼erwandelt  diese  in  die  folgende: 

(  dq>    ,      .        dr 

rco8q)  I   rcosq)  —  +  sintp  — 

(  .       d(p    .  dr 

—  rsinw  {  —  rsinw  -f-  +  co«op  -r" 

^   f  a<     '  ^    di 


=  Viba(l  — «2), 
d.  i.  sehr  einfach 


r«  ^  =  Vfca(l-«»). 


Bringt  man  r^  und  rft  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  für  dt 
seinen  Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird: 

<p  =  a  Vi  —  ««    /      ..y  — , 

und  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  «  co«^) 
für  r : 


q>  =  Vl—B^Jj 


■scosilf 

Diese  Integration  ist  nach  Formel  12)  in  8.^61  leicht  ausfuhr- 
bar, indem  man  a=l,  6r=  —  6,a?  =  i^  setzt  und  unterscheidet, 
ob  der  absolute  Werth  von  6  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit 
oder  ihr  gleich  ist.  Im  ersten  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschrän- 
ken, wird:  

9  =  2  Arctan  l  W  -^-  tanlif  )  -f-  ?Po » 
wo  fpo  die  Integrätionsconstante  ist;  es  folgt  daraus: 

28)  tanlig>  —  (p^)=Y^^tanli>. 

Die  gegebenen  Differenzialgleichungen  werden  also  auf  die 
Weise  integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zu- 
nächst ^  durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  (p  nach 
Formel  28),  endlich  a  und  y  mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt; 
dabei  bleiben  o,  €,  ^o^  9^0  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrations- 
constanten. 
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§.  115. 

Totale  Differenzialgleichungen  zwischen  mehreren 

Variabelen. 

In  allen  bisherigen  Untersuchungen  über  Differenzialgleichun- 
gen wurde  vorausgesetzt,  dass  nur  eine  unabhängige  Yariabele  vor- 
handen sei  und  dass  die  sonst  noch  vorkommenden  Variabelen  be- 
kannte oder  Unbekannte  und  ebendeswegen  zu  bestinmiende  Funk- 
tionen derselben  darstellten.  Das  Umgekehrte  hiervon  würde  statt- 
finden, wenn  eine  der  vorhandenen  Variabelen  als  abhängig,  die 
übrigen  als  unabhängig  veränderlich  angesehen  würden,  und  es  wäre 
dann  die  Aufgabe,  diejenige  Funktion  mehrerer  Variabelen  zu  be- 
stimmen, welche  einer  gegebenen  Differenzialgleichung  genügt.  Da- 
bei sind  jedoch  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  die  Diffe- 
renzialgleichung totale  oder  partielle  Differenziale  enthält.  Wir  be- 
schäftigen uns  zunächst  mit  Gleichungen  der  ersten  Art. 

•Findet  zwischen  drei  Variabelen  x^  y^  z  eine  Gleichung   von 
der  Form 

1)  Fix,y,z)  =  C 

statt,  aus  welcher  sieh  z  als  Funktion  von  x  und  y  bestimmen  liesse, 
so  ist  das  totale  Differenzial  derselben: 

—  dx  -4-  —  dy  -4-  —  dz  =  0. 
2)j?         ^   2iy  ^  ^    ^z       ~ 

SJF*  TiF  "bF 
Die  partiellen  Differenzialquotienten  —  i  T"?  Y~  sind  hier  wie- 

V  X     öy     ö  z  • 

derum  Funktionen  von  ^,  y  und  z^  die  wir  der  Reihe  nach  mit 
9  (^,  ^,  z\  ^  (o;,  y^  ;?),  %  (x^  y^  z)  bezeichnen;  die  vorige  Gleichung 
lautet  dann: 

2)  fpXx,yyZ)dx  -f-  ^ix,y,z)dy  -}-  l(je,y,z)dz  =  0, 

und  ist  das  Schema  einer  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen drei  Variabelen.  Sie  integriren,  heisst  von  der  Gleichung  2) 
auf  die  Gleichung  1)  zurückgehen  und  es  ist  dies  geometrisch  die 
Aufsuchung  einer  Fläche,  welcher  die  in  Nro.  2)  ausgesprochene 
Eigenschaft  zukommt. 

Die  Integration  der  Differenzialgleichung  2)  oder  der  kürzer 
geschriebenen 

3)  q)  dx  -\-  il^  dy  -{-  X  dz  =^  0 

lässt  sich  auf-  der  Stelle  ausführen,  wenn  die  Variabelen  gesondert 


> 
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indi,  d.  h.  9  =  -äT,  ^  =  y,  ,;|r  =  Z  igt,  wo  X,  Y^  Z  Funktionen 

'on  x^  y^  z  allein  bezeichnen;  aus  ' 

0  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0 

Dlgt  nämlich: 

0  I  Xdx  +  /  Ydy  -^  J  Z  dz  =  Const, 

ro  jede  Integration  so  geschieht,  als  wäre  jede  der  Grossen  x^  y^  z 
unabhängig  veränderlich.  In  der  That  bedarf  es  nur  der  totalen 
>itfbrenziation  der  Gleichung  5),  um  zur  Gleichung  4)  znrtickzuge- 
angen. 

Ist  die  Sache  nicht  so  einfach  wie  in  dem  angegebenen  Falle, 
IQ  bringt  man  die  gegebene  Differenzialgleichung  zunächst  auf  die 
?onn      » 

5)  dz  =  —  -^  dx  —  —  dy\ 

%  % 

la  z  eine  unbekannte  Funktion  von  x  und  y  ist,  so  muss  der  Aus- 

inick  rechter  Hand  das  vollständige  Differenzial  derselben  darstellen 

md  dazu  gehört  nach  §.  100  eine  Bedingung,' welche  auf  den  vor-» 

legenden  Fall  angewendet  lautet: 


K-f)  <-^) 


"by  "bx 

Die  Ausführung  dieser  Differenziationen  giebt  bei  Weglassung 
ler  gemeinschaftlichen  Nenner  und  unter  Berücksichtigung  des  Um* 
itandes ,  dass  tp ,  ^  und  %  auch  z^  d.  h.  impHcite  nochmals  x  und  y 
Bathalten : 

^  \ly  ^  -bz   lyj         *  \Sy  ^  Iz  ly) 

^  \hx    '     Iz  IxJ        ^  \7ix  ~  Iz  IxJ 
Beachtet  man  noch,  dass  die  Gleichung  6)  mit 

,  dz  =  -T—  dx  -¥-  T-  dy 

^x         ^    ^y 
Identisch  und  folglich 

^z   w      "hz  if 

}x  ~'~'  %'    ^y~~J 

lein  muss,  so  verwmdelt  sich  die  obige  Bedingung  in  die  folgende: 

''»G-f-ü)+*.6f-:-i)+«-(^-if)=o, 

ind  nur  wenn  sie  erfüllt  ist,  kann  man  in  der  gegebenen  Differen* 
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adalgleichung  z  als  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  $ 
und  y  betrachten.  Die  Nichterfüllung  der  obigen  Determination 
zeigt  dagegen  an,  dass  die  Difierenzialgleichung  keinen  analytischen 
Sinn  hat,  wenigstens  so  lange  nicht  als  zwei  Tariabele  unabhängig 
bleiben;  sie  erhält  erst  Mrieder  eine  Bedeutung,  wenn  man  y  al8 
Funktion  von  x  ansieht ,  sie  reduzirt  sich  dann  auf  eine  Differenzial- 
gleichung  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  z  und  gehört  nicht  mehr 
hierher. 

Das  Bestehen  der  Gleichung  7)  vorausgesetzt,  hat  die  Integra- 
tion der  Differenzialgleichung 

8)  q>dx  -|-  ifdy  -|-  xdz  =  0 

keine  wesentliche  Schwierigkeit.  Denken  wir  uns  die  Integralglei- 
chung jPCx,  y^  z)  =  C  als  Gleichung  einer  Fläche,  von  der  jeder 
Punkt  xy  z  die  Eigenschaft  8)  besitzt,  so  muss  diese  Eigenschaft 
auch  allen  den  Punkten  zukommen,  welche  in  einer  constanten  Ent- 
fernung (etwa  z  =  K)  von  der  «y  Ebene  auf  jener  Fläche  liegen, 
d.  h.  allen  Punkten  des  Durchschnittes  der  fraglichen  Fläche  mit 
der  Ebene,  deren  Gleichung  z  =z  h  sein  würde.  Es  wird  in  diesen 
Falle  dz  =z  0^  die  Differenzialgleichung  reduzirt  sich  auf 

9)  ifdx  -|-  ilfdy  =  0, 

und  das  hierin  vorkommende  z  gilt,  wenn  man  nicht  h  dafür  schrd- 
ben  will,  als  willkürliche  Constante.  Das  Integral  der  Differen- 
zialgleichung 9)  (d.  h.  die  Gleichung  jener  Durchschnittslinie)  führt 
eine  Integrationsconstante  bei  sich,  welche  zwar  von  x  und  y  ira 
ist,  wohl  aber  jenes  als  constant  betrachtete  z  enthalten  kann;  be- 
zeichnen wir  sie  mit  Z^  wo  z  eine  Funktion  von  z  allein  ist,  so  kön- 
nen wir  dem  Integrale  der  Gleichung  9)  folgende  Gestalt  verleihen: 

10)  .      fix,y,z)  =  Z. 

Das  Differenzial  hiervon  ist,  total  genommen: 

11)  l^  dx  -i-  ]^  dy  +  l^  dz  =  dZ, 

öx  *     oy  *     öz 

und  da  die  rechte  Seite  nur  z  enthält,  so  muss  dasselbe  linker  Hand 
der  Fall  sein.  Eliminirt  man  daher  eine  der  Variabelen  x  nnd  y 
aus  den  vorstehenden  zwei  Gleichungen,  so  muss  die  andere  Varia- 
bele  von  selbst  wegfallen  und  eine  Gleichung  zwischen  z,  Z  und  dZ 
übrig  bleiben.  Das  Integral  dieser  Differenzialgleichung  enthalt 
;e,  Z  und  eine  Constante ;  bestimmt  man  Z  daraus  nnd  substituirt  die-i 
*  sen  Werth  in  die  Gleichung  10),  so  hat  man  das  gesuchte  Integnl« 

Die  Differenzialgleichung  z.  B. 

12)  C^xz-i-z^dx  -{-  "lyzdy  —  2(x^-\-y^-^k)  dz  =  0 
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genügt  den  in  Nro.  7)  angegebenen  Bedingungen ;  betrachtet  man 
i  Yorerat  als  Constante,  so  wird  die  Gleichung  12)  zur  folgenden: 

(2a?+i;3)da?'+  2ydy  =  0, 
worin  die  Variabelen  bereits  gesondert  sind;  ihr  Integral  ist: 
13)  0?«  -{-  xz^  -fy^  =  Z. 

Das  totale  Differenzial  dieser  Gleichung  ist: 

(2a!'\-z^)da!  -f-  ^ydy  -{-  2xzdz  =  dZ, 
und  mit  Rücksicht  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  12): 

2      ~^  ~     dz  4-  2az  dz  =  dZ. 

z  ' 

Schafft  man  eine  der  Variabelen  a  und  y^  etwa  die  letztere 
weg,  indem  man  die  Gleichung  13)  zu  Hülfe  nimmt,  so  fällt  auch 
die  andere  Variabele  heraus  und  es  bleibt 

2  — ! —  dz  =  dZ  oder   2  —  = 


z  ~  ^  z  Z+Jk' 

mithin 

Cz^  =  Z-{-k,    Z—  Qz^  —  jfc, 

wo  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.      Das  gesuchte  Integral 

der  Di£Perenzialgleichung  11)  ist  folglich: 

14)  Ä?2  ^  y2  _|_  (-P  -_  C)  2;  +  ib  =  0. 

Hier  wie  in  jedem  anderen  Falle  kommt  also  die  Integration 
einer  totalen  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  drei 
Variabelen  auf  die  Integration  zweier  Differenzialgleichungen  zwi- 
schen zwei  Variabelen  zurück.  Aehnliche  Sätze  würden  sich  für 
totale  Differenzialgleichimgen  mit  mehreren  Variabelen  aufstellen 
lassen.  Enthält  die  gegebene  Differenzialgleichung  verschiedene 
Potenzen  von  dx^  dy^  dz  etc.,  so  kann  man  sie  in  Beziehung  auf 
eine  dieser  Variabelen  auflösen  und  unterscheiden ,  ob  das  Resultat 
von  irrationaler  oder  von  rationaler , Form  ist;  im  ersten  Falle  be- 
sitzt die  Differenzialgleichung  gar  keine  Auflösung  und  hat  überhaupt ' 
keinen  Sinn,  im  zweiten  Falle  ist  die  Differenzialgleichung  das  Pro- 
dukt mehrerer  Differenzialgleichungen  von  der  Form 

9?  da?  -f-  ^  (?y  -|-  %  ^-2  =  0, 

und  wird  integrirt,  indem  man  die  Faktoren  einzeln  als  Differenzial- 
gleichungen behandelt.     Aus  der  Gleichung  z.  B. 
m  dar2-j-  n  dy^-^p  dz'^'Y  2q  da  dy-\-2r  dxdz-^^ady  dz  =  0 
findet  man 

_  —Tdx  —  8dy±VAdx'^'\'2Bdady-\-Cdy'^ 


1 
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wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

r^ — mp  =  Ä^     rs — pq  =  5,     »^  —  np  =  C. 

Welche  Funktion  von  x  und  y  aber  jt  auch  sein  möge ,  so  steht 

dz  doch  unter  der  Form: 

3d?  7iz 

dz  =  r —  da  +  --—  (ivi 

und  es  ist  deshalb  der  obige  Werth  von  dz  so  lange  eine  analytische 
Unmöglichkeit,  als  die  Wurzelgrösse  vorkommt;  wird  aber 

Ädx^  -^2B  dx  dy  -{-  C  dy^ 

zu  einem  vollständigen  Quadrate,  wozu  die  Bedingung  ^^  =  üIC 
gehört,  so  iatdz  rational  und  die  ursprüngliche Differenzialgleichimfi 
das  Produkt  zweier  linearen  Faktoren. 

Das  im  Vorigen  auseinandergesetzte  Verfahren ,  um  vorerst  die 
Bedingung  det*  Integrabilität  und  nachher  das  Integral  selbst  za  fin- 
den, bleibt  im  Wesentlichen  auch  bei  totalen  Differenzialgleichungen 
höherer  Ordnungen  dasselbe,  veranlasst  aber  der  Natur  der  Sache 
nach  weitläufigere  Rechnungen.  Das  äusserst  seltene  Vorkommen 
derartiger  Differenzialgleichungen  überhebt  uns  der  Mühe,  tiefer  ani 
sie  einzugehen. 

§.  116. 
Partielle  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung. 

Wenn  x  und  y  zwei  unabhängige  Variabele  bedeuten,  z  eine 

noch  unbekannte  Funktion  derselben  ist,  und  die  partiellen  Differen- 

7i  z     "       ^  z 
zialquotienten  von  z  durch  -r—  und  ^r—  bezeichnet  werden,  so  kann 

öx  dy 

man  die  Gleichung 
•1)  ^^,,„,,_,    _j==o 

als.  das  allgemeine  Schema  einer  partiellen  Differenzialgleichung  zwi- 
schen drei  Veränderlichen  ansehen,  und  die  Aufgabe  würde  sein,  an« 
der  Gleichung  1)  eine  primitive  Gleichung  von  der  Form  z  =/(*,  y)i 
d.  h.  ihr  Integral  zu  entwickeln.  Denken  wir  uns,  um  die  Sache 
unter  einen  geometrischen  Gesichtspunkt  zu  bringen,  ar,  y,  z  als  recht- 
winklige Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume,  so  bedeutet  die  Glei- 
chung z  =z  f(x^  y)  eine  Fläche ,  welcher  die  in  Nro.  1)  angegebene 
Eigenschaft  zukommen  soll,  und  es  bezieht  sich  diese  Eigenschaft 
auf  die  Lage  der  Tangentialebenen  oder  der  Normalen  der  Fläche, 
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pvie  aas  dem  Vorkommen  der  partiellen  Differenzialquotienten  un- 
xiittelbar  erhellt  (§.  22).  Vermöge  dieser  Bemerkung  kann  die 
Donstruktion  der  fraglichen  Fläche  auf  folgende  Weise  vor  sich  ge- 
len.  Wir  geben  der  einen  unabhängigen  Variabelen  einen  willkür-* 
Ichen  Anfangswerth  Xq^  legen  in  der  Entfernung  ^  =  ^o  eine  Ebene 
parallel  zur  Coordinatenebene  yz  und  zeichnen  in  dieser  Parallel- 
»bene  eine  beliebige  krumme  Linie  z  =  ^  (y) ,  welche  wir  als 
Durchschnitt  der  gesuchten  Fläche  mit  jener  Parallelebene  betrach- 
ten.    Für  jeden  Punkt  dieses  Durchschnittes  sind  a  =  Xq^  y  und  z 

'dz 
bekannt,  ebenso  ist  es  auch  r-  vermöge  der  Gleichung  p  =  ij;  (y). 

Die  Gleichung  1)  kann  jetzt  dienen,  um  ~   zu    bestimmen,    oder, 

O  OD 

"h  Z 

genauer  ausgedrückt,  um  den  Spezialwerth  zu  finden,   welchen  — 

für  X  :=!  Xq  annimmt.     Da  nunmehr  x^  y^  z^  r^  und  -r—  innerhalb 

ox  dy 

der  ganzen  Ausdehnung  jenes  Parallelschnittes  gegeben  sind,    so 

lässt  sich  auch  durch  jeden  Punkt  desselben  eine  Ebene  legen,  deren 

Gleichung,  in  den  laufenden  Coordinaten  |,  ij,  5  ausgedrückt, 

wäre,  und  es  sind  diese  Ebenen  nichts  Anderes  als  die  Berührungs- 
ebenen, welche  die  Fläche  längs  jenes  Parallelschnittes  an  sich  trägt. 
^Geben  wir  dem  x  einen  zweiten  Werth  Xi  =  Xq  -j^  dxQ  und  legen 
wiederum  eine  Parallelebene  zu  yz^  so  vrird  diese  von  jenem  Sy- 
stem der  Berührungsebenen  in  einer  Curve  z  =  il^i(y)  geschnitten, 
welche  bei  der  unendlich  geringen  Verschiedenheit  von  Xq  und  Xi 
als  zweiter  Parallelschnitt  der  gesuchten  Fläche  gelten  muss.  Von 
diesem  Schnitte  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construktion  wie- 
derholen, die  continuirliche  Folge  der  zu  z  =  ^i  (^)  gehörenden 
Tangentialebene  bilden,  dann  zu  einem  dritten  Parallelschnitte  in 
der  Entfernung  X2  =  Xi'-\-dxi  übergehen  u.  s.  w.  So  ist  die  Fläche 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  bestimmt  durch  die  stetige  Aufein- 
anderfolge ihrer  Querschnitte  parallel  zur  t/^: Ebene,  sobald  nur  der 
erste  dieser  Querschnitte  ^  =  ^  (y) ,  x  z=z  Xq  gegeben  oder  willkür- 
lich angenommen  wird.  Wenn  demnach  ausser  der  Differenzial- 
gleichung  keine  weitere  Beziehung  zwischen  x^  y  und  z  vorgelegt 
ist,  so  charakterisirt  sie  eine  unendliche  Menge  von  Flächen,  deren 
spezielle  Gestalt  von  den  Curven  [2;  =  ^  (y)]  abhängt,  durch  welche 
man  sie  hindurchgehen  lassen  will ;  das  Integral  ist  daher  nicht  nur 
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jederzeit  möglich,  sondern  auch  in  sofern  unbestimmt,  als  es  eine 
willkürliche  Funktion  enthalten  rauss.  Dies  bestätigt  sich  analytisch 
leicht,  wenn  man  eine  partielle  Differenzialgleichung  bildet.  Dreht 
man  z.  B.  eine  beliebige  in  der  Coordinatenebene  yz  gezeichnete 
Curve  z  =  if(y)  um  die  Achse  der  z^  so  entsteht  eine  Umdrehungs* 
fläche,  deren  Gleichung  ist 

^  =  t(Var2-|-y*), 
und  man  findet: 

daraus  läast  sich  die  partielle  Differenzialgleichung 

"bz  "bZ 

y  T~  ~  *T~  =  " 

öx  oy 

ableiten,  welche  geometrisch  bedeutet,  dass  alle  Normalen  einer 
Rotationsfläche  die  ^^  Achse  durchschneiden. 

Auf  die  vorigen  geometrischen  Betrachtungen  stützt  sich  unmit- 
telbar die  Integration  der  linearen  partiellen  Difierenzialgleichiingen 
erster  Ordnung,  deren  Schema  ist: 

2)  9  (^^  ^'  ^)  "^  +  *  (*'  2^'  *^  i^  ~  ^  ^^'  ^'  ^^' 

Wie  nämlich  auch  die  zu.  Grunde  liegende  Integralgleichung 
F  (x^  2^9  ^)  =  0  beschaffen  sein  möge ,  so  würde  doch  2,  als  Funk- 
tion von  a  und  y  betrachtet,  derselben  entnommen  werden  können 
und  jedenfalls  die  Gleichung 

3)  dz  =  T-  dx  -{-  r-  dy 

^  ^y       ^^y   ^ 

'2iz 
stattfinden  müssen ;  durch  Substitution  des  Werthes  von—  aus  Nro.  2) 

erhält  sie  die  Form: 

Tiz 

4)  (wdz  —  Xda)  —  (SPdy  — il^da)  -—  =  0. 

oy 

Denkt  man  sich  wie  früher  x  für  den  Augenblick  als  constant, 

so  würde  diese  Gleichung  dem  in  der  Entfernung  x  parallel   zur 

Coordinatenebene  yz  gelegten  Querschnitte  zugehören;  dieser  Quer- 

2i  z 
schnitt  ist  eine  beliebige  Curve,  mithin  r-   eine  ganz  willkürliche 

Grösse  und  die  Gleichung  4)  kann  daher  nur  bestehen,  wenn  die 
Gleichungen 

.5)  ip  dz  —  ;|5  da?  =  0,       ^  dy  —  ^  da?  =  0 

für  sich  stattfinden.     In  der  That  würde,   wenn  die  vorstehenden 
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Gleichungen  nieht  erfüllt  wären,  ans  Nro.  4)  ein  ganz  bestimmter 

Werth  von  r-  folgen ,  und  dies  ist  unmöglich ,  weil  durch   jeden 

Punkt  xyz  eine  unendliche  Menge  von  Flächen  der  verschiedenar- 
tigsten Querschnitte  gelegt  werden  kann,  welche  Flächen  sämmtlich 
der  aufgestellten  Difierenzialgleichung  genügen.  Aus  deli  Gleichun- 
gen 5)  folgt  von  selbst  noch  eine  dritte,  nämlich  ^dz  —  x  ^y^  welche 

2  z  <i  z 

nian  auch  durch  Elimination  von  r—  statt  von  r-    gefunden   haben 

oy  ox 

würde.     Die  Differenzialgleichung  2)  zieht  also  folj^ende  drei  Glei*- 

chungen  nach  sich: 

i^>  dy  —  ^  da?  =  Ol 
tp  dz  —  ;g  d*  =  0, 
lif  dz  —  %  dy  =  Q^     . 

welche  keine  partiellen  Differenziale  enthalten.  Hat  man  aus  zwei 
dieser  Gleichungen  oder  aus  zwei  Combinationen  derselben  durch 
gewöhnliche  Integrationen  ein  paar  neue  Integralgleichungen  abge- 
leitet, so  sind  diese  von  den  Formen 

worin  C  und  Ci  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnoa ,  und  man 
kann  mittelst  der  Gleichungen  7)  x  und  y  durch  z  ausdrücken.  Nach- 
dem dies  geschehen,  verwandelt  sich  die  noch  nicht  näher  bekannte 
Integralgleichung  F  (x^  y^  z)  =  0  bei  Substitution  jener  Werthe 
von  X  und  y  in  eine  neue  Gleichung ,  die  nur  z ,  C  und  Ci  enthält, 

dJ(z.C^Ci) 

etwa  J (z^C^Ci)  =sO;  differenzirt  man  sie,  so  folgt =  0, 

dz 

was  aber  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung  ^(-r,C,Ci)  =  0  kein  z 
mehr  enthält.  Dass  in  der  That  z  von  selbst  aus  der  ^Gleichung 
;f  (;e;,C,C\)  verschwunden  sein  muss,  erkennt  man  übrigens  auch  an 
dem  Umstände,  dass  sonst  entweder  z  constant  wäre ,  oder  C  und  Q 
spezielle  unveränderliche  Werthe  haben  müssten,  was  Beides  mit  der 
Allgemeinheit  der  ganzen  Betrachtung  unverträglich  ist.  Nach  dein 
Verschwinden  von  z  bleibt  nur  Jr(C,  Q.)  =  0  übrig,  woraus  folgt, 
dass  Ci  irgend  eine  nicht  näher  bestimmbare  und  ebendeshalb  will- 
kürliche Funktion  von  C  sein  muss,  etwa  Q  =:if(C)^  oder  nach 
Nro.  7): 

8)  Wix,y,z)=f  [*  (*,  y,  z)]. 

Diese  Gleichung  ist  nun  das  gesuchte  Integral, 

gchlOmlUh,  Analjiif.  ^^ 


530    Cap.  XXL  §.  116.    PartieOd  Diflerenzialgleiclimigeii  erster  Oidnimg. 
Beispiel  1.     Der  partiellen  Differenzialgleichiing 

da  oy 

entsprechen  die  Hülfsgleichongen 

a  dy  —  6  <iaf  =  0,         a  dz  :=  0^ 

d.  i.  ay  —     hx    "=1  Cy  z  =  Ci; 

das  Integral  ist  daher  (\  zz=  f  (C)  oder 

10)  z=f(ay  —  bx), 

was  man  leicht  prüfen  kann. 

Beispiel  2.     Die  im  An&nge  dieses  Paragraphen  erwähnte 
DijBTerenzialgleichung 
...  •  'bz  ^^  A 

'^^  •    .  » ä^  -  *  ä7  = « 

giebt,  auf  gleiche  Weise  behandelt: 

y  dy  -\-  a;  da  =  0^         y  dz  =  0^ 

'     y^    -\-     a^    =C,  z=Ci; 

mithin : 

12)  ^=/(^2  +  y2), 

was  mit  dem  Früheren  der  Sache  nach  übereinstimmt. 
Beispiel   3.     Sei  allgemeiner 

18)  ;s:^+7^  =  Z, 

da  dy 

wobei  X,   r,  Z  Funktionen  von  a?,  y,  z  allein  bezeichnen  mögen ,    so 
sind  die  Hülfsgieichungen: 

Xdy  —   Yda  =  0,         Xdz  —  Zda  =  0; 
in  beiden  ist  die  Trennung  der  Variabelen  sehr  leicht  und  giebt: 
rdy^        fda  _  Cdz        Cda 

J    Y      J   X-^'    7'^~7x=^' 
mithin  als  Integral : 

In  dem  speziellen  Falle 
-.^  a  '^  z         b   2iz         ^,. 

a  da        y  ^y  ^     I     >' 

hat  man-  nach  Formel  14) : 

^^ fi  —  /  \jL         ^^ 

2(a  +  3)  2a  —^^h    "~  17 
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'  um  dieser  Gleichung  melir  Symmetrie  zu  versciiaffen,  geben  wir  ihr 
zunächst  die  Form: 

alt  —  (a+ft)<p«  =  2a(a-f^)/j  ^2^1=1^"  j  =  F^ay^  —  hx^), 

wo  F  eine  neue  willkürliche  Funktion  bezeichnet;  denken  wir  sie 
uns  als  bestehend  aus  F^  (ay* — hx^-^ay'^  —  hx^^  so  wird 

*/  ;b  =  Ä«  +  y«  +  -i-  i?i  {ay^—hx^, 
und  wenn  wir  endlich  z  selbst  bestimmen : 

16)  ;er  =  «**+yV(«y*— *«')- 

Auch  hier  ist  f(ay^  —  bx^)  wiederum  eine  beliebige  Funktion 
von  ay^  —  bx^, 

Beispiel   4.     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei : 

17)  (cy  —  bg) 1-  (az — ex)  r-  =  bx  —  ay; 

die  Hülfsgieichungen  lauten  dann: 

(cy  —  bz)dy  —  (ßz — cx)dx  =  0, 

(cy  —  bz)dz  —  (bx  —  ay)dx  =  0^ 

(bx — ay)dy  —  (az-^cx)  dz  =  0^ 

und  sind  nicht  unmittelbar  integrabel,  weil  in  jeder  von  ihnen  drei 
Variabele  vorkommen;  multiplizirt  man  aber  die  zweite  mit  a,  die 
dritte  mit  i,  und  zieht  jene  von  dieser  ab,  so  bleibt  nach  Hebung 
von  bx  —  ay: 

adx  '-\-  bdy  -\-  cdz  =^  0^  mithin  ax  -\-  by  -\^  ez  =  C, 

Um  ein  zweites  Integral  zu  erhalten,  multipliziren  wir  die  zweite 
Gleichung  mit  — x^  die  letzte  mit  y,  und  nehmen  dieSunmie  beider; 
nach  Hebung  von  bx — ay  wird  so: 

X  dx  -]-  y  dy  -\-  z  dz  =  0^  mithin  x^  -j-  y^  •-\-  z^  ^=  Ci', 

das,  gesuchte  Integral  ist  folglich : 

18)  x^  -\-  y^  -\-  z^  =:f(ax-\-by-\-cz). 

Das  Verfahren,  welches  zur  Integration  der  bisherigen  partiel- 
len Differenzialgleichungen  zwischen  drei  Variabelen  angewendet 
wurde,  passt  wörtlich  auf  den  Fall  einer  grösseren  Anzahl  von  Va- 
riabelen.    Wäre  z.  B.  die  gegebene  Differenzialgleichung: 

worin  u  als  unbekannte  Funktion  von  x^  y^  z  betrachtet  wird,  '9,  ^, 

84* 
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X  und  Ö  gegebene  Funktion  von  j?,  y,  z^  u  ^^ld,  so  würde  man  diese 
Gleichung  mit 

d«  =  — d*4-  ä7''5'  +  37''' 

zusammenhalten,  nämlich  ,—  eliminiren  und  nachher  die  Coefficien- 

da 

ten  von   —  und  j^,  sowie  die  von  r—  und  r-    freien  Glieder    der 
3y  ^e  oy  de 

Null  gleich  setzen  müssen.  Hierdurch  ergeben  sich  drei  Differenzial- 

gleichungen  gewöhnlicher  Art,  deren  Integrale  0=C^Oi=Ci  und 

0g  =  Cg  heissen   mögen.     Zwischen  den  Constanten  C,  Q,  Q   ist 

endlich  noch  eine  willkürliche  Beziehung  F  (C,  Ci ,  Q)  =  0   oder 

C^  =f(C,  Ci)  aufzustellen,  in  welche  für  (7,  (\  und  Q  die  Werthe 

9,  9i^  9%  einzuführen  sind. 


8.  117. 
Partielle  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren, 
welches  in  der  Zurückführung  einer  partiellen  Differenzialgleiehung 
auf  ein  System  gewöhnlicher  Differenzialgleichungen  besteht,  ist 
zwar  mit  einigen  Modifikationen  auch  bei  partiellen  Differenzial- 
gleichungen höherer  Ordnungen  theoretisch  anwendbar,  bringt  aber 
häufig  in  sofern  keinen  wesentlichen  Yortheil,  als  die  Integration 
des  entstandenen  Systemes  von  Differenzialgleichungen  nicht  selten 
eben  so  grosse  oder  noch  grössere  Schwierigkeiten  darbietet,  wie 
die  direkte  Integration  der  ursprünglichen  Differenzialgleichnng. 
Auf  eine  tiefere  Untersuchung  der  Falle  einzugehen,  in  welchen 
jene  Beduktion  in  der  That  von  Nutzen  sein  kann,  fehlt  hier  der 
Baum,  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Betrachtung  einer  be- 
stimmten Klasse  partieller  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnun- 
gen ;  es  sind  dies  die  mit  constanten  Coefficienten  versehenen  linea- 
ren Differenzialgleichungen,  welche  deswegen  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit verdienen,  weil  sie  bei  vielen  Problemen  der  mathema- 
tischen Physik  eine  wichtige  Bolle  spielen.  Das  Verfahren  zu  ihrer 
Integration  besteht  immer  darin,  dass  man  zunächst  ein  partikuläres 
Integral  aufsucht  und  das  allgemeine  Integral  aus  einer  Beihe  par- 
tikulärer Integrale  zusanunensetzt. 
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I.     Bleiben  wir  vorerst  bei  der  schon  besprochenen  Differen- 
zialgleichong 

1)  a--  +  ft-— =  0 

stehen ,  so  liegt  der  Versuch  nicht  fem ,   ihr.  durch  einen  Ausdruck 
von  der  Form 

zu  genügen,  wo  /)  and  y  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Cöef&cien- 
ten  bedeuten;  die  Substitution  giebt 

(a/J  +  ^yX«^^  +  yy  =  0,  mithin  y  = ^  ij, 

o 

wo  /)  völlig  willkürlich  bleibt.     Ein  partikuläres  Integral  der  Diffe- 

renzialgleiphung  1)  ist  also 

z  =  e  ^  oder    z  =  «A^C&a:-ay)  ^ 

wenn  ß  =  bfi  gesetzt  wird;  etwas  allgemeiner  wäre 

welcher  Ausdnick  ebenfalls  der  Gleichung  1)  genügt.  Giebt  man 
den  willkürlichen  Constanten  C  und  fi  verschiedene  Werthe  und  ver- 
einigt die  so  entstehenden  partikulären  Integrale,  so  gelangt  man 
zu  dem  allgemeinen  Integrale: 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  dieser  Ausdruck  von  dem  früher 
gefundenen  z  ^=^  f  (ay  —  hy)  verschieden  zu  sein;  man  überzeugt 
steh  aber  von  der  üebereinstimmung  beider  Formen  auf  folgendem 
Wege.  Sei  zur  Abkürzung  ay  —  fta?  =  u,  ferner  (Xo  =  0,  fti=:V— i, 
fi^  z=z  2V^,  fis  =  Sy^Ti  etc.,  und 

l^n  =  'x    V-1, 
so  erhält  z  folgende  mittelst  Summenzeichen  abgekürzte  Form: 

«  -,  n«u         ^, J?^     .    nnu 

Z  =  U  C^  C08 


Q  A  1  ^ 


Jede  Summe  genügt  für  sich  allein  der  Diffsrenzialgleichung; 
man  hat  daher  als  neues  Integral: 


Ä   .  nitu    .      «  «      .    nnu 


e  =  £  A^  cos  ^ 1~  Z  jB^  sin  -y 

<1.  h.  wenn  man  die  Coef&cienten  A^  und  J9^  nach  den  Formeln  des 
§,  81  wählt,  g  =  ^(m)  =  *(ay— tx),  wie  früher. 
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n.  Wenden  wir  auf  die  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung 

dieselbe  Substitution  an 

so  ergiebt  sich  zwischen  ß  und  y  die  Bedingung: 

4)  ao/32  4-  bor^  +  Co/Jy  +  ai/5  +  Äiy  +  c^  =  0, 

vermöge  deren  sich  t'  durch  ß  ausdrücken  lässt.  Dasselbe  würde  in 
ähnlicher  Weise  bei  einer  linearen  Differenzialgleichung  höherer 
Ordnung  mit  Constanzen  Coefficienten  der  Fall  sein,  und  wir  können 
daher  y  =  tp  (ß)  setzen ,  indem  wir  uns  die  algebraische  Hulfsglei- 
chung  jederzeit  in  Beziehung  auf  y  aufgelöst  denken.  Partikuläre 
Integrale  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung  sind  demnach  alle 
Ausdrücke  von  den  Formen 

eß«  +  9>(ß)y    oder    Ceß^+^(ß)yy 

und  folglich  ist  das  allgemeine  Integral: 

5)  z  =  Co  efioX+9>(Po)y  4-  Qcft*+<PO»i)y 

■^  G,eß^^+9>(iß2)y  -^ 

Die  hier  vorkommende  Reihe  lässt  sich  in  manchen  Fällen  wie 
früher  durch  eine  willkürliche  Funktion  ausdrücken;  so  entspricht 
z.  B.  der  Differenzialgleichung 

6)  —  =  a'  — 

die  quadratische  Hülfsgieichung y2=a«/33,  woraus  y  =  ±aj3  folgt; 
man  hat  daher  sowohl 

als  auch 

Demnach  ist  das  vollständige  Integral: 

7)  ^  =  ^(^+«y)+ 5^(^— ay); 

m  der  That  genügt  dieser  Ausdruck  der  Differenzialgleichung  6) ; 
dass  er  aber  ihr  allgemeinstes  Integral  ist,  erkennt  mto  an  dem 
Vorkommen  zweier  willkürlicher  Funktionen. 

Lässt  sich  die  erwähnte  Zusammenziehung  der  Reihen  nicht 
ausführen,  so  ist  es  nicht  selten  von  VortheÜ,  die  einzelnen  Glieder 
der  Reihe  6)  unendlich  klein,  ihre  Anzahl  unendlich  gross  und  so- 
mit die  Reihe  zu   einem   bestimmten  Integrale  werden    zu    lassen. 
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Man  denkt  sich  nämlich  die  willkürliche  Oonstante  C  als  beliebige 
Funktion  der  Constanten  ß  und  setzt: 

ßi  =  ßo  +  «,       ßi=ßo-\-  2«,       ß»  =  ßo  +  3d,  '.  '.  .  . 
Co  =fißo)S,        (\  =/(|So  +  *)«,     C,  =/(ßo-\-2d)8,  .  .-.  . 
dann  ist,  wenn  n  Glieder  genommen  werden: 

z  =  £  f(ß)eß''+9>^ßyyd, 

und  zwar  bezieht  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  die  Werthe,  welche 
der  hinter  demselben  stehende  Ausdruck  für  j8  =  /9o,  j3o  -|-  9, 
ßo  "4-  2fi,  .  .  .  ßo  -\-  (n — 1)Ä  erhält.     Nehmen  wir  ßQ-^-nd  con* 

staut  =  /3i,  mithin  S  = ,    und    lassen    n  ins  Unendliche 

n 

wachsen,  so  wird  d  =  dß  und 

8)  '  z=    //(/})«/'^+<PWy  dß. 

Der  Gebrauch  dieser  Formel  besteht  darin,  dass  man  aus  einem 
partikulären  Integrale  einer  gegebenen  linearen  partiellen  Difieren- 
zialgleichung  mit  constanten  Coefficienten  und  von  beliebiger  Ord- 
nung sogleich  eine  unendliche  Menge  anderer  partikulärer  Integrale 
ableiten  kann,  indem  man  ß^  ^  ßi  und/(/})  willkürlich  wählt.         ' 

Als  Beispiel  möge  die  Differenzialgleichung 

32?  ,   2f^z 

9)  -—  =  Ä;  r— „ 

dy  öa^ 

dienen.  Die  entsprechende  algebraische  Htilfsgleichung  ist  y  =  kß^ 
=  9>(/3),  mithin 

ein  partikuläres  Integral* von  Nro.  9).  Ein  paar  andere  partikuläre 
Integrale  finden  sich,  wenn  man  ß  imaginär  werden,  also  z.  B, 
ß  y  —    an  die  Stelle  von  ß  treten  lässt;  es  wird  dann 

z  =  (coaßx  4-  Y~i  sinßs)  i^^^^^V , 

oder  wenn  man  die  einzelnen  Theile  nimmt: 

10)  z  =  e-^fi'y  cosßx  und  z  =  e-^^'V  sinßx. 

Wendet  man  auf   das   erste  dieser   partikuläreu  Integrale  die 
Formel  8)  an,  so  ist  auch: 


=/ 


11)  t  =  J  f{ß)e-^l^''y  eosßxdß. 
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also  z.  B.  für  /Iq  =  0,  ft  =  oo ,  /(/8)  =  1,  nnd  nach  Formel  19) 
in  $.  84  i2b  =  x^t  =  ß,  a^  =  ky): 

ION  V^       ""^41^/ 

12)  z  =     ,  j         e  ^    • 

2VT7 
In  derXhat  befriedigt  dieser  Ausdruck  die  Differenzialgleichung 

9),  ist  aber  von  den  vorher  gefundenen  partikulären  Integralen  so 
verschieden,  dass  man  auf  anderem  Wege  (z.  B.  durch  Versuche) 
schwerlich  dazu  gekommen  sein  würde. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorigen,  dass  die  partikulären  Integrale 
einer  partiellen  Differenzialgleichung  sehr  mannigfaltige  Formen 
annehmen  können,  und  dass  ebendeswegen  die  Aufgabe  der  Integra- 
tion einer  solchen  Differenzialgleichung  in  gewisser  Beziehung  etwas 
Unbestimmtes  hat.  Völlig  bestimmt  wird  die  Aufgabe  erst  dann, 
wenn  Nebenbedingungen  hinzutreten,  wie  sie  bei  den  physikalischen 
Anwendungen  der«  obigen  Differenzialgleichungen  in  der  That  vor- 
handen sind.  Es  kommt  in  solchen  Fällen  darauf  an,  dem  allge- 
meinen Integrale  gerade  die  Form  zu  ertheilen,  welche  sich  mit  den 
gegebenen  Nebenbedingungen  verträgt.  Beispiele  hierzu  enthalten 
die  folgenden  Paragraphen. 

§.  118. 
Fortsetzung. 

I.     Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

mithin  u  eine  unbekannte  Funktion  von  äB  und  t;  man  soll  sie  so  be- 
stimmen, dass  sie  sich  für  t  =  0  «uf  eine  vorgeschriebene  Funktion 
von  /p,  etwa  (p(sp%  reduzirt  *). 


*)  Das  physikalische  Problem,  welches  die  Lösung  der  obigen  AuiQgabe 
fordert^  ist  der  Anfang  der  mathematischen  Theorie  der  Warme  und  lautet 
folgendermassen :  man  denke  sich  den  unendlichen  Baom  mit  einer  wärme- 
leitenden Substanz  angefüllt  und  so  erwärmt,  dass  in  allen  Punkten  einer 
auf  der  Abscissenachse  senkrechten  Ebene  dieselbe  Temperatur  stattfindet, 
dass  aber  diese  Temperatur  von  einer  Ebene  zur  anderen  variirt,  wobei 
«'o  =  flp  W  die  Temperatur  sein  möge,  welche  die  in  der  Entfernung  x  senk- 
recht auf  die  2:  Achse  gestellte  Ebene  anfänglich,  d.  h.  zur  Zeit  Null,  erhal- 
ten hat.  Wird  nun  der  Körper  sich  selbst  überlassen,  so  findet  eine  Tem- 
peraturenausgleichung statt  und  am  Ende  der  Zeit  t  wird  in  jener  Ebene 
eine  Temperatur  v  herrschen,  welche  eine  Funktion  von  x  und  t  ist,  etws 
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Da  die  obige  DifferenEialgleichnng  mit  der  unter  Nro.  9)  des 
vorigen  Paragraphen  verzeichneten  Differenzialgleichung  identisch 
ist,  80  können  wir  zufolge  von  Nro.  10)  die  Ansdrftcke 

«1  =  e^^^^*  008 am    und    tij  =  e'~^^^*  sinam 


V  SS  F(x^t)y  und  von  der  man  im  Voraus  weiss,  dass  sie  für  t  =  0  wie- 
der in  q>  (x)  übergehen  mnss.  Um  eine  zweite  Eigenschaft  d^selben  ken- 
nen zu  lernen,  betrachten  wir  den  Gang  der  Temperaturenausgleichung 
näher. 

Als  Ursachen  der  verschiedenen  Temperaturen  eines  Körpers  gelten  die 
verschiedenen  Wärmemengen,  die  er  enthalten  kann;  rechnen  wir  letztere 
den  ersten  proportional  und  nennen  w  das  Wärmequantum,  welches  der  Mas- 
seneinheit zugeführt  werden  muss,  damit  ihre  Temperatur  von  0*^  auf  t; 
Centesimalgrade  steige,  so  ist  to  ^^  Cv  und  dabei  C  ein  nur  von  der  Natur 
jener  Masse  abhängiger  Coefficient,  die  sogenannte  spezifische  Wärme  oder 
die  Wärme,  durch  deren  Aufnahme  die  Temperatur  der  Masseneinheit  um 
1*  erhöht  wird.  Soll  nicht  die  Einheit  der  Masse,  sondern  die  Masse  M 
auf  die  Temperatur  t;  gebracht  werden,  so  ist  Afmal  mehr  Wärme,  d.  h. 
M  ,  Cv  erforderlich,  mithin  das  neue  Wärmequantum  TT  =  BV  .  Cv, 
wenn  B  die  Dichtigkeit  und  V  das  Volumen  bedeutet.  Denken  wir  uns  den 
unendlichen  I^um  zusammengesetzt  aus  parallelen  Cylindem  oder  Prismen 
von  dem  gleichen  Querschnitte  (^ ,  deren  Längenrichtungen  mit  der  lÜchtung 
der  X  zusammen&llen,  so  brauchen  wir  nur  die  Wärmebewegung  in  einem 
aolchen.  Körper  zu  betrachten  und  dann  sind  die  Verhältnisse  folgende.  Die 
Temperatur  v,  welche  der  in  der  Entfernung  x  liegende  Querschnitt  q  am 
Ende  der  iZeit  t  hatte,  wird  sich  während  der  Zeit  dt  um  dv,  oder,  besser 

ausgedrückt,  um  ^  dt    ändern;  dazu  gehört  nach  dem  Vorigen,  dass  das 

St? 
.Volumenelement  qdx  die  Wärmemenge   Bqdx  .  C  rr*  dt    aufgenommen 

habe.,  wobei  natürlicherweise  vorausgesetzt  ist,  dass  in  dem  ganzen  Volu- 
menelemente  qdx  die  nämliche  Temperatur  v  herrsche,  wie  in  seinem  vor- 
deren Querschnitte  7.  —  Um  einen  zweiten  Ausdruck  für  dieselbe  Wärme- 
menge zu  finden,  betrachten  wir  zwei  getrennte  Querschnitte  q  und  q'  =  q 
in  den  Entfernungen  x  und  a?'  <  «,  mit  den  Temperaluren  v  imd  v'  <,  v, 
I>ie  Temperaturenausgleichung  besteht  nun  darin,  dass  Wärme  von  q  nach 
q'  (der  Richtung  der  x  entgegen)  überströmt  und  zwar  um  so  mehr,  je 
^össer  der  entsendende  Querschnitt  q ,  je  grösser  die  Temperaturdifferenz 
V  — V*  und  je  kleiner  der  Abstand  x — x*  ist;  demnach  lässt  sich  die  wäh- 
rend   der    Zeiteinheit    von    q    nach   q*   übergehende   Wärmemenge    durch 

Kn  -- — -7  ausdrücken,   wo  der  Coefficient  K  die  sogenannte  innere  Lei- 

X  "~^  X  ■* 

tungsfähigkeit  der  Masse  bezeichnet.     Für   x'  =  x  —  dx  ^  v'  =  v  —  dv 

as=  V  — T'  dx  geht  der  vorige  Ausdruck  m  Kq  ^    über    und    giebt   die 

'^^ärmemenge  an,  welche  während  der  Zetteinheit  aus  dem  vorderen  Quer- 
schnitte des  Elementes  q  in  den  nächstvorhergehenden,  nicht  mehr  zu  die- 
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als  partikuläre  Integrale  ansehen;  daraus  l&sst  sich  ein  drittes  Inte- 
gral bilden,  indem  man  u^  ^=  Uicosa^-^u^iinrnd'  setzt,  wo  d  eine 
wiUkürüche  Constante  bezeichnet.     Der  nunmehrige  Ausdruck 

2)  us^e-^^^'  oosia—w)(0 

befriedigt  zwar  die  Differenzialgleichung  1),  geht  aber  f ür  <  =  0 
in  008  (-&  —  ai)  m  über ,  während  er  zu  ip  (j?)  werden  sollte.  Aus 
C08(d' — a){0  lässt  sich  jedoch  <p(af)  herleiten,  und  zwar  mittelst  des 
Fouri  er 'sehen  Satzes: 

/<X>  00 

-  00      00 

d.  h.  dadurch,  dass  man  cos  (d'  —  a)G)  mit  r—  (p  (d')  da  d^    multi- 

plizirt  und  nachher  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -f-  oo  integrirt. 
Dieselben  Operationen  geben  auf  u^  angewendet : 

yoo         oo 
je^^^'*''oos(%'—x)&.  Y'(p(P)d&  dd', 

oo      00 

.und  dieser  Ausdruck  erfüllt  in  der  That  alle  Bedingungen.  Da 
nämlich  d'  und  o  von  äf  und  t  unabhängig  sind,  so  unterscheidet  sich 
das  Produkt 

5)  e-^^'^\o8Cd'—a)(ü  ,  ;—<pCd')  den  d» 

sem  Elemente  gehörenden  Querschnitt  des  CyHnders  zurückweicht;  in  der 
Zeit  dt  verliert  daher  das  Volumenelement  qdx   die  ans  seinem  vorderen 

Querschnitte  austretende  Wärmemenge  %o  =  Kq  t-  dt]  dagegen  nimmt  es 
durch  den  am  Ende  (in  der  Entfernung  X'\-dx  befindlichen)  Querschnitt  q 

Wärme  auf,  nämlich  w  +  ^^ —  dx  =  Kq  r~  dt  -^  Kq  r— j  dx  dt.  Der 
unterschied  beider  Wärmemengen  "r*   dx  =  Kq  T~~^dxdt  bleibt  in  dem 

0  X  O  X 

Volumenelemente  und  muss  der  Wärmemenge  gleich  sein,  welche  die  frü- 
her betrachtete  Temperaturerhöhung  des  Elementes  zur  Folge  hatte;  dem- 
nach ist  die  Differenzialgleichung  der  W'ärmebewegung 

bv  b^v 

GCq  T"  dx  dt  ^=  Kq  t-^  dx  dt^ 

oder  bv  b'^v 

wobei  zur  Abkürzung  ^-^==fc  gesetzt  worden  ist.  Schreibt  man  t«  lür  », 
so  hat  man  die  im  Texte  angegebene  Differenzialgleichung. 


4a 
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nur  darin  von  tig,  dass  es  an  constanten  Faktoren  reicher  alstig  oder 
von  der  Form  Us  .  Const,  ist.  £s  bildet  deinnach  der  Ausdruck  in 
5)  gleichfalls  ein  partikuläres  Integral  der  Gleichung  1),  mithin  ge- 
nügt auch  eine  Summe  unendlich  vieler  Glieder  von  der  Form  5), 
d.  h.  das  Doppelintegral  in  4),  der  ursprünglichen  Differenzialglei- 
chung;  ausserdem  wird  für  f  =0  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4) 
identisch  mit  dem  Doppelintegrale  in  Nro.  3) ,  folglich  u  =  q>  (or). 
Der  Werth  von  u  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  die  Reihenfolge 
der  Integrationen  umkehrt  und  in  der  nunmehrigen  Form : 

OO  00 

die  auf  o  bezügliche  Integration  mittelst  der  Formel 

— OO  0 

ausführt;  man  erhält: 

/>  _  (»—g)* 

..     -.OD 

Führt  man  endlich  eine  neue  Yariabele  17  ein  mittelst  der  Sub- 
stitution 

(a- — xY  .         T/ — 

-5^-j^  =  i^S  d.  i.  ^  ===  ar  +  2iy  vT«, 

so  stellt  sich  u  unter  die  elegantere  Form : 

7)  u  =  "7^=  /«-'?*  9  («^  +  21^  VTt)  dri. 

y    %  J 

Auch  hier  ist  die  Prüfung  sehr  leicht;  benutzt  man  für  u  die 
erste  Form  (Nro.  6),  so'  findet  sich,  dass  u  der  Gleichung  1)  genügt ; 
aus  der  zweiten  Form  (Nro.  7)  geht  dagegen  hervor,  dass  für  t=0, 
M  =  ^>{p^  wird. 

II.  Die  DifFerenzialgleichung  sei  wieder  die  nämliche,  die  ge- 
suchte Funktion  w  aber  den  zwei  Bedingungen  unterworfen,  für  i  =  0 
in  ^>ix)  überzugehen  und  für  a?  =  0  zu  verschwinden,  was  auch  t 
sein  möge  *). 

*)  Die  obigen  Bediogungen  entsprechen  in  der  Theorie  der  Wärme 
folgendem  Falle.  Es  sei  der  unendliche  Baum  nur  auf  der  positiven  Seite 
der"  X  mit  Masse  erfüllt  und  erwärmt  wie  vorhin,  an  der  Stelle  a?  =  0  aber 
begrenzt  durch  eine  Vertikalebene,  welche  mit  einer  Wärmequelle  so  in 
Verbindung  steht,  dass  jene  begrenzende  Ebene  fortwährend  auf  der  con- 
stanten Temperatur  c  erhalten  wird.  —  Im  Texte  steht  u  statt  der  Tem- 
peratur V  und  sind  die  beiden  Fälle  c  «s  0  und  c  ^  0  getrennt  behandelt. 
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Die  vorige  Auflösung  ist  jetzt  nicht  mehr  brauchbar,  weil  fdr 
a  =z  0  nicht  u  =  0  wird;  gehen  wir  aber  von  dem  partikulären 
Integrale: 

aus,  so  findet  diese  Eigenschaft  bereits  statt  und  es  kommt' nur  dar- 
auf an,  für  t  =  0,  w  =  9(«)  werden  zu  lassen.  Das  obige  u  giebt 
in  dem  genannten  Falle  shCxm  statt  fp(ß)\  um  letzteres  zu  erhalten? 
nehmen  wir  den  Satz: 

0    0 
zu  Hülfe  und  setzen : 

QO       00 

8)  M  =  —  /    /  e—^"'*sin«Giip(%^)8inm9^  dm  d%^ 

0  0 
was  sich  wie  früher  sehr  einfach  dadurch  rechtfertigt,  dass  das  vor- 
stehende Doppelintegral  die  Summe  einer  unendlichen  Menge  parti- 
kulärer Integrale  von  der  Form  u^, Consta  mithin  selbst  eine  Auflö- 
sung der  Differenzialgleichung  1)  ist.  Kehrt  man  in  Nro.  8)  die 
Anordnung  der  Integrationen  um  und  zerlegt  das  doppelte  Sinus- 
produkt in  eine  Cosinusdiflerenz ,  so  wird: 

00  00 

0  0 

und  durch  Ausführung  der  auf  m  bezüglichen  Integration: 

oder  auch  mittelst  einer  ähnlichen  Transformation  wie  vorhin: 

oo 

10)   u  =  -tL-  /*«-"''*  9  (a?+2i/  V^fcÖdij 
V  n  J 


X 

^2Ylä 
Würde  etwas  allgemeiner  verlangt,  dass  u  =  (pCx)  werde  für 
t  =  0 ,    dagegen   m  =^  c  fiir  /p  =  0 ,    so  würde  man  u  —  c  =  P 
nehmen  und  hätte : 
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3  £^   _      33  27 


d<  dar» 

mit  den  Nebenbedingiuigen  Z7  =  0  für  /ir  =  0  und  XJ  "rrs.  9>  (^)  —  <? 
für  f  =  0 ;  diese  Bedingungen  sind  dieselben,  als  wenn  in  der  vori- 
gen Aufgabe  ü  f^x  u  und  9  (ä)  —  c  für  9  (ar)  gesetzt  worden  wäre ; 
entwickelt  man  TJ  nach  dieser  Bemerkung  aus  Formel  9),  so  ist  nach-    ' 
her  für  die  neue  Aufgabe: 

Sei  beispielsweise  9)(«)  =  0;  es  ist  dann: 

,00  (g— g)'  (J+g)' 


00  ^00 


21^?«  2  Ykt 

welchen  Ausdruck  niah  leicht  auf  folgende  Form  bringt : 

X 

,2)*)  u  =  c[l-^fe-"'är,]. 

^        0 
III.'  Die  Differenzialgleichung  sei  wieder  dieselbe,  die  gesuchte 
Funktion  u  aber  den  drei  Bedingungen  imterworfen  für  t  =  0  in 
9>  (x)  fiberzugehen  und  sowohl  für  o?  =  0  als  fiir  «  =  X  zu  ver- 
schwinden **).    Das  partikuläre  Integral: 


*)  Hieran  knüpft  sich  folgende  interessante  Folgerung.  Sollen  zwei  in 
rerschiedenen  Abständen  Xi  und  x^  liegende  Punkte  in  verschiedenen  Zeiten 
^  und  ti  dieselbe  Temperatur  v  =  u  erreichen ,  so  muss  in  jedem  Falle 
Sie  obere  Grenze  des  Integrales  dieselbe,  mithin : 


Xi       3/jg 


n    VI 

lein;  daraus  folgt  die  Proportion: 


»j   .  lo  ^—  x^     .  x< 


S    ) 


ind  es  verhalten  sich  also  jene  Zeiten  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen. 

**)  Die  zugehörige  physikalische  Aufgabe  lautet:  ein  Stab  von  geringem 
Querschnitte  q  und  der  Länge  A  sei  ursprünglich  auf  irgend  welche  Weise 
rrwärmt  und  dann  in  ein  Mittel  von  der  constanten  Temperatur  Null  ver- 
letzt ,  während  gleichzeitig  die  beiden  Enden  des  Stabes  auf  der  constanten 
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u^  =  e    '^^^  amaß} 
ist  hier  wieder  insofern  brauchbar,  als  es  für  a?=0  den  Werth  Null 
erhält;  damit  es   auch  für  a?  =  A  verschwinde,  d.  h.  «nAco  =0 

werde,  muss  kcD  ein  Vielfaches  von  7C  sein,  also  eo  =  -j-,  wennn 

eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.    Aus  dem  nunmeh- 
rigen partikulären  Integrale: 

e        ^  "  ^     8tn  — z — 
kann  nun  zwar  durch  Integration  die  allgemeine  Form  nicht  herge- 


Temperatar  Null  erhalten  werden;  man  soll  die  Temperatur  v  eines  Fmik- 
tes  nach  der  Zeit  t  bestimmen.    Hat  sich  wie  früher  v  in  der  Zeit  dt  nm 

TT"  d  t  geändert ,  so  ist  die  Wärmezunahme  des  Elementes  q  dx  dem  Aus- 

drucke  BCq  "TT  dx  dt  gleich.    Andererseits  hat  das  Element   qdx  dm^b 

bu 
.  seine  Vorderfläche  die  Wärme  Kq  x —  dt  verloren,  durch  die  Hinterfläche 

die  Wärme  Kq  ~r~  dt  -^^  Kq  rr^dx  dt  aufgenommen,  ausserdem  aber 

durch  Ausstrahlung  in  das  umgebende  Mittel  Wärme  abgegeben.  Heisst 
'  H  die  Wärmemenge ,  welche  die  Fläeheneinheit  der  Staboberfläche  während 
der  Zeiteinheit  in  das  Mittel  entlassen  würde,  wenn  der  Stab  die  constante 
Temperatur  1  behielte,  so  ist  die  Wärme,  welche  die  Oberfläche  m  des 
Elementes  qdx  m  der  Zeit  dt  bei  der  Temperatur  t;  .entlässt,  dem  Aus« 
drucke  Hmdtv  gleich,  oder  wenn  p  die  Peripherie  des  Stabes  bezeichnet, 
=  Hpvdxdt    Nach  Abzug  dieser  Wärme  bleibt: 

bv  b^v 

S  Cq  "TT  dx  dt  =  Kq  T — r  dx  dt  —  Hpv  dx  dt^ 

O  C  Um! 

oder : 

bv  b^v 

ot  ca:^ 

Hp 
wo  k  die  frühere  Bedeutung  hat  und  m  =  ^qqT  ist.      Purch    Einfühnmg 

einer  neuen  Variabelen  u  mittelst  der  Substitution: 

^ — mt 

vereinfacht  sich  die  obige  Differenzialgleichung  und  wird: 

bu  b^u 

bt  bx^ 

Da  femer  v  sowohl  für  a;  «==>  0,  als  für  x  ==  A  verschwinden  soll,  so  musi 
u  dieselbe  Eigenschaft  besitzen;  für  /  ^^^  0  wird  ti  :;=  v  =  Vo  "=  9>(2)< 
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leitet  werden,  weil  CO  keine  stetig  veränderliche  Grösse  mehr  ist, 
wohl  aber  darf  man  eine  unendliche  Reihe  bilden,  deren  einzelne 
Glieder  die  verschiedenen  für  n  ='  1 ,  2 ,  3  . . .  entstehenden  parti- 
kulären Integrale  sind.    Nehmen  wir  zur  Abkürzung : 

so  ist  das  allgemeine  Integral: 

13)  «=  Q  «-l'««««^+  C,  e-  2*«' *m -^  +  Q,  «-»*«*«„ ijfL|_.... 

Für  t  =  0  soll  u  in  9  (je)  übergehen ,  die  bis  jetzt  noch  willkür- 
lichen Constanten  Ci ,  C^^  C^  etc.  müssen  daher  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Gleichung: 

9 (a?)  =  Q m  -T-  -f-  Q ^^  -~T r  Q ^^  ""T r  ••  •  • 

stattfindet.  Der  Vergleich  mit  den  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  lie- 
fert diese  Bestimmung  augenblicklich;  es  ist  nämlich: 

X 

14)  C^  =  -jfq>  (^)  sin  ^d^, 

0 
und  damit  die  Aufgabe  vollständig  gelöst*). 


♦)  Der  vorigen  Note  zufolge  ist  die  Temperatur  v  durch  die  Formel  be- 
stimmt: 

Da  Exponenzialgrössen  mit  quadratischen  Exponenten,  an  sich  schon  sehr 
rasch  abnehmen,  so  kann  man  für  ein  einigermassen  grosses  t  die  Reihe 
luf  ihr  erstes  Glied  beschränken,  also: 

letzen.  Daraus  folgt  ejn  interessantes  Gesetz.  Für  drei  Punkte  in  denEnt- 
ernungeo,  |  -  n ,  |,  |  -)-  «  mit  den  Temperalnren  Vi ,  Vg,  v^  ergiebt  sich 
lamlich: 

^  ^      '     ''^   =  cos  — -; 

ß  steht  also  das  arithmetische  Mittel  der  Temperaturen  zweier  Punkte  zu 
er  Temperatur  des  mittleren  Pui^ktes  in  einem  Verhältnisse,  welches  nur 
pn  der  gegenseitigen  Entfernung  dieser  Punkte  abhängig  ist,  mithin  für 
erschiedene  1  und  gleiche  a  dasselbe  bleibt.  Die  Erfahrung  bat  dieses  Ge- 
^tz  bestätigt. 
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S.  119- 

S  c  h  1  u  s  s. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  BestimmuDg  derjenigeo  Funk- 
tion y  zweier  Variabelen  x  und  f;  welche  erstens  der  partielleQ  Dif- 
ferenzislgleichuDg : 

1)  ^  =  «»äi? 

*'  3(»        *    ix' 

genfigt,  die  zweitens  i1]r  t  ^  0  in  die  gegebene  Fnnktion    9)  (c) 

übergeht,  und  welche  endlich  noch  die  Eigenschaft  besitzt,  dasa  ibr 

partiell  nach  t  genommener  Differenzialquotient  -^  fUr    t  =:  0    zu 

einer  gleichfalls  voi^eschriebenen  Funktion  if  (')  wird*). 

Vermöge  der  Identität  der  obigen  Differenzialgleichang  mit 
der  unter  Nro.' 6)  in  g.  117  betrachteten  Gleichung  würde  y,  wenn 
es  nur  an  die  Bedingung  1)  gebunden  wäre,  von  der  Form: 


*)  Die  Bewegung  scbwiDgender  Saiten  gescbidit  m  üeberein^tinuntuig 
mit  den  obigen  Bedingungen,  irie  man  auf  folgende  Weise  sehen  kaiiiL 
Zwischen  zwei  festen  Funkten  A  und  B  ist  eine  Salt«  ausgespannt,  deren 
Lange  AB  ^  X  und  deren  (ieiricht  p  sein  möge;  durch  irgend  welch« 
Mittel  hat  man  sie  aus  ihrer  natürlichen  geradünigen  Lage  heraus  in  die 
Form  emer  durch  die  Gleichung  y„  =  ip{x)  dargestellten  Curve  gebracht 
jedem  ihrer  Funkte  eine  Anfangsgeschwindigkeit  ertheSt  und  sie  darauf  si« 
selbst  überlassen.  Am  Ende  der  Zeit  t  mögen  AM  =  x  und  AfP  ^  | 
(Fig.  G4)  die  Coordinaten  «önea  Funb 
^'^'  ^*-  tes  der  Saite  bezeichnen,  indem  aiA 

derselbe  von  sdner  anräugUchen  L*^ 
ge  P,   nach  P  bewegt  hat;    femat 
sei^^rc^P  =  e,  MM-  =  dx,  PF* 
3«  j 

■=:  d»  1=  -r~  dx ,  mithin  die  MasJ 

des  Bienenies  PF'  gleich  -^    di 
wo  g  die  Beschleunigong  der  Schwere  bedeutet.    Nach  bekannten  dynam! 

sehen  Prinzipien  ist  die  eine  Masse  M  bewegende  Kraft  =  M-r^,   al 

vorliegenden  Fall  =  -^  —  d«  — ^;  sie  muss  den  Kräften  gleich  ad 
welche  aus  der  Verbindung  des  Elementes  PF'  mit  den  übrigen  Theilen  dl 
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sein,  wo  O  und   ^  zwei  willkürliche  Funktionen  bezeichnen;  zu- 
gleich ist:  - 

3)  1^  =  ^  {^(ar  +  xO  —  W'ia—xt)}. 

Um  die  Funktionen  0  und  W  den  weiteren  Bedingungen   der  Auf- 
gabe anzupassen,  setzen  wir  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  <  =  0, 

indem  wir  beachten,  dass  in  diesem  Falle  y  in  q>  (a?)  ujid  -r-^  in  ^(/») 

o  t 

übergeht;  es  wird  so: 


Saite  herrühren.    Nennen  wir  Q  und  Qi  =  Q  -f^  r —  dx  die  in  den  Punk- 

O  tu 

ten  P  und  P'  nach  den  Richtungen  der  Tangenten  an  der  Curve  wirkenden 
Spannungen,. 80  wird  das  Element  PP'  einerseits  von  der  Vertikalcompo« 
nente  der  Kraft  Q  herab-,  andererseits  von  der  Vertikalcomponente  der 
Spannung  Q,  hinaufgetrieben  und  es  steht  folglich  PP'  unter  der  Einwir- 
kung der  beiden  entgegengesetzt  wirkenden  Kräfte : 


Q  -T-  und  Q  + 


<^^>' 


^8  ^a 

Die  Differenz  derselben  giebt  die  bewegende  Kraft  und  es  ist  daher : 

gX    "bx    ^t^  bx 

Um  diese  Dififerenzialgleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  an,  dass  sich 
die  Saite  nur  wenig  von  der  geradlinigen  Form  entferne  mithin,  ^a  für  T^s 
genommen  und  Q  als  constant  angesehen  werden  kann.    Dies  giebt: 

'^TF—^  3x»   ***'"    3t«-*   3*2' 

wobei  zur  Abkürzung  ?  ' 


=vh 


X 


gesetzt  worden  ist.    Die  entwickelte  Differenzialgleichung  muss  nun  so  in- 

tegrirt  werden,   dass  für  ^  ==  0  der   ursprüngliche  Zustand  der  Saite  zum 

Vorschein  kommt ,  d.  h.  y  in  ^o  =  9^  W  übergehl;,  und  dass  ferner  die  am 

by 
Ende  der  Zeit  t  vorhandene  Geschwindigkeit  rr-  des  Punktes  P  für  i  =  0 

zu  der  Anfangsgeschwindigkeit  wird,  welche  P^  erhalten  hat.  Heisst  dieselbe 
Vq  und  betrachtet  man  sie  als  verschieden  für  verschiedene  Punkte  der  Saite, 
so  ist  Vq  gleich  einer  gegebenen  Funktion  i//  (je)  der  Abscisse.  Endlich  müssen 
die  Endpunkte  A  und  B  der  Saite  fest  bleiben,  und  daraus  folgt,  dass  für 

^y 

X  z=z  0  und  für  a?  =  X  immer  y  =  0  und  -r7  =  0  werden  muss,  was  auch 
t  sein.  möge. 

SchlOmilch,  Analysfa.  ^^ 
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X 

aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  durch  Multiplikation  mit  dx  und 
Integration: 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  verbindet,  so  erhält 
man  9Ü6)  und  V(x\  nämlich: 

Q^ix)  =  \{q>ix)  +—J  Häi)dx  }, 

Um  die  willkürliche  Constante  der  Integration  sichtbar   zu  machen, 
schreiben  wir  statt  der  yorigen  Gleichungen  die  folgenden : 


X 


0 

V(x)  =  l{q>ix)  —  C—^fi;i^)d»  }, 

0 
Lassen  wir  in  der  ersten  Formel  a?  -|-  xt,  in  der  zweiten  x  —  xt 
an  die  Stelle  von  x  treten,  wobei  sich  C  nicht  ändert,  so  ergeben 
sich  0(x-{-xi)  imd  V(x — xO>  und  das  gesuchte  Integral  ist  zu- 
folge von  Nro.  2)  und  nach  einer  kleinen  Keduktion: 

x-f^t 

x^«t 
seine  Richtigkeit  könnte  auch  leicht  a  posteriori  bestätigt  werden. 

Wir  woUen  noch  die  Modifikation  untersuchen,  welche  die  vor- 
stehende Auflösung  in  dem  Falle  erleidet,  wo   man  die  zwei  neuen 

Bedingungen  hinzufügt,  dass  y  sowohl  als  :r^ fär  jedes  f  verschwin- 
den sollen,  wenn  ^  =  0  und  wenn  ^  =  Ar  ist,  während  zugleich  x 
auf  das  Intervall  0  bis  X  beschränkt  bleiben  möge.  Damit  für  j?=0 
der  obengefiindene  Werth  von  u  verschwinde,  muss  9  (x  0  -f-  9>( —  xO 
=  0,  d.  h.  g?( — {)  =  —  9(1)  sein,  femer: 

xt 

J  if(J&)d%^  =  0, 
mithin  ^( — J)  =  —  ^(J).    Aus  der  Bedingimg,  dass  für  a?  =  A 


r 
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gleichfalls  ti  =  0  werde,  erhält  man  auf  ähnliche  Weise  (p{k  —  1) 
=  —  9(A  +  i)  und  ^(A  —  Ö  =  —  ^(A-|-  Ö.  Dieselben  Bedin- 
gungen finden  sich  wieder,  wenn  -r^ für  ä  =  0  und  für  o?  =  A  trer- 

schwinden  soll.  Besitzen  nun  die  Funktionen  q>  («)  und  ^  (x)  von 
Hause  aus  die  entwickelten  nöthigen  Eigenschaften,  so  ist  die  For- 
mel 4)  ohne  Weiteres  brauchbar;  findet  aber  der  genannte  günstige 
Umstand  nicht  statt,  so  kommt  es  darauf  an,  in  der  Formel  4)  statt 
9  (ai)  und  ^  (ai)  ein  paar  andere  Funktionen  (pi  (a)  und  ^i  (x)  zu 
setzen,  welche  für  X  "^  a  ^  0  mit  jenen  identisch  sind,  ausserdem 
aber  jene  Eigenschaften  besitzen.    Die  Auflösung  bestände  dann  in 

folgender  Gleichung: 

x+xt 

X — xt 
und  darin  muss  sein: 

q)iix)=^ix))  9i(— ^>=— 9i(a?),  9i(A— a?)=— 9)i(A+^), 

[fürA>ar>0, 
^1  (a?)=^(a?))  ^(— a?)=  — ^i(«),^i(A— ar)«-t^i(A+Ä). 

Den  Bedingungen ,  welchen  die  Funktionen  q)i  (a?)  und  ^i  (x)  unter- 
^worfen  sind,  genügen  folgende  Gleichungen: 

TCX   1  ^TtX  v7tX    I 

g?i  (x)  =  Äi  sin  -r — 1-^2 '«'»  ~T r-^s  «« — T — r 

6)  Ä^  =  —J  q>  (^)  8tn  -J-ä», 

0 

7C  X    t  i  It  X     ,  O  X  X     .  ^ 

X 

7)  B^  =  -|-/*W«n^dd, 

0 
-wie  man  mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  augenblicklich 
übersieht;  man  findet  vermöge  dieser  Substitutionen  aus  Nro.  5): 

.    .   7ix       xjr*  ,     .     .   2««       %^7tt      ■ 

8)  y  =  4i  «n  -j-  OOÄ  — ^j — j-Jg  «tn — r—  coa  — r f-  . . . . 

Dasselbe  Resultat  kann   man  auch  unmittelbar  «if  folgendem 
Wege  erhalten.    Ein  partikuläres  Integral  derDifferenzialgleichun|;: 
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ist  nach- 1.  117,  H: 

da  aber  dieser  Ausdmck  weder  fiir  a?  =  0 ,  noch  für  a?.  =  A  ver- 
schwindet, so  lange  ß  einen  reellen  Werth  hat,  so  nehmen  wir  /3  = 

fi  V  —  1  und  erhalten  zwei  partikuläre  Integrale ,  nämlich  den  re- 
ellen Theil  C05fi(dj+x0  und  den  imaginären  Theil  «nf*(a?+xO. 
Zerlegt  man  den  Cosinus,  sowie  den  Sinus  und  versucht  die  ein- 
zelnen Bestandtheile,  so  findet  sich,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

atfifio!  co8iixt     imd      sin  fix  sin  fixt 

partikuläre  Integrale  der  obigen  Differenzialgleichung  sind,  und  um 
ihnen  die  Eigenschaft  zu  ertheilen,  dass  sie  sowohl  für  o?  =  0 ,  als 

für  a?  =  X  verschwinden,  braucht  man  nur  {i  =  —t'  ^u  setzen,  wo 

n  ganz  und  positiv  ist.  Als  weiteres  partikuläres  Integral  kann  jetzt 
der  Ausdruck: 

.          nnx         nxnt    .   ^     .    nitw  ' .    n%%t 
A^9Mi — - — 009 — 5 f-C/^«n — - — sin — - — 

dienen^  und  es  ist  demnach  das  allgemeine  Integral: 

QN                  ( A        A^   I   n    '   i«^\     .    Tt(ß 
9)        y  =  \Ay00S—z yC^stn—T—J  «n-y- 

,    (  .         t%%t  ,    -,    .  %%nt\   /  'Inx 
-|-  KA^oos — T yC^sm — r — l«n — •- — 

"i"         ••••••• 

woraus  noch  folgt: 

,    2xar  /  .    2x3tt  ,  ^       2xxt\  .    2«« 


,     3xÄ  / 


.     .   Sxjjrt   ,  ^       SxäA   .    3Äar 

AgSlf^ \-Cs008 — 5~  )««w  '"T — 


H-      .      .      .      .      .      .      .      . 

Die  Coef&cienten  ^i  und  (7  müssen  Jetzt  so  bestimmt  werden,  dass  y  in 
9(«)  und  —  in  ^(a?)  übergeht,  sobald  t  =  0  gesetzt  wird;  dass 
mithin  folgende  Gleichungen  stattfinden: 
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.  .         .     .    no!  ,         .   23ra?   ,         .    Stcx    , 
9  (ä)  =  -dl  «n  -t- +-42  8tn  -f- ilg^m  — r—  +••••' 

—  ^(Ä)=Ci«n  — -j-2qi«n — I \^oCi8%n — z 1-.... 

717C  Ät  A  *  A 

Die  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  liefern  diese  Bestimmung,  nämlich: 


0 


oder  auch: 


0 


C„  = 


0 
und  es  ist  demnach  die  in  der  Gleichung  9)  enthaltene  Auflösung 
mit  dem  unter  Nro.  8)  verzeichneten  Besultale  identisch*). 


*)  Giebt  man  in  den  Formeb  9)  und  10)  dem^  zwei  verschiedene  Werthe, 

2X 


von  denen  der  zweite  den  ersten  um  —  übertrifft,  so  ist  der  Zustand  der 
Saite  im  zweiten  Falle  derselbe  wie  im  ersten;  der  Ausdruck: 

IL 

gQ 
ist  daher  die  Dauer  einer  vollständigen  Schwingung ;  sollen  n  solcher  Schwin- 
gungen in  der  Zeiteinheit  stattfinden,  so  folgt  als  Schwingungszahl: 

"Zi 


«  Y    < 


^woraus  sich  die  Gesetze  über  die  Schwingungsmengen  verschiedener  Saiten 
leicht  ableiten  lassen.  Auf  den  Formeln  9)  und  10)  beruht  auch  die  Erklä- 
rung der  Schwingungsknoten,  auf  die  wir  nicht  näher  eingehen  können. 


